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Applikace theorému Abelova na vyhledani
nékterych tvari pseudoelliptickych integrald.

Dr. Ant. Pleskot v Plzni.

Chceme ukézati jednoduchou applikaci theorému Abelova
na vyhledédni nékterych tvard funkef f(x), tak aby integral

f f(x)dz

) 1
V@ —a) (z —b) (v —¢)
vedl na integrdl z funkei raciondlnich.

Polozime-li

y¥*=(@&—a)(x—0b)(x— o), (2)
pak integrdl predloZeny

f)d
f xy:c

znalf integrdl Abeliv, vztazeny ku kiivce (2).
Jednim z bodi kiivky té, jehoZz usetka rovnd se nékterému
kofenu rovnice

x—a)(x—0) (x —c)=0,
a tedy pofradnice nulle, k. p. bodem
r=a, y=20,
poloZme svazek paprskovy
y—=A@x — a).
Kazdy paprsek ze svazku predchoziho protne kiivku (2)
jedté ve dvou daldich hyblivich bodech a soudet integrald (1)

vzatych od libovolného bodu k témto dvéma boddm bude dle
theorému Abelova roven integrilu

Suyad, ®)

kdez v (4) znadi raciondlni funkei parametru A.

Podaff-li se oba integraly, jichz meze x, a x, jsou tusetky
hyblivych bodd, pfevésti v integrdl o spolené mezi a téhoZ tvaru
f(x), jest to dikazem, Ze integrdl predloZeny jsa ekvivalentnf
integrdlu (3), jest integrdlem pseudoelliptickym.
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Ptistupme k FeSenf tlohy.
Stanovme prisetfky paprsku
y=A(x — a)
s kiivkon
y¥=(—a)@@—0b)@—o),
a oznatme tisetky hyblivych bodd z,, z, a pfislusné k nim po-
fadnice y, a y,.
Velitiny z; a x, jsou koreny rovnice:
@@= @— c)

r—a

4
&ili rovnice

22—z (b4 ¢+ A% + be + A% =0. “4)

Paprsek o parametru 4 + dA protne kiivku (2) v bodech

2z, + dz,, 2, + dz, a k urleni de,, do, mdme rovnici, kterd

plyne differencovdnim rovnice (4').
Differencovinim obdrzime:

do. — 24 (x, — a) dA
'S — G Fet 4
a proto hledice k relaci:
¥ = A(z, — a),
obdrzime ddle
f(@)dz, 2d4 f(x,)
v 25, —(+c+ 4N
Podobné obdrzime
flx)dxy, 2dAf (x5)
Yo = 2r;— (b Hc+ 4%

Settenfm poslednich dvou rovnic nabyvime
fx)dz, | f(x,)dz, f(@,)
— L T 72 —9dA 1
wo oy, (=t it
f (=)
tm ot oF ) ©
Pravd strana rovnice piedchozi za dA jest symetrickou

funkef kofend 2,, x, rovnice (4’) a proto lze ji vyjadtiti jako
raciondlni funkei velitiny A; oznalme ji v (A).
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Na levé strand rovnice této lze viak velitiny  x,, ¥,, dz,
vyjadiiti velitinami x,, ¥, d,, nebot dle rovnice (4‘) plati
x, + 2 =0+ ¢+ 4%
a ponévadz dle (4) -
(z, —b) (2, — C),

A*=
z —a
jest i
a—b0)(a— ¢
=at @200 ©
a proto
—_(@a=0b@—o , .
dxy, = @ — ay® dz, ;
rovnici tuto vzhledem k (6) moZno psiti ve tvarn
Z,—a
dr, = — dz, x:— =

a ponévadz

plyne vysledni vztah

dzy _ _ da,
Yo Y
Dosadime-li hodnotu dy% z predchozi rovnice do rovnice
2
5), obdrzime
% — N — f(xl)
m (f(xl) S @)y = 2dA(2xl — G+ c+ 4Y
S (z,) _
kdez dle (6) platf
VN (@ - b)(@a—¢)
e =1 (o + 2202,

Volime-li nynf tvar funkce f(z) takovy, Ze
N = s ERO! @)

r—a
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pak dospivdme k rovnici

dz, — Sf(x,)
Tl = (g
/(@)
+ =)

aneb .integrujeme-li

f daf (z)
Viz —a) (z —b)( —c)

— S (=) S ()
fdA(2x, G+ x4y T, —(b-l—c—l—'A’))’ ®)
pfi temz z, a z, jsou kofeny rovnice
22— b+ c+ 4%z + bc — A% = 0. (CY)
Tim integril pfedloZeny vyéislen; funkci za dA v pred-
chozim integralu lze urtiti jako funkei symetrickou kofeni z,
a z, rovnice (4'), aneb i tak, Ze kofeny x, a z, rovnice (4)
stanovime, kteréhozto zpiisobu dale uZijeme.
Ponévadz a, b, ¢ 1ze navzdjem vyméniti, zna¢i rovnice (7)
vlastné tfi tvary pro funkei f ().
Uvaha nafe vede nds viak téz k tomu, jak za- podminky
(7) mozno nalézti substituci, kterou integral ptedloZeny ptrechdzi
v integrdl z funkee raciondlni, PonévadZ funkce na pravé strané
rovnice (8) za integratnim znamenfm jest raciondlni funkei ve-
litiny A4, kterd jest stanovena rovnici (4), plyne z toho, Ze in-
tegrdl ptedlozeny za podminky (7) substituci (4) prevadi se
v integral funkce raciondlnf a maze tedy i timto zpisobem byti
vytislen. K pozndmce této se pozdéji vritime.
Uvedme nékteré applikace nalezenych vysledkd. Integrél
pi'edloZeny transformujme, polozivie a = 0, substituci

z =y

Pak obdrzime

o WY _ [ f@as
Viy* - b) (v* — o Vz'z— b) (x — ¢)

Dle hofejsich podminek bude integral 4

C fMay ,
fV(y“ — b (' —¢) o
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integrdlem pseudoelliptickym, plati-li

be\ '
f(x)z—f(?c), -
. "be
t j. foh=— f(yg-),
a jeho hodnota jest ddna rovnici:
f(_/ﬁ) dy - ( f('Tl)
— fdd
fV(y'—b)(y—c) f 2z, — (b +c+ 49
+ f(‘TS
2, G+t 49 )
kdez x, a x, jsou kofeny rovnice
22— b+ c+ AH 2z 4 be =0, ()
aneb v jiném tvaru téZe rovnice
A":(x — b) (x — c).

z

Ponévadz za podminek danych
f(xz) = f(xl), A
a 2z, — (0 4 ¢+ 4Y) = — (22, — (b + ¢ + 4%)),

mozno pravou stranu integrilu posledniho psdti ve tvaru

[ o) 4
%, — (b + o+ A9

Volime-li za x, jeden kofen rovnice («) ku pf.

b+c+A"‘ +\/(b+c+ 4%*

— — be,

nabyvdme rovnice, kterou pfevddi se integrdl (1‘) v integrdl
funkce raciondlni
/ dy f (y*)
Vig* —b) (v* — o)

dAf(IZ_‘F"_‘*'ﬁ‘_’ + \/————_(b + c4+ AY bc)

2

=/ AVETEF o

®

17
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kdez oviem odmocniny na pravé strané za integratnim znamenim
odpadnouti musi; samo sebou se rozumi, Ze dospéli bychom
k vytisleni téhoZ integralu substituci (@), kladouce z = y2, t. .

AQ:_(yQ _ b) 5?/2 -_ C).

Y
Podmince
re=—71(%)
: ®)
s oy — __ £[2¢
ali re=—/(4)

vyhovuji integrdly Eulerovy, jichZ vytislenim se prof. Pédnek
zabyval na mnoha mistech, hledaje substituce, kterymi je mozno
vydisliti; (viz ku pf. Véstnik kr. ¢ Sp. nauk v Praze 1893, Cas.
pro pést. mathem. a fys. roénik 30., str. 341 a ndsl.). Integrily
ty jsou:

f y*dy ’

A—yH VI F4*
1‘~2

fll_—*—'—;{;— d?/!

1+4y* dy
1 — 9"V 9%

/‘ 1 — 9% dy
A+y)VI+4yt

O vsech téchto integrdlech plati relace (8), jakZ snadmo
se presvédtime, kladouce

b =1,
c= —1,
timz tyto ptrechdzeji v podmiliky
1
f@)=—f (?)
i Fy=—f (yi)
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Hodnota viech &yt integrdld ptedchozich jest ddna rovnicf
2 A —4
247 (A + \éA 4)
V4* =4

A= VyT—*- 1 ;
' Y
pii tom je§td jednou uvddime, ze \/A* — 4 v integtdlu na strand
pravé vymizi. Tim dano FeSenf, kterym v3ecky integrily hofejsi
okamzité lze vytisliti a podin soutasné geometricky vyznam
substituce '

dy f(y®) dy __
it =)

pii Cemz

S—
A= Vy_ﬂ,
Y
kterouz jakozto nejjednodussi uvadi prof. Panek v ¢ldnku svém.

Prevedme je§té pivodni integral

/‘ f(x) dx
Viz —a) (@ —b) (— o)

na typus integralu Legendre-ova polozice napfed ¢ =0, b =1,

c= ’% Substituci
z=y?
ohdrZime
. 2
f(z) dz = / Vi f (.12/_ ()1_43{,...}.6.2_2,)_,
Vx(x—-l) (a:—— 7_0?) y Y

Polozime-li v rovnici (7), kterd znaif podminky, kdy pfe-
dlozeny integral jest pseudoelliptickym pofadem:

1
1.a=_0, b=1, (,‘:'F,

1
22.a=1, b=0, C:F,

3.a:%—,b:1, ¢c=20,

17*
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dospgjeme k tvarim £ (z), kdy integril
f fy*) dy
VA —y9 A —&%?)

jest pseudoelliptickym.

Piipad 1. Plati-li

r@=—1(z)

z
. , 1
¢ili f(y") —_— —f(—]EEZI/T).
Pripad 2. Platf-li
: .y
f@=—f ((I_—_W)’
- 1 — k%2

¢ili fh=—f (ﬁ,)

Pripad 3. Plati-li

- 1 — y?
sili Sy =— (1—_%21/—2>
Hodnoty integrdli ve vech tfech pifpadech lze urtiti dle
: dtef 42— Y7 —0) (4 — ¢)
vzorce (8) aneb substituci A%=— F—a . Véty po-

slednf jsou jinym zplisobem vyvozeny v Goursatové analysi v dile
1, str. 266.

Postup, kterého jsme k vyhledédni nékterych tvard pseudo-
elliptickych integrdld wzili, miZe byti zevSeobecnén, volime-li
misto svazku paprskového svazek vhodné volenyeh kfivek.
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