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PoloZzime-li pak v rovnici (5)
0, =da, 76, =4F¢,
dostaneme :
o'B - 378 = 1501’5, (6)

Rovnice tato jest téhoZ typu jako (2), jen Ze jest vnin — 1
misto ». Podobnym zpisobem, jako jsme pfesli od rovnice (2)
k rovnici (6), mohli bychom piejiti od (6) k rovnici tého% typu
jako (2), kde by vSak bylo u 2 misto » a tak podobné aZ k rov-
nici 8 » = 1, kterd, jakoz jiz vytleno, jest nemoZnd. Tim do-
kizdna véta Fermatova i pro druhy z obou vyttenych piipadi.

0 immaginarnych bodech.

Pise dr. B. BydZovsky.

§ 1. Zakladni dvahy.

‘1. 'V algebfe nazyvame wlokou m-ho stupné takovou tlohu,
jez vede k rovnici (nebo soustavé rovnic) »-ho stupn&. Ome-
zime-li se na ulohy o jedné nezndmé, je patrno, Ze wuloha »-bo
stupné md » feleni; tedy tloha stupné prvého (linedrnd) jediné
feSeni, loha stupné druhého (kvadratickd) dvé FeSeni atd.

Podobnym zpisobem lze tifditi konstruktivni ulohy v geo-
metrii. Konstruktivni tloha 74d4, aby byl sestrojen titvar vyho-
vujici danym podminkdm.

Vyhovuje-li danym podminkim jediny iitvar, pravime, Ze
tloha mé jediné fFeSeni a nazyvame ji linedrnow; vyhovuji-li
Gtvary dva, kvadratickow: vSeobecné je tloha stupné x-ho, vy-
hovuje-li podminkim danym #» dtvari. Pomyilejme na tulohy,
jez 74daji nalezeni bodi, vyhovujicich danym podminkdm
(na takové ulohy lze za jistych predpokladd pievésti vSechny
konstruktivni 1lohy). Budiz na pffklad ddna dloha, uréiti
na dané piimce p bod majici od dvou danych bodi A a B
tutéz vzddlenost. Takovy bod je jen jeden, jeito je dén
jako priisetfk dvou piimek, pimky p a osy tsetky AB. Tuto
tlohu nazveme v naSem smyslu linedrnou. Naproti tomu tloha:
uréiti bod majici od dvou danyeh bodd S, S* dané vzddlenosti
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7, 7', je v nafem smyslu kvadratickd, jezto body hovicf tloze
jsou dva, totiz prisetiky obou kruznic o stfedech S, S a polo-
mérech », 7' 7).

OvSem je tfeba ihned dodati: tato tloha m4 dvé FeSent,
jen kdyZz ob& zminéné kruZnice se skutetn& protnou. Jestlize se
dotykajf, md dloha jediné FeSeni, totiz dotyiny bod; neproti-
naji-li se vibec, fikdme, Ze uloha, nemd felenf,

Celkem totéz lze Fici o kazdé kvadratické tloze, totiz:
- bud md tato tloha dvé feSeni, nebo jedno, nebo Zidné.

2. Vratime se k algebfe. To, co pravé bylo fefeno o kva-
dratické tloze geometrické, lze také fici o kvadratické rovnici,
jez mé rovndz bud dvé feleni, nebo jedno (jez lze poklidati za
dvojndsobné), nebo zddné. Tento vyrok viak je pfesny, jen pokud
pomyslime na Ffeleni redlnd, AvSak je zndmo, Ze zavedeme-li
isla immagindrnd, md kazdd rovnice kvadratickd FeSenf. Vyslo-
vujeme pak vétu o rovnici kvadratické: KaZdd rovnice kvadra-
tickd md dva koremy. K tomu dodime — jednou pro vidy —:
tyto kofeny jsou bud redlné rizné, nebo redlné splyvajici, nebo
immagindrné, Pfedpokldddme pfitom, Ze koefficienty této rovnice
jsou redlné. O immagindrnych kofenech lze se vysloviti uréit&ji:
tyto kofeny jsou ¢fsla immaginirnd sdruzend, t. j. je-li jeden
kofen a + bi, je druby a — b,

3. Zavedenim immagindrnych ¢isel nabude véta: ,kazdd
rovnice 2. stupné mé dva kofeny“ tplné vieobecnosti. Je na
snadé otdzka, zda-li nelze podobné& néjakym zpi-
sobem dociliti toho, aby také o kazdé kvadratické
iloze geometrické bylo lze vysloviti obecné plat-
nou vétu: ,kafdd geometrickd iloha 2. stupné md dvé
redent.”

Nehodldme se zabyvati obecnym zodpovédénim této otdzky;
aviak ukdZeme na fadé piikladd, kterak i v geometrii lze v p¥i-
padé kvadratickych iloh docihtl té vieobecnosti, kterou jsme
poznali v algebie. »

1) Toto rozdéleni uloh na linedrné a kvadratické nemd nic spoleé-
ného s otdzkou, zdali lze uréitou ulohu sestrojiti jen pravitkem nebo je-li
k tomu tfeba také kruzitka.
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§ 2. Zavedeni immaginarnych bodi.

4. Zékladni a nejjednodudsi tloha kvadratickd je: uréiti
prisetiky pifimky a kruZnice, jsou-li tyto dvé Cary dostatené
urfeny. Sestrojime je, a tu mohou nastati tfi ptipady: bud
pfimka kruZnici sete ve dvou bodech, nebo se ji dotykd, nebo
nemd zddného bodu s ni spoletného. Tuto vétu nahradime jedi-
nou jednoduSsi: ,primka protind kruZnici (v téze rovind leZici)
védy ve dvou bodech®, jestlize piipad druby pfevedeme na prvy,
poklddajice bod dotyény za dvojndsobny prisek (jak se to v geo-
metrii blize vyklddd), a jestlize zavedeme body immagi-
ndrné touto definici: Je-lé v roviné ddna kruZnice
a primka mimobéind, pravime, Ze tato pFimka a kruinice maji
spoleéné dva body immagindrné. Dle obdoby kvadratickych.
rovnic, u nichZ immagindrnd feSeni jsou sdruZend, nazyvime
tyto body immagindrnymi sdruZenymi (budeme struc¢né Fikati:
body immaginirné). Body obyfejné nazyvime redlnymi.

Opakujeme: vysledkem zavedeni pravé utinéného je, Ze
vieobecné plati véta ,pfimka protind kruZnici vidy ve dvou
bodech.“ A doddme: ty jsou bud redlné (rizné nebo splyvajici),
nebo immagindrné (sdruZené).

5. Jakmile jsme pfisoudili kruZnici a p¥imce urtité dva
prisetiky v kazdém piipadé, miZeme pFisouditi v kaZdém pri-
padé dvé reSemi®) vdem tém ulohdm, kde bési o prisek wurdité
kruinice s primkou.

Na pifklad: Geometrické misto bodd, z nichZ danou kruz-
nici vidime pod danym thlem, je kruznice s danou soustfedni.
I mé dloha: ,urliti na dané ptimce bod, z néhoz danou kruz-
nici vidime pod danym dhlem“ vidy dvé feSeni redlnd
(kterd mohou po pfipadé splynouti v jednoi, kdyz dand piimka
onu kruznici, kterou snadno sestrojime, protini ve dvou redl-
nych bodech (po ptipadé se ji dotykd). Jestlize to vSak nena-
stane, pak md, dle nafeho zavedeni, pfimka s kruZnicf
spoletné dva immagindrné body; ¢yto immagindrné body pokld-
ddme v tom pripadé za (tmmagindrnd) FeSeni damé dlohy.

2) Jsou totiz ulohy, jak hned uvidime, jeZ vedou k sestrojeni ne je-
diné kruZnice, nybr: nekone¢né mnoha kruZnic. Na takové zatim se nale
\vaha nevztahuje.
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M4 tedy tato tdloha vzdy dvé FeSeni. Poklddime body hoviei
dloze za sestrojené tim, Zze je ddna pfimka a kruZnice, kterd
ptimku v hledanych- bodech protind.

Jiné tlohy toho druhu: urtiti na pfimce dané bod, jenz
mé k dané kruznici danou mocnost; urtiti bod, majici od dvou
bodi vzddlenosti stejné a od tfetiho bodu vzdilenost danou,
atd. atd.

6. Pozndmky. a) Kdo znd analytickou geometrii, tomu
jsou ptedchozi vyklady ne-li vesmés znimy, tedy jisté& beze
vieho jasny. At si vzpomene, Zze soufadnice prisetikii kruZnice
s piimkou jsou ddny kvadratickou rovnici, jez mize miti také
immaginarné kofeny, které jsou sdruzené. V tom je vlastni di-
_ vod, prot oba immagindrné priseky kruznice s piimkou nazy-
vame sdruZenymi. V dal3im nebudeme uzivati method analytické
geometrie.

b) Je jasno, Ze immagindrnym boddm hovicim urtité tloze
ptisuzujeme tytéZ vlastnosti, jaké bychom ptisoudili bodim redl-
nym, téze tloze hovicim. Tedy na pf. pro immaginirné priseky
ptimky a kruZnice je dobie, vyslovné si pfripomenouti: Ze tyto
prisetiky lezi jak na pfimce, tak na kruZnici; Ze jsou to body
piimky, jeZ maji od stfedu kruZnice vzddlenost rovmou polo-
méru kruznice; ze jejich potence vzhledem ke kruZniei je rovna
nulle, atd. atd.

¢) Mohlo by se zdéti, Zze zavedeni im. bodd je véc uméld,
nemajici hlubfho vyznamu. Uvidime viak v daldim, Ze jako
dovedeme Cisly immagindrnymi pocitati (pfes to, Ze si jich
nedovedeme pfedstaviti), tak dovedeme také s im. body
provddéti geometrické konstrukce, jestlize stile mame na paméti
hotej¥i definici téchto bodd (nic ndm pfi tom nevéadi, Ze si téchto
bodi nedovedeme piedstaviti). V tom tkvi opravmnénost
zavedeni im. bodd. Vidéli jsme mimo to, a uvidime je$t& na dal-
gch pifkladech, jak zavedenim t&chto bodi se vyjadFovdni vét
a dloh gzjednodusi. '

d) KdeZto immagindrné ¢&islo miZe byti ddno jen jedno,
jsou dle definice dény im. body vzdy sou¢asné dva, a nedove-
deme jich navzdjem rozligiti. S touto okolnosti souvisi, Ze kon-
strukce s body im, jsou obyltejné sloZit&j§i — jak uvidime —
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nez s body redlnymi; pravé proto, Ze providime pfi tom kon-
strukei s dvojici bodovou. ‘

§ 3. Kruznice, svazek kruinic, harmonické étveriny.

7. B8zi nyni o to, vniknouti hloub v podstatu dvojic im-
magindruych bodid sdruZenych. Naskytd se pfedevifm otdzka,
jak pozndme, zdali dvé dvojice takovyech bodd jsou totozné
nebo rizné. Uvaime: riizné kruZnice mohou protinati tutéz
pfimku bud v riznych, nebo také tychz dvojicich
redlnych bodd. Je tedy také na snadé pfipustiti, Z¢ mohou dvé
rizné kruznice protiti tutéz ptimku v téze dvojici immagi-
ndrnych bodd. Je jen otdzka, kdy to nastane.

Obr. 1,

K rozhodnutf této otdzky provedeme kvadratickou ulohu,
jez pro nds bude miti i jinak zdsadni diileZitost. Této v&té pre-
defleme nékteré véty pomocné.

8. Dvé krudnice, jeZ se protinaji kolmo, stanovi na libo-
volném paprsku, jenZ prochdsi stfedem jedné kruinice, Stverinu
harmonickyjch bodi.

Dikaz. Budtez (obr. 1.) K, K' obé& kruinice o stfedech
8, 8, p paprsek vedeny stfedem S‘. Necht protne K v bodech
4, B; K’ v bodech 4‘, B'. Budiz M jeden prisetik obou

22
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kruZnic; prodluzme MA‘ a MB’ tak, az protnou K po druhé
v bodech L,.N. Jezto obvodovy thel LMN je pravy, prochdzi
. Spojnice LN stfedem S. JeZto ob& kruZnice se sekou kolmo,
je ¥ S’MS pravy; jeito také <t LMB’ je pravy, je

< SML = < S'MPB',
Aviak <t SLM = <t SML
a 4L SBM=<SMPB,
tedy < SLM = < S'B'IL.

V pravoihlém trojihelniku LMN je
<X LNM + <t SLM = 90°,
t. j. << LNM + < S'B'M = 90",
t. j. trojihelnfk B’EN pravodhly, s pravym thlem pii E.
Je tedy LN | p a proto AL = LB.
Z toho v3ak plyne

< AMA' = < A’MB,

t. j. MA’ pili <« AMB. Aviak MB' | MA', tedy puali, jak
zndmo, MB’ ihel vedlejdi k < AMB.

Jsou tedy MA’y, MB’ obé osy dhli pii M v trOJuhelniku
ABM, a ty, dle zndmé véty, protinaji zékladnu v bodech, jez
jsou harmonicky sdruzeny dle obou vrchold. Tim je dokézémo,
%¢ A, B, A’, B’ tvofi harmonickou &tvefinu.

Plati také obrdcend véta, totiz: protind-li kruZnice K pa-
prsek p vedeny stredem kruZnice K' ve dvou bodech harmonicky
sdrugenyjch vzhledem k prisekim p a K, protinaji se K a K’
kolmo. Diikaz pienechivdm Ctendfi.

9. Predpoklddali jsme, Ze K protne p v bodech reilnfch.
Nenf-li tomu tak, pak K a p se protinaji ve dvou immagindr-
nych bodech, touto kruznici a pfimkou urdenych; zcela disledné
i v tom p¥ipadé pravime, Ze.tyto immagindrné body jsou har-
monicky sdrufeny vzhledem k bodim A, B.

Jestlize tedy sestrojime kruZnici K’ a paprsek p, jejim
stfedem vedeny, jenz ji protne v bodech 4’, B’, pak kaidd
Erusnice ke K’ kolmd protne p v bodech A, B (redlngch nebo
immagindrnych), je& jsou k A’, B’ harmonicky sdruZeny.
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10. VSechny kruznice majici spoletnou chordalu, tvoif
t. zv. svazek kruinic. O tom platf véta:

Viechny kruinice svazku maji své stFedy na primee kolmé
ke spoleéné chorddle.

Vime totiz, Ze chorddla dvou kruznic je kolma ke spojnici
jich stfedd. Jsou-li tedy K,, K, dvé kruZnice svazku o stfedech
S, S, je jich chorddla kolma k §,S,.

Je-li A, dalsi kruznice o stiedu S;, je 8,8, kolmo k téze
chorddle, tedy totozno s S;5,. Tim je véta dokdzéna.

Dalsi véta plyne ihned z definice svazku. Je-li P prisek
spoletné chordily a spoletné centrdly, a 4, B priseky této
centrily s nékterou kruZnici svazku, pak oznaéme PA = q,
PB = b; potence bodu P vzhledem k této kruZnici je a . b.
Jeito bod P md tutéz potenci vzhledem ke vi§em kruZnicim
svazku, je vjraz a .b pro vSechny kruinice tys. Ale také na-
opak: jestlide na primce p je dano nekoneéné mmoho dvogic bodii,
pro nés plati vztah a . b = konst., kde a a b jsu vzddlenosti boddk
téze dvojice od pevného bodu P, a sestrojime-li kruZnice, je¥ maji
za priméry secky omezené body jednotlivyjch dwvojic, tvo¥i tyto
krudnice svazek.

Viechny tyto kruznice maji totiz na piimce p své stiedy
a bod P md vzhledem k nim tutéZ potenci; kolmice v bod& P
na p vztyctend je tedy dle zndmé konstrukce chorddlou kazdych
dvou téchto kruznic; maji tedy vSechny tyto kruznice spolet-
nou chorddilu a tvoii svazek, jak bylo dokdzati.

11. Krusnice, Lteré kolmo sekouw dvé kruinice dané, tvoFi
svazek, jeho? spoleénd chorddla spojuje st¥edy obou krudnic.

1. Necht ob& kruznice (obr. 2.) nemaji spoletnych redlnych
bodd. Sestrojime zndmym zpisobem jejich chordilu. Kazdy bod
chorddly O mize byti stiedem kruZnice K, sekouci kolmo obé
dané; jeji polomér je, jak znidmo. spole¢nd délka teénych z toho
bodu k oném kruZnicim vedenych. Naopak ovSem kaZdd krui-
nice sekouci kolmo ob& dané md svidj stfed na jejich chordéle.
Kazdé tato kruZnice pak jist®é protne p ve dvou redlnych bodech.
Nebotf priisetik P piimky p a chordily lezi uvniti kazdé kruz-
nice K. Je totiz polomér takové kruZnice O din jako odvésna
trojihelnfka pravodhlého OZ'S; naproti tomu je OP odvésna

22*
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trojihelnika OPS, jenZz md s onfm spoletnou pfeponu. AvSak
jedna jeho odvésna PS je vétSf nez odvésna 7T'S; je tedy druhd
odvésna OP mendf nez odvésna OT, t.j. bod P lezf uvnitt
kruznice K. a p tedy je setnou této kruznice. Budtez X, Y obha
prisetiky kruznice K s pfimkou p. :

Obr. 2.

Nazveme 7, »’ poloméry kruZnic o stiedech S, ',
PO=d, PS=y, PX=2z, PS=s, PS' =5
Budiz R polomé&r krunice K. I je (z trojihel. OTS)
R*=08* — 2= 4% + s* — r%
Aviak *=R? — d* = d* + s? — r? — d? = s*—7r2
Podobné shleddme z? — s'? — #'%; a oviem z = .

Vidime, Ze « a y na d nezdvisi; jestlize tedy bod O na
chorddle méni svou polohu, vzdélenosti z, ¥ a tedy body X, Y
se neménf, coz znamend: wvSechny kruinice protinajici kolmo
obé kruinice dané, protimaji p v tychi dvou bodeth X, Y,
t. j. tvosi svazek. '

- II. Necht se ob& kruznice protinaji ve dvou redlnych bo-
dech (obr. 3). Kazd4 kruZnice K sekouci kolmo obé dané md
svilj stfed O na chorddle obou kruZnic. Sestrojime-li ji (zcela
dle ptedchoziho ndvodu), shleddme, Ze neprotne paprsku p.
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Diikaz toho je zcela obdobny piislugnému dikazu v pfedchozim
provedenému.

KruZnice kolmé k danym tedy viibec p neprotnou. AvSak
viechny tyto kruznice maji touz chordilu, jiz je ptimka p.
Budiz oznateni takové, jako prve. Délku telny z bodu P ke K
oznaéme ¢.

K
S
/
Obr. 3.
Je pak t? = d* — R%,
Avsak R*— 08 — r?* = d% + s* — r?,
t. j. 12— r? —s%

To znamend: délka tetné ¢ z bodu P ke kazdé kruZnici X
vedené je velitina stdld, t. j. bod P md vzhledem ke viem
témto kruznicim K touz potenci. AvSak stfedy kaZdych dvou
téch kruznic lezi na OF; kolmice v bodu P k OP je tedy
chorddla kazdych dvou téchto kruznic; a to je privé p. Twori
tedy vsechny krudnice protinajici kolmo obé dané kruZnice.

III. Jak se véta dokdze pro piipad, Ze ob& dané kruZnice
se dotykaji, je ihned patrno z ptipadu 1.

12. Nazyvejme v daldim svazkem kruzZnic prvého
druhu svazek, jehoz kruZnice maji dva body spoletné; svaz-
kem druhého druhu svazek, jehoz kruZnice se neprotinaji.

I l1ze dokdzanou vétu doplniti tak: kruZnice sekouci kolmo
dvé Fkrusnice, je¥ se meprotinaji, tvori svazek prvého druhu;
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krugnice sekouct kolmo dvé kruznice, jeZ se protinaji, tvori svazek
druhého druhu.
' Aviak vidime ddle: obé dané kruZnice urtuji svazek, do
néhoz samy ndlezi; kazdd kruzZnice, sekouci kolmo tyto dvé
kruZnice. sete kolmo vSechny kruZnice piisludného svazku, jak
snadno lze nahlédnouti. MiZeme tedy Fici tplnéji:

KruZnice sekouci kolmo vSechny kruinice svazku prvého
druhwu tvori svazek druhého druhu — a také obrdcend.

13. Piistoupime nyni k provedeni dlohy, nahofe ohliSené:
Jest uréits dvogict bodd, jeZ jsou harmonicky sdrufeny se dvéma
dvojicemt danyich bodi téZe primky.

Zde nutno rozezndvati dva ptipady. Je-li E, I’ jedna dvo-
jice, G, H druhd, pak mohou bud ¥ a F' leZeti oba uvnitt
tiset(ky G'H nebo oba vné této usetky; pravime, ze £, Fa G, H
se navzdjem neoddéluji; anebo lezi jeden z obou bodd E, F
uvnité, druhy vné usetky G'H; v tom piipadé pravime, ze se
obé dvojice navzdjem oddéluji.

I. Necht se ob& dvojice bodd na paprsku p navzijem ne-
oddé&lujf (v. obr. 2.). OpiSme kruZnici nal primérem EF a kruz-
nici nad primérem GH; jich stiedy bud téz S, S'.

Je-li X, Y libovolnd dvojice oddélujici harmonicky ZXF,
musi libovoled kruZnice body X, Y vedend protnouti kolmo
kruznici nad primérem EF (dle odst. 8.). M4-li X, ¥ oddslo-
vati harmonicky také ¢, H, musi tdZ kruZnice protinati kolmo
také druhou kruZnici. Tedy naopak: kaZdd kruZznice protinajici
kolmo ob& sestrojené kruZnice protind p v bodech X, Y, jeZ
harmonicky oddéluji i £, F i G, H.

_ Vime v8ak (v. odst. 11. a 12.), Ze v8echny kruznice se-
kouei kolmo obé& dané tvoif svazek, v tomto piipadé svazek
prvého druhu, t. j. v8echny kruznice sekoucf kolmo obé kruz-
nice dané protinaji p v tychZ dvou bodech X, Y.

Z toho plyne: existuje jedind dvojice bodi, jeZ oddéluji
harmonicky obé dané dvojice. Jak ji sestrojime, vysvitd
dostatetné z predchozich tvah. '

II Necht se ob& dvojice E, F; G, H navzdjem oddé&luji
(v. obr. 3.). Opisme nad priméry EF, GH kruznice o stiedech
S, §&. Jeli X, Y libovolnd dvojice, ‘jez harmonicky oddéluje



327

E, Fi G, H musi kruZnice jdouci body X, Y protnouti obs
kruZnice kolmo. KruZnice kolmo protinajici obé dané tvo¥i svazek,
aviak v tomto piipadé svazek druhého druhu, t.j. Zddn4
tato kruzZnice neprotind pfimku p v redlnych bo-
dech. Z toho tedy negativni vysledek: neexistuje dvojice redl-
nych bodu, jeZ by harmonicky oddélovala soudasné dvé dvogice
bodd, jez se navzdjem oddéluji. ,

Avdak dle naSeho zavedenf md kaZd4d kruZnice svazku
s .pfimkou p spoletné dva body immagindrné; a cheeme-li nasi
wloze prisouditi FeSeni v kaidém pripadé (srv.odst.b.), musime
poklddati tyto dva immagindrné body za feSeni piedloZené ulohy.
Ale ponévadz tato uloha md v p¥ipad® feSeni redlnych Fefeni
pravé dvé, 7dddme, aby i v tomto p¥ipadé méla prdvé dvé
fefeni immagindrnd. 7 musime pripustiti, Ze viechny kruZnice
svazkw druhého druhu protinaji primku p v tychs dvou immagi-
ndrngch bodech sdrusenych jed jsou tedy harmownicky sdruZeny
dle obou danych dvojic.

Tedy vysledek positivni: existuje jedind dvojice tmmagi-
ndrnych bodd sdrufenyjch, je oddéluji harmonicky dvé dvojice
boddi, jed se navzdjem oddéluji. Za sestrojenou poklidime
tuto dvojici, jakmile je sestrojena jedna kruZnice sekouci kolmo
ob& kruznice sestrojené nad priméry EF, GH.

Ziroven jsme dospéli k dal§imu vysledku: jako vSechny
kruZnice svazgu prvého druhu maji spoletné dva redlné body
na chorddle, tak musime pfipustiti, Ze i vSechny kruZnice
svazku druhého drubu maji spoleéné privé dva immagindrné
body sdruZené lezici na chorddle.

K drivéjsi vété (v. odst. 4.), kterou jsme zavedli immagi-
ndrné body, pristupuje nynf véta druhd: dvojice immagindrnijch
bodit sdruZengjch jsou totoiné, jsou-li vytindny na téie pFimce
kruinivems téhoZ svazku, jenZ md tuto pFimku za spoleénou
chorddlu. Z toho ihned plyne: dvé kruZnice, které se neprotinaji
v bodech redlnych, protinaji se ve dvojici immagindrnych bodé
sdruzenych, které leZzi na chorddle tdchio kruZmic. Sestro-
jenim chorddly pokldddme také oba immagindrné
prisediky za sestrojené,

14. Jesté jeden vysledek odvodime z piedchozich wuvah.
Dvojice X, Y (at redlud nebo immaginirna), jeZ je harmonicky
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sdruzena vzhledem k dvojicim E, F'; G, H, je harmonicky sdru-
Zena také ke viem dvojicim bodovym, jez na p vytinaji kruZnice
svazku, urteného ob&ma kruznicemi o stfedech S, §’. To plyne
ibned z v&t v odst. 11. a 8. a ze zplsobu, jak dvojice X, ¥
byla sestrojena.

MiZeme patrné vysloviti vétu: wvSechny FErusnice sekouci
kolmo kruinice dandho svazku tvori také svazek, jehos spoleéné
body lesi na spojnici stFedit krudnic prvého svazkw a oddéluji
harmonicky viechny dvojice bodové vytinané na této primee krus-
micemt prvého svazku.

Obr. 4.

15. Predchozi tloha se ndm objasni jeité s jiné stranky,
piibereme-li v dvahu polirni vlastnosti kruZnice. BudiZ ddna
kruznice K, jez protind pfimku p v bodech redlnych X, Y.
Zvolme na p libovolny bod C a sestrojme k nému poliru
vzhledem ke kruZnici; ta nechf protne p v bodu D. Nazveme
C, D dvojici bodi poldrné sdrufenijch vzhledem ke kruZnici.
Je pak ibned patrno, vzhledem k znimé harmonické vlastnosti
poldary. ‘ze priiseky X, Y jsou harmonicky sdruzeny vzhledem
ke v8em poldrné sdruZenym dvojicim bodovym na p, a Ze tedy
kruZnice sestrojend nad primérem CD seie kruznici K kolmo
(v. obr. 4.). :
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Necht za drubé protind kruZnice K v stiedu O pi¥imku p
v bodech immagindrnych. Sestrojme zase na p jednu dvojici
polérné sdruzenych bodi C, D a kruZnici nad primérem CD
(v. obr. 5.). Tato kruZnice prochdzi z pochopitelného divodu

priisekem 7, spojnice CO a poliry bodu C, ktery lezi uvniti K
(jezto C lezi vné&), i protinaji se ob& kruZnice ve dvou redlnych
bodech. Jsou-li pak M, N priisetiky spojnice CO a kruZnice K,
vime, Zze (C, L; M, N jsou dvojice harmonicky se oddélujicf.
Ale z toho plyne (dle véty z odst. 8.), Ze ob& kruZnice se
sekou kolmo.

Sestrojime-li kruznici, jez je s K dle p soumérnd, protind
kruznice nad CD i tuto kolmo; a tak kazdd kruZnice, sestrojend
nad primé&rem, jehoZ koncové body tvoii dvojici polarné sdruzenych
bodi. V&echny tyto kruznice tedy tvoif svazek. Ale vedle toho:
kruznice K kaZdou kruZnici tohoto svazku protind kolmo, a tedy
(v. odst. 13.) jeji immaginirné prisetiky s p oddéluji harmo-
nicky kazdou dvojici C, D.

Z toho tedy plyne véta: priseky kruZnice s p¥imkou od-
déluji harmonicky viechny dvojice poldrné sdruenych bode
na p, at jsou tyto priseky redlné nebo immagindrné.
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