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Piiloha k Gasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

O posledni vété Fermatové pro »=5.
Napsal Dr. K. Rychlik. '
(Dokonéeni.)

V ndsledujicim budeme potfebovati rozklad ptirozeného
prvocisla b v télese pdtych kofent z jednotky.

Ze vzorce (8) plyne

b=1—-9HA—-HA—-3)A - (33)

PonévadZ Cinitelé na pravé strané jsou spolu sdruzenf,
jest '
b=n(1—=n2(1—)=n(1—03)=n1—¢EY). (34

Cinitelé ti jsou viak také associovani: podil libovolnfch

dvou z nich jest jednotkou. To dokdZeme tfm, Ze podil takovy
i jeho pfevratni hodnota jest celé &fslo.

UvaZujme na pf.

1_ 3 1__ 8
1—§4=1—§4=1+§4’

— F4 — F9
e A R N SN2

Jest tedy na pf.

b=s(1 — 94 . (35)
kdez ¢ jest jednotka.

Dokézeme snadno, Ze 1 —§ a tedy i
i 1—7% 1—¢3 1—¢*
jsou prvoifsla.
Predpoklddejme, %e by bylo
1—{=uap,
kdez «, g jsou celd ifsla.
21
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I musilo by byti
n(l—§=mn(x n(p)

5= (a) n(B).
Bylo by tedy bud #(a) neb n(8) =1 a pak by bylo 3,
resp. « associovdno s 1 — §.
Kongruenci definujeme pro celd ¢isla z télesa pdtych ko-
fend z jednotky tak jako pfi &fslech raciondlnych. Modul lze
zaméniti kterymkoliv z &fsel s nfm associovanych.

Obratme se nyni k urlenf jednotek v télese patych ko-
feni z jednotky.

a tedy dle (34)

DokaZme si nejprve véty:
Podil dvou komplexné sdrufenyjch jednotek z télesa pdtych
kofenii z jednotky rovmd se jisté mocniné €.
Ka3dd jednotka ¢ z télesa R (§) dd se vyjddriti ve tvaru
&= (",
kdez h jest raciondlné celé éislo a n redlnd jednotka télesa.

Znatme « &slo komplexn& sdruzené s .

Podil jednotek = jest opét jednotks. a lze psiti
&

1= a, + a,§ + 08" + a8® + a (36)

mllm

kdez a jsou raciondlnd &sla celd. Cisla ta nejsou vzhledem
k relaci (6) urtena jednoznatné, nybrz lze pfitisti ke vSem
totéz tislo celé.

Pak bude

&

”;I-=T. =1.
&

mlml

Provedeme-li nédsoben{ -

= (@ + @l + a5 + 28> + a,8%)
' @ + a,8* + a8 + a€® + a,8),
dostaneme :

= g+ AL+ A8+ AL AL, (3D
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kdez
4, = a3 + a? + a} + a3 + a},
4, = aya, + a,8, + a,a5 + a30, + a,a,,
4, = aya; 4 a,a; + aga; + aga, + a,a,,
45 = aga; + a0, + 0,0, + aa, 4 a,a,,
4, = aya, + 6,0, + a,0, + a3a, + a,0;.
Settenim obdrzime

Ay + A+ 4y + A3 + A, = (ay + o, + a, + a; + a,)%

(383)
Z rovnice
= Ay + A,§ + AE + 4,85+ A0 =1
Plyne
AO—A4—1+(-A1 —A4)§+(A2—A4)§2
+ (4 —4,) =0,
tedy

Ay — A4, —1 =4, — A4, = A, — A, = 4, — 4, =0,
a z toho .
Ay — 1= A, = 4, = A; = A,. (39)
Dosadime-li do (38), dostaneme
1454, = (3 + a; + a, + a; + a,)%, (40)
kterouZto rovnici lze psdti ve tvaru kongruence
(@ + @, + ay + a5 + a,)* =1 (mod 5).
Z nf plyne, Ze musi byti
a, +a, + a, + a3 + a, =+ 1 (mod b),

ay + a; + a3 + a3 + a, = *+ 1 + bk,
kdez % jest celé islo.

Cisla a, jak bylo feteno, nejsou jednoznatné uréena, nybrz
Ize k nim ke vSem pFitisti totéZ &fslo celé. Prittéme k nim ke
viem — %, &mZ docilime toho, Ze bude

neboﬁ

a+a +a+a+a=11
a obdrfme tedy z rovmice (40)
4, =0,

21



a z rovnic (39)
Ay =A; =4, =0, 4,=1,
=a}+a} +al+al 4 al =1.
Aviak této rovmici nelze jinak vyhovéti raciondlnymi ce-

lymi ¥sly nez kdyZz poloZime jedno z &isel a =— + 1, ostatnf
= 0. Pak bude

tudiz

n==¢,
a tedy

&

=+ ¢ _ (41)

m:l

Ukézeme, Ze miize platiti jen znameni -4-.

Je-li v (41) £ tislo sudé, kladme %k = 2k, je-li pak % &islo
liché, bude % + 5 &islo sudé; i kladme % 4- 5 = 2A. Pfi tom
bude Lk = grk+5 — g2,

Kladme ddle

&= ™, (42)
tudiz P 1-7.
Z rovnice (41) obdriime pak
1 = + 1.
n
Pisme :
7= A§{ 4 B{* + C¢* + D¢,
tedy 7= At* 4 Bg® + Ct* + Dt
Kdyby bylo
L= 1,
. n
tedy 7+ n=0,
neboli

D+ B+ O +B+ O+ A+ D=0,

musilo. by byti
A+D=0, B+ C=0.
Pak by bylo '

7= A1 —§) + B2 (1 — §).
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Z toho by plynulo, Ze 7 jest délitelno prvoéislem 1 — §,
coZ jest nemozno vzhledem k piedpokladu, Ze n jest jednotkou.
Jest tedy nutné

=1,

= IIS

tudiz 5 rovno hodnoté komplexni sdruZené u, z tehoz plyne, Ze
7 jest &fslo redlné,

Méme tudiz na zdkladé (42)
s == &My,
a tedy

2 =g (43)

&
¢imZz obé& véty uvedené svrchu dokdzdny. .
Hledejme redlné jednotky z télesa R (§). Pisme je ve tvaru
=4+ B+ &) (44)
Pak bude pro hodnoty sdruzené
n=7" ="
tedy : _
n() = ()" =1,
z tehoZ
7y’ =+ 1.

7m’ jest soutin sdruzenych spolu hodnot v t&lese R(§ - &%),
jest to tedy norma v tomto kvadratickém télese. Oznatme ji

N(@). I bude
Nm)=m'==+1, (45)

7 bude jednotkou v télese R(§ + &%).
Rovnici (45) lze psdti, uZijeme-li zndzornéni daného v (44)
A* — AB— B*=+1, (46)

Ndsobime-li rovnici (46) Styfmi, shleddme, Ze ji mizeme psiti
ve tvaru

24— B)*—5B*=+4 470
a klademe-li .
z =24 — B, y = B, ' (48)

z%* — by? = + 4, (49)

coZ jest tak zvand rovnice Pellova.
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At jsou z, y jakdkoliv celd &isla vyhovujici rovmici (49),
budou také 4, B ¢isla celd. O B=—1y jest to pimo patrné;
z rovnice (49) pak plyne, Ze, je-li z sudé, tedy jest té% y sudé

a je-li z liché, jest y také liché; proto 4 = -l—y jest tislo

celé. Z toho plyne, Ze kaZdému FeSeni rovnice (49) v celych
Uislech odpovidd jistd jednotka télesa R(§ -+ §*).

Rovnice (49) md samoziejmé Fefeni z =+ 2, y = 0.
Tomu odpovidaji jednotky -+ 1.

Je-li 5 libovolnd jednotka z R ({4 &%), jest + —111— jed-

notka sdruZend s 7 v télese R (€4 &*). Z jednotek riznych od
+ 1 néleZeji vidy 4 dohromady.

1
+ 7, +—.
__"7_,2

Z téchto jednotek jest jedna positivni a > 1. Tu dostaneme
pro z a y kladné; drubh4 jednotka jest positivnf a << 1, ostatnf
dvé jsou zé.porné Je-li z,, y, nejmen8i positivni FeSeni rovnice
Pellovy (49) jest

%+ 3_/})[
N =— 5
nejmendi z kladnych jednotek = 1. MiZeme dokdzati, Ze ve
tvaru + %7, kdez n jest celé tislo, obsaZeny jsou vSechny jed-
notky. Sta¥f ukdzati, Ze vyraz n? pro » positivni poskytuje
vSechny positivni jednotky = 1. To lze viak snadno provésti,
je-li 7, jedna z takovych jednotek, bude leZeti mezi dvéma po
sobé jdoucfmi mocninami 7%,, jeito %7 roste s mocnitelem n
' do nekonetna; bude pak
=1 <,
tedy
=<
Jezto n, 5™ jest rovnéz jednotkou, jest, neplati-li znamenfi rov-
nosti, 7,73" > 1 a <7, coZ jest proti predpokladu, Ze 7 jest
nejmensi kladnd jednotka > 1. Musi tedy byti %, = 93, jak
bylo dok4zati.
ZkouSenim nalezneme, Ze nejmensi posmvni feSeni rovmce

‘Pellovy (49) jest
; zy =1, Yo = 1.
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Tomu bude odpovidati
A A=1, B=1,

T=1+{+8=—FE &)
Viechny jednotky télesa R(§ + §*) budou zahrnuty ve
=GEAYE

r vr

kdes n jest raciondlné celé éislo, a viechny jednotky télesa R (§)
ve vzorce

tak Ze

vzorce

+ &+ &
kde %, n jsow raciondlnd celd éisla.
DokdZzeme si je§té tuto dilezitou vétu o jednotkéch.
Je-li v télese pdtych korfens 2z jednotky jednotka & konm- -
gruentni s celym Eislem raciondlngm dle modulu 5, jest &
pdtou mocninou jiné jednotky tohoto télesa.
Vyjédieme jednotku & ve tvaru

e= ¢ + O, (50)
kdez % -a = jsou raciondln4, celd &isla. Je-li
e='¢ (modb), (1)

kdez ¢ jest raciondlné celé &islo (musf byti ¢ = + 1 neb + 2
(mod 5)), bude té% pro hodnotu & komplexné sdruZenou s &
platiti kongruence

e=+*FE 48 =c (modb). (52)
Délenim kongruenci (51) a (52) obdrZime '

ST =¢* =1 (modDb)
&

neboli
§* —1=0 (mod5).

Neni-li £ =0 (mod 5), jest {%* — 1 associovdno s prvotislem
A=1 — ¢, kdezto 5 jest associovdno s A%. Musi tedy b}‘rtl k=0
(mod 5), ¢ = 1. Pak bude

s= (& 4+ O (53)
Predpoklddejme nejprve » kladné. Pak lze pséti
s=+ 2+ ¢ — )Y, - (54
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tak Ze bude, rozvineme-li dle binomické poutky a neuvaZujeme
jiz Cleny délitelné A* a vy38imi mocninami 2 :

s=c== 2"+ 22" (€ —£9?) (mod 1%).  (55)

I bude také
c= -+ 2" mod A%

a jezto je ¢ Cislo raciondlné, musf platiti tato kongruence téz
mod b, tedy i mod A%, ¢. j.
c= -+ 2% mod A%
I dostaneme z (55)
T 21 —§)2=0 mod it

a jezto 2" neni 4 délitelno a § — ¢* jest associovdno s 4,
bude
n=0 mod A%

PonévadZ pak jest n raciondlné &islo, musi byti té
n=0 modb.
Polozime-li » = 5 m, bude
o=k @+ 8
tedy ¢ skutetnd pdtou mocninou jednotky

& (& + &)
Kdyby bylo » zdporné, » — — »’, poloZili bychom
1
2 3 —

s=F ¢+ =FC+ -
a dokdzati dvahou zcela analogickou, Ze »’ musi byti deli-
telno 5ti.

' § 2.

Znadi-li «, B, y celd éisia 2 télesa pdtych kofends z jed-
notky, 2 nichi Zddné neni rovno nulle, neni splnéna nikdy

rovnice .
@+ 4 =0, ®
V rovnici (1) miZeme patrné poklddati «, 8, 7 za sla
- nesoudélnd.
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Pii dikaze budeme rozeznivati dva pfipady: Pfedné, kdy
74dné z Cisel «, B, y neni délitelno &fslem A—=1—{ a za
drubé, je-li jedno z nich A délitelné.

Obratme se nejprve k piipadu prvnimu.
Pisme

«=a -+ bt + ¢t + d¢3

ve tvaru
e=a+b+c+d—->bo1—f—cQ—E¢H—add—23%).
Aby « nebylo délitelno 1 — ¢, nesmi byti
at+b+t+c+d
délitelno 5, musi tedy byti
a+b+c4+d=+1neb+2 modb

Pak bude

a) =+ 1neb+2 mod2
a z toho odvodime *)

b) a®*= 4 1neb + 32 mod A°.

Nejsou-li # a y délitelna 2, jest podobné
B*= =1 neb + 32 mod A°
7> =41 neb + 32 mod 45,

I shledéme, Ze «® 4 8% 4 y® bude mod A® kongruentni
S jednim z ¢isel

+ 1, &+ 3, &+ 30, £ 32, + 34, + 63, + 65, + 96.

Z téchto neni ani jedno = O (mod 1%); vyjimaje + 30,
&+ 65 nejsou ¢isla ta vibec 5ti délitelnd, -+ 30, + 65 jsou
délitelnd pouze 5, t.j. 2% nikoliv viak vy$§i mocnosti 2. Vidime
tedy, Ze v prvém z obou uvedenych piipadii vede rovnice (1)
ke sporu, ¢imZ nemoZnost jeji pro tento p¥ipad dokdzdna.

*) Na pf. kongruenci «®*= — 1 mod A* odvodime z « = —1 mod 4
tim, Ze tuto kongruenci napiSeme jako rovnici « =-—1 + x4, kdeZ = jest
celé ¢islo, umocnime péti, ¢imZ dostaneme a®=—1 + 522 + 10x22? + 10x™?
+ 52A¢ 4 #5415, Vzhledem k tomu, Ze 5 jest associovdno s A%, bude moZno
psiti « = — 1 (mod 25).
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Obratme se nyni k piipadu druhému, kdy jedno z &isel
a, B, y jest délitelno i. Predpoklddejme, Ze jest to y, polozme

y = A"y, a uvaZujme rovnici obecn&jsf
a® + f° = &y, (2)
kdeZ & znaéi libovolnou jednotku z télesa R(§).
Rovnici (2) miZeme psdti, rozloZime-li levou stranu v &i-
nitele, ve tvaru
(e 4 B) (= + BE) (a + BEY) (= + %) (« + %) = a5 (3)
Pravi strana v této rovnici jest délitelna prvotislem 4; musi
tedy byti i na levé strané aspoil jeden &initel 4 délitelny; po-
névadZ jsou viak Cinitelé ti spolu kongruentni (mod 4), budou
vichni délitelnf 1 a tedy
e+ f=o+pl=0c-+ f{’=a+ &
= o 4 &= 0 (mod ). 4)
Jeito «, B jsou ¢&isla ned8litelnd 2, jsou =+ 1, +2
(mod 4) a sice mize byti jen na zdkladé kongruenci (4)

) ea=1 =-—1
p§a55§5_2mmn
9 =21 8= s

V dal§im miZeme se omeziti na uvazovdni jen prvnich
dvou pifpadid (ke druhym dvéma bychom pfisli, kdybychom
spolu zaménili ¢ a 3, coZ miZeme uliniti, ponévadZ se tim
rovnice (2) nezméni).

Pidme @) a=14+4y f=—14 v
neb ‘ B) e=24+ 4y, f=—24 Ay,
kdez p, v znali &isla celd.

Ponévadz jest

E=0—(—0f=a—

G=1—1T1 (mod %),

tedy

"bude
‘bud @) a4 ffF=4(@u+v+k
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neb B «+BE=1(u+v+ 2
k=01, 2, 3, 4).
Z tisel &) pt+v+Ek (=01, 2, 3, 4
bude jisté jedno dé&litelno 4; podobné tomu bude téz u ¢fsel
B) n+ '”‘+ 2k, (&, =0, 1, 2, 3, 4).
Bude tedy z ¢isel
o -} e t=0,1, 2 3, 4)
jisté jedno délitelno 42,

I vidime, ze v rovnici (3) jest lev4 strana délitelna aspoil
1%, z CehoZ plyne nemoZznost rovnice (3) pro » — 1.
Ptedpoklddejme tedy n > 1.

PonévadZz se rovnice (2) neméni, pifeme-li v ni
B¢ (41, 2, 3, 4 misto B, lze zménou oznaleni pFevésti
e+ B¢ (k=1,2 3,4) v ¢« + .
Stati tedy v daldim uvaZzovati jen piipad, kdy « 4 8 ]est
délitelno A%
Kterékoliv dva faktory na levé strané rovnice (3) mohou
miti za spoleénou miru jen 4. Spole¢ny dé&litel &fsel ¢ 4 B¢* a
a -+ B¢¥ (k== k&') musi totiz byti téz spoleénym délitelem &isel
(¢4 pE) & —(a+ )= —¢) @
(¢4 B8) —(e+p%) =@E—¢)8
a tisla ta maji za spoletného délitele pouze A.

Z toho plyne ddle, Ze jen « -+ f jest délitelno A%, « - 3§
(k=1, 2, 3, 4) jsou délitelna pouze 1

Aby pak bylo moZno vyhovéti rovnici (3), bude nutno

poloziti
@ - f = gasn—4s
o+ B =ntof (k=1 2, 3, 4),

kdez #, n: jsou jednotky a d, 0 celd tisla z télesa K (§), ne-
délitelnd 4. Z rovnic tdchto budeme potiebovati pouze 3, na pf.

«+ B = syt
& + B7 = 7,008
a + B¢ = 1,103,
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Vyluéme z nich nejprve a. Dostaneme
(1 —§) g = qa*—4'® — 71,48}
(1 —¢&%) B = qa—*y'® — n,463.

Z téchto rovnic vyluéme nyni j3. Dostaneme

83 + 20y = da%0-0y, ®)
klademe-li '
-&q ,_§-=8
= — -1—-§— Y &= 'r__—gg ’

coZ jsou opét jednotky.
Ponévadz jest n > 1, bude

0% 4 985 =0 (mod 1°). (6)
Av3ak pro ¢fsla nedélitelnd 4 plati dle rovnic (b)
3 =c, (mod 15
0 =c¢, (mod 1),
kdez ¢; a ¢, jsou raciondlnd celd Uisla nedélitelnd 5ti.
Bude tedy
¢ + 9¢, =0 (mod 2%
¢, + 9¢, =0 (mod b).
Stanovme raciondlnd celd ¢isla ¢, d z rovnice
¢, + ¢cc, =5d,

coZ jest mozno, vzhledem k tomu, Ze ¢, a ¢, nejsou délitelnd
péti.
Pak bude plynouti z kongruencf

¢ + 9 =0 (mad 5)
¢, + ce, =0 (mod H),
¢, (® —c)=0 (mod 5)
a jezto ¢, nenf dé&litelno péti, téZ
=c¢ (mod 5).

Bude tedy dle véty uvedené na str. 311. & rovno pité mocniné
jednotky z télesa R (&)

a také

~

ze

="
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PoloZzime-li pak v rovnici (5)
0, =da, 76, =4F¢,
dostaneme :
o'B - B8 = 1501’5, (6)

Rovnice tato jest téhoZ typu jako (2), jen Ze jest vnin — 1
misto ». Podobnym zpisobem, jako jsme pfesli od rovnice (2)
k rovnici (6), mohli bychom piejiti od (6) k rovnici tého% typu
jako (2), kde by vSak bylo u 2 misto » a tak podobné aZ k rov-
nici 8 » = 1, kterd, jakoZ jiz vytleno, jest nemoZnd. Tim do-
kizdna véta Fermatova i pro druhy z obou vyttenych piipadi.

0 immaginarnych bodech.

Pise dr. B. BydZovsky.

§ 1. Zakladni dvahy.

1. 'V algebfe nazyvame wlokou m-ho stupné takovou ulohu,
jez vede k rovnici (nebo soustavé rovnic) »-ho stupn&. Ome-
zime-li se na ulohy o jedné nezndmé, je patrno, Ze wuloha »-ho
stupné md » feleni; tedy tloha stupné prvého (linedrnd) jediné
feSeni, loha stupné drubého (kvadratickd) dv® FeSeni atd.

Podobnym zpisobem lze tifditi konstruktivni ulohy v geo-
metrii. Konstruktivni tloha 74d4, aby byl sestrojen titvar vyho-
vujici danym podminkdm.

Vyhovuje-li danym podminkdm jediny iitvar, pravime, Ze
tloha mé jediné feSeni a nazyvame ji linedrnou; vyhovuji-li
Gtvary dva, kvadratickow: vSeobecné je tloha stupné x-ho, vy-
hovuje-li podminkim danym #» dtvari. Pomyilejme na tulohy,
jez 74daji nalezeni boddi, vyhovujicich danym podminkdm
(na takové ulohy lze za jistych pfedpokladi pievésti vSechny
konstruktivni 1lohy). Budiz na pffklad ddna dloha, uréiti
na dané piimce p bod majici od dvou danych bodi A4 a B
tutéz vzddlenost. Takovy bod je jen jeden, jeito je dén
jako priisetfk dvou pimek, pimky p a osy tsetky AB. Tuto
tlohu nazveme v naSem smyslu linedrnou. Naproti tomu tloha:
urtiti bod majicf od dvou danych bodd S, S” dané vzdslenosti
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