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t. j. pro déje nepievratné nezndzoriiuje jiz plocha diagrammu
,tepelného“ mnozstvi ptijatého tepla, nybrz jest vétsi. Proto
nelze z velikosti jeji souditi na mnoZstvi tepla, takze pro d&je
nepfevratné diagrammy ty neznamenaji jiz teplo ptijaté. Toho
tieba dbdti za pfiinou uvarovéni omyld.

Dalsi ptechod k déjim cyklickfm. ProtoZze p¥i déji cy-
klickém se hmota vr4ti v plvodni stav, tudiZz i jeji entropie,
plyne z hotej$i nerovnice piimo, Ze

(eyiD) [ Qgﬁi <o0.

K tomu lze snadno pfipojiti nauku o neziskané prdct,
thermodynamickych potencidlech atd., jak obvyklo.

Po tomto uvedeni v podstatu déjd nepfevratnych a jejich
thermodynamiky, jez vykondno pouze pojmové, kvalitativné,
mélo by ndsledovati uvedeni kvantitativni, jez — jak p¥irozeno
— by bylo znalné rozséhlej§i. Poukazuji v té p¥itiné na ne-
ddvno vySlou knihu F. Krausse ,Die Thermodynamik der Dampf-
maschinen“ (Berlin 1907, Julius Springer), kdeZ postupny vzriist
entropie pfi parnim stroji uréité typy jest numericky propoéitdn
pro viecky fase jednoho obéhu.

O rovnicich differencialnich pro invariantni utvary.
Napsal K. Petr.

V ndsledujicim roz§ifeny nékteré vysledky a pojmy z na-
uky o formdch bindrnich na formy #=-drni; hlavné ty, které
tykaji se rovnic differencidlnich, jimZ tyto Gfvary hovi, a pojmu
semiinvariantu. Toto roziifeni miZze byti poddno riznym zpi-
sobem. Tak Deruyts a Capelli*) dokazuji pro n-drni formy vétu,
Ze nutnd a postatujici podminka, aby I bylo invariantnim ttva-
rem, jest (nehledé k pozadavkim homogenity a isobarity) ddna
rovnicemi
(a) Al =0, dy31=0,... D1l

*) J. Deruyts, Essai d’une théorie générale des formes algébriques
str. 48., Mémoires de la société r. des sc. de Liege. II. série t. XVIL
A. Capelli, Lezioni sulla teoria delle forme algebriche, 1902, str. 219.




262

V ndsledujicim dokdzdno, Ze misto tohoto systému postati
p¥i invariantnich Gtvarech poZadovati systém

(b) 4, I1=0, 4,,1=0,...4,1=0.

Systém (b) jest jednodusii, nebof operace 4, (k = 1, 2,
3, ... m) jsou operace zdménné; operace pak v (@) na levych
strandch se vyskytujici zdménny nejsou.

Pojem semiinvariantu roz§ifuji tim, Ze nazyvdm semiinva-
riantem funkef koefficientd S homogenni, dle jednotlivych indexi
isobarickou a hovici rovnicim

4,8S=0, 4,3;8=0,...4,5=0

a ukazuji, Ze kazdy semiinvariant jest vedoucim ¢lenem inva-
riantnfho tdtvaru.

Dikazy téchto a jinych s tim souvisicich vét poddvdm,
vychdzeje z definice invariantniho wtvaru na zdkladé jisté po-
mocné véty (v odst. I.) Obylejné se odvozeni rovnic differen-
cidlnich provadi tim, Ze se ukdZe, Ze linedrnd substituce dd se
rozloziti v fadu jednoduchych substituci a najdou se podminky
invariability pro tyto jednoduché substituce, véty pak dalsi
odvozuji se na zdkladé rtznych a dosti komplikovanych vztahid
mezi operacemi ;*).

V ¢ldnku jiném - hodlam pouziti vykladi ndsledujicich na
vySetfovdni vztahujici se ke stanoveni poétu invariantnich
atvari pfisludnych k dané formé.

L

Nejprve dokdzi vétu, o niz opiraji se vyvody odstavcd nd-
sledujicich. Budeme uvaZovati formy nékolika fad proménnych
n-drnich. Radou proménnych n-arnich vyrozumivdme n-promeén-
nych £, &, ... &, ; forma pak zdvisld na této ¥ade jest racio-
ndlnou celistvou a homogenni funkei téch proménnych. Forma
miize zdviseti na nékolika faddch, rizné fady odliSovati budeme
indexy nahofe pfipojenymi a oznafovati budeme » proménnych
EW, &0, ... £V jedné takové Fady zkritka (§v). Zdvisi-li forma

*) V >Gordan’s Vorlesungen tiber Invariantentheorie« M. sv, str. 119
nachézi se odvozeni rovnic differencidlnich pro ptipad binarnich forem,
které jest v nékterych &istech podobno odvozeni tu podanému.
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na nékolika faddch, jest oviem se zfetelem k proménnym kazdé
jednotlivé fady homogenni.
Pro poldrni operace dle proménnych ¥ad (£) zavedu toto

oznadeni:
oF AF

oF
Al = D &P + %D P+ +5§Tn,) £®.
Pak miZeme vysloviti vétu:
Zavisi-li forma F(é(l), £, . .. 5(")) na 7addch (g(l))’
(E®), ... (§™), jsouc v Fadé (§®) stupné pr, a jsou-li splnény
rovnice

A4, F =0, 43,F=0,...4,F =0, (1)
jest forma F délitelna p,-fou mocninou determinantu
D, 8D, L. g0

d=| . . .. ... : (2)

...... .

Em, Em, . Ex
t. j. lze psdte
F(EW, g | E0) = 21 G (£O), £® ., )
kde G jest forma proménnych Fad £, .. . E®,
Nebof z véty Eulerovy o homogennich funkcich vyplyvd

AF F oF
A“F:ﬁ@ &V 4+ b@g(g)+ ce +@§g)=P1Fi

pripiSeme pak k této rovnici (2 — 1) rovnic (1) a méme v celku
n rovnic
dllF: PIF, AI2F= O, Alnla: O, e d]nF: 0.
Oznaime &; minor p¥isludny ku prvku v ¢-tém fddku a
k-tém sloupci v determinantu & a ndsobme » rovnic pravé na-
psanych po fadé &sly &,,, do;, 031, - . - Om @ souliny stitejme.
Dostédvime
CAF )
d. ,B—E)'zplallF. (3)
Z tohoto vysledku se zfetelem k irreducibilité¢ determi-
nantu & ndsleduje pii p, >0, Ze F jest délitelno determinantem d.
Budiz délitelno g-tou mocninou determinantu &; t. j. piedpo-

klddejme vztah
F=y¢.G,
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kde G jiz neni délitelno 0. Dosazenim tohoto vyrazu do (3) mdme
2G .
gt 55—(“7 = (p, — @) 4,,0?G,
z tehoz vyplyvd (dle pfedpokladu, Ze G neni délitelno 4), Ze
q == p,, timZ véta jest dokdzdna.
Jako disledek jeji uvddim ndsledujici vyrok. JestliZe forma
F jest v ¥addch (§V), (§®),. . . (E®™) stupsis, resp. P,y Doy« - + Puy
jsou-li splnény rovmice (1) a jestlite stupen p, jest vy3si nezli
jeden ze Stupiivi po, D3y . - . Pn, jest forma F identicky rovna
nulle.
Pro operace poldrni plati, jak zndmo, tyto relace, (jez
ostatné Ctendf snadno si dokédze)
dygdyy — Ayydyy =0,
dyydi3 — dy34,, =0,
dydy, — 45,4y, =05 “4)
dygdyy — A3y dyp = A3,
Ay dyy — Ay dyy = dyy — 4,

II.

Proménné (§) zavedené v odstavci predchdzejicim budou
pro nds proménné pomocné. Vlastni proménné zakladnich forem
oznatovati budeme pomoci pismen (z), (y), (2), . ..; t. j. zna-
¢iti bude () fadu »-drni obsahujici proménné z,, z,. ...z,
atd. Vyrazy pak

F(a, 2,9,..) GO, @ 9,...),

znaliti budou formy zdvislé na proménnych traddch (z), (), .
Pismena a, b, . .. uddvaji summdrné koefficienty téch forem.
Bude-li tieba vyznatiti jednotlivy koefficient, uZijeme pro ozna-
teni koefficientu pfi souéinu
ekt g ytaga L g
ve formé F(a, z, y, . . . ) tohoto vyjddieni
il ol Ay Agr e e .
ORI S D Y i B B B I ]

pii tom jsou A=A, 4 Ay 4 . . Ay, g =, + py *. . pn,...
stupné formy F(a, 2,y,...) v faddch (z). (y) . . .Numerické

.......
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faktory (podily faktoriel) divaji se pii koefficientech z divodi
obecnd zndmych z nauky o formdch bindrnich; koefficienty jsou
vlastné stanoveny Cisly, jez jsou piifadény symbolim
Ay dgyo o Ay
[("1; oy« - « Un ])
i budeme jiz témto C&islim strutné fikati koefficienty formy
Fla,z,y...)
Linedrni substituci na proménnych (z) piSme ve tvaru
x, = &Py + P2y + ..+ P,
xy = V', + EQa’y + . .. EMaly,

(5)

Jsou tedy pro nds proménné (£) koefficienty linedrné sub-
stituce. Determinant této substituce & neni identicky rovny nulle.
UZijeme-li oznateni odstavce ptredchdzejiciho, miZeme nové pro-
ménné (x’) vyjadiiti pomoci pivodnich (z) takto:

0.2, = 0,2 + 852y + . . .+ O1an
0.y = 0y @ + Gy + .. St (6)

............

tuci linedrni jako (z) ve (5) v proménné nové (¥'), (¢') ...;
t. j. proménné (z), (y), (2) . . . jsou kogredientni. Provedeme-li
substituci (5) na (2), (y), (2) ... ve F(a, z,y,...), zméni se
tato forma ve formu F'(a’, 2/, 9’,...) tychz stupiid v fadach
proménnych (z'), (y’), . .. jako ptivodni byla v faddch (z), (y), . . .

Koefficienty a’ transformované formy jsou raciondlné ce-
listvé homogenni funkce v (§) téhoZ celkového stupné a linedrné
celistvé v koefficientech a; jakz patrno z identity definujiei
formu transformovanou

. F,2,y,..)=F(@,zy,...) (7)
a rovnic (H).

Mizeme ptistoupiti nyni k definici invariantnfho dtvaru
piisludiciho ku formé IF'(a, z, y,...). Budiz I(4, z, y,...)
takovyto dtvar; pak jsou A raciondlné celistvé funkce koeffi-
cientii @ a dtvar ten hovi identicky rovnici

IA4, o, ¢,..)=o 14, z ¥y,...). (8)
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Pri tom jest A’ vyraz, ktery dostaneme z A, piSeme-li
misto a piislusné koefficienty transformované formy a’. (Lze, jak
znémo, definici tuto trochu obecnéji podati, ale o tom nechci se
tu &ffiti.) PH tom sluje w vaha invariantniho atvaru I(4, z,
y, . ..). Pojem vdhy lze jesté ddle roziffiti. Prikldddme urtitou
véhu téz dle jednotlivych indexi i koefficientim formy i pro-
ménnym, a to takto: nazyvidme vdhou dle indexu 1 pii pro-
ménné z; stupeii celkovy, v jakém se vyskytuje fada (§M) ve
vyrazu pro z’;. Jak z (6) patrno, jest z'x v (£(V) stupné — 1,
jestlize & = 1; stupné pak nulltého, neni-li /= 1. I jest vdha
i dle indexu 1 rovmna — 1 pro % =— 1,

rovna O pro % == 1.

Podobné stanovime, Ze vdha dle indexu 1 p¥i koefficientu
a jest rovma stupni, v jakém se vyskytuje Fada (M) ve vy-
razu pro a’.

Z rovnice identické (7) pak plyne snadnou tvahou, Ze

koefficient .
P R
[@‘1) S VIREY l‘n] 9)
m4é dle indexu %-tého vdhu
N ol e 10)
Podobné vyplyvd z (8), Ze vdha koefficientu formy I (4, 2,y,...)
L, L, ... Ly
[Ml, M, ... M,.] (11)
ooooooo A
dle indexu £ jest
w+ L+ My + ... (12)

Tuto véhu mohli bychom téz uréiti z vyrazu koefficientu
A pomoci a. Nebof vdha soutinu dle indexu % rovnd se souttu
vah dle indexu % jednotlivych ¢initeldi, jak z definice vdhy dle
k-tého indexu ihned vyplyvd. I vidime z toho, Ze 4 jest racio-
ndlnou celistvou funkei stejnovdznou (isobarickou) dle indexu %
koefficientli a; i jest viha koefficientu (11) ddna vyrazem (12),
potitdme-li vdhu koefficientu a v (9) dle vyrazu (10).

Z okolnosti, Zze koefficienty a’ jsou raciondhé -celistvé
homogenni funkce téhoz celkového stupné proménnych () a z iden-
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tity definujici (8), vyplyvd snadno ddle, Ze A jsou homogenni
dle koefficienti a a viecky A jednoho invariantniho itvaru jsou
téhoZ stupné v a. Pfedpokldddme pii tom oviem, Ze I(a,z,y,...)
jest ve vSech svych ¢lenech veskrze téhoZ stupné dle proménnych
jednotlivych fad.

III.

Z véty pomocné odst. I. a z rovnice definujici invariantni
utvar (8) mdme témét bezprostiedné vétu :

Forma I(A4,z,y, . ..) homogenni raciondlnd celistvd funkce
koefficientt formy F(a,x,y,...) a dle kazdého indexu téze
vdhy, jest invariantnfm dtvarem formy F tenkrdit a jenom
tenkrdt, kdyZ splnény jsou podminky

duw I(A & .. ) =0, (13)
k=1,2,...mn.

Nejsou sice (') celistvé v proménnych (£); jmenovatel
v8ak ve vyrazu pro (2’) se vyskytujici jest d, a mohli bychom
ndsobenim vhodnou mocninou & levou stranu rovnice (8) uéiniti
celistvou v (§). Od toho viak upustime, nebof & se vzhledem
k operacim 4; jako konstanta chovd a nepisobi ndm mocnina
4 v jmenovateli zddnych obtizi.

Ze podminky (13) jsou nutné, to vyplyvd pravé z definice
(8), Ze jsou postatujici z pomocné véty odst. L.

Operace 4,; mizeme provadéti dle tohoto vzoru

,31 aI ’ vaI ’
d”I:%‘(WA”a’-i_fb_x'dmx +,,z"b_y_'dl2y + ...

Znaménko prvni souttové vztahuje se na viecky koeffi-
cienty o’ formy F(a’, 2/, ¥’,...), druhé na v3ecky proménné
'y, &gy ... 2, Fady 2, a t. d.

Vyrazy 4,, 2’ snadno vyjddiime z rovnic (6) pomoci (z’); jest
4,2, =0, duo,=—19, 4d383=0... (14
a obecné
dy ' =0, pro k 5= 1;
daa'y = — 2’

(15)

Stejné tvofené vztahy plati ovSem i pro ostatni proménné
&'), ..., jez jsou dle pfedpokladu kogredientni.
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Aviak i vyrazy daa’ lze vyjddfiti pomoci a’. Stadi pii
tom vychdzeti z rovnice stanovici a’ (7). Z této ndsleduje
4,y F(a', 2, y,...)=0.
Mdme-li na zfeteli (15), dostivime, poloZime-li v této
rovnici koefficienty riznych produktd proménnych rovny nulle,

Ay Ay oo Dy A—1 4 +41,...4
4, I:!"'u Ugy - - - I‘n] =4 [ 128 Uoy oo pan]
a0 L . . . e e . s e e a' (16)
A, Ay, R
+ [Ml—l, us+1, ... un] ,+ o

.........

......

a obecné (¢ i % se pfedpoklddd v nésl. formuli rizné od 1, 2, n)

Y P PR SR
Ay [!‘1,#2,---fli,.--yk,---un]

Ayhy .. —1, 1, ..
- |

Py Hay « + - iy Ce Ml M
Aydgy oo iy Ay .
+ wi [#.,#2,~--m—1,---m+1, - --Mn] +.
. (17)
Jest tedy jasno, Ze vyrazy 4,,1I,... jsou opét racion.
cel. funkce o', (2"), (¥"), ... a jsou to vyrazy, jez maji iden-

ticky vymizeti (pro jakékoliv £) I tvrdim, Ze to nastane pro
v8ecka £, nastane-li to pro hodnoty § takto stanovené
fx =0, pro i Fk; Ei=1

Nebof pfi t&chto hodnotdich méni se (z) v (), (%) v (v)
a a’ v piislu§né a. Vymizi-li identicky vyraz v a, (z), (¥).. .,
vymizi ovSem identicky vyraz, ktery dostaneme zdiménou a’ za
a, (') za (x), ... (at jest (£) jakékoliv). MiiZeme tudis operacim
dg ddti vyznam nezdvisly na (§) a také budeme v ndsledujicim
jenom takovy vysnam priklddati (rovnicemi (20) a (21)). Vété
v &ele tohoto odstavce vyslovené miZeme pak ddti _tento tvar.

Aby forma I (d,z,y,...), homogenni a raciondlni ce-
listvd funkce koefficientts formy F(a, z,y,...) a dle katdého
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indexw téfe vihy byla invariantnim itvarem formy F(a,z,y...),
k tomu nutné a postaéujici podminky jsou ddny rovnicemi

dwI(4, 2,y,...)=0, (18)
kF=23,. .n
Pyi tom jsou operace Ay definovdny takto
oI o/ .
A =23~ 4d,0+3 — d,24 ... (19)
3 @ 0%
A, %k _O pro k F 2, 4,2y = — x,, (20)
Aiydogy .o . Ay A—1LA4+1 ... 4
Am[.uuug,---yn]r—'ll[un Mo, un]
A, Ay, e Ay
+ u, [“‘1"‘17ﬁ‘2+1,---!4n:|+ .. (21)

Jest jasno dle (8), Ze invariantni Gtvar I(4,z,y,...)
vyhovuje i ostatnim rovnicim 4zl = O pro ¢ riizné od 1 a od %.
Ale tyto lze tu poklddati za disledek rovnic (18). Rovnéz jest
patrno, Ze pro koefficienty formy invariantni I'(4, z, y,...)
plati zcela stejné vztahy vzhledem k operacim 4 jako pro
koefficienty formy pvodni, z nichZ jeden jest napsdn ve (21).
Jest pravé tak

L, L,.. L, oo Li—1, L 4+ 1, L
Ay [MI,MZ, .o M, ]: L; [ .« M ey My L ]
B S coe e A
e Ly oo Ly ce
+.Mi[...,M,--—~1,...,Mk+1,...]+... (22)
............ A

v oznaleni snadno srozumitelném.
Netteba snad ani podotykati, Ze tatdz véta jako pravé do-
kdzand plati i pro invariantni dtvary systému forem ku pk.
Fa,z,y,..) G zy,...), He, z,y,...), ...
fakoZ bezprostfedné jasno. Vyznam operaci d,k jest tu ddn misto
(19) rovnici touto
4,,T= zgl dya +2 A,2b+2 ” Ao+ . .

+23[ 4,5z +
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Iv.

Pii forméch bindrnich daji se vSecky invariantni ttvary
vyjddFiti pomoci poldrnich forem o jedné fadé proménnych, jakoZ
vyplyvé z rozvoje Clebsch-Gordanova. Zcela podobné lze dokd-
zati pomoci rozvoji obecné&jsich *), Ze vSecky invariantni Gtvary
forem n-drnich lze vyjddFiti pomocf poldr forem o (» — 1)-faddch
proménnych.

Budeme tedy p#i dané formé (resp. syst. forem) brati
v Gvahy invariantnf utvary toliko o (» — 1) faddch proménnych.
Aby pak vyklady ndsledujici ziskaly na piehlednosti, budeme
pfedpoklddati, Zze bézi o.formy kvaterndrni (» — 4); dostaneme
pfi tom vyrazy nejenom piehledné&jsi, nybrz i vyhneme se tim
nékterym obtiZim pfi oznalovdni.

Budiz tedy takovy invariantni utvar o tiech faddch kva-
terndrnich proménnych

I(4, z, y, 2)
patiicf ku formé anebo systému forem kvaterndrnich. Stupné
dle fad proménnych (z), (y), (¢) budtez I, m, n; véha pak w.
Jednotlivi ¢lenové toho vyrazu maji tudiz temto tvar

ll ml n! [ll) l27 Z3’ l4 ]

My, My, Mg, M,
LUV LT my tmg Lmy Pmy ! my I mg Vg Ly | |12 780
1:%%03% N 140 Mg LMy LMy L Ny LNy L N LTy Nyy Mgy Mgy Mg

A
- ahabalsals yTyTay ey S aaasa
L4+l 4+lL+l,=1 m+m~+ my+ my=m,
ny 4 ny 4+ 13 + 0y = n.
Pro nds jest nejdilezitéjsi koefficient soutind tvaru jako

zly"s". Zavedeme pro koefficient tohoto prdvé soutinu oznadenf
pismenou S kladouce

0, 1, 0, 0
. S:[o,o,m,o}.
1

0,0, 0,1

*) Capelli, Sur les opérations dans la théorie des formes algébriques,
Math. Annalen sv. 37., str. 1. Vatu v odst. 1. pfimo dokézanou lze poklé-
dati za disledek rozvoje Capelliova. Viz Capelli, 1. c. str 34..
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S jest dle indext 1, 2, 3, 4 vidhy w, w41, w4 m,
w -+ n a dle (22) jsou splnény tyto rovnice
4,8=0, 4,,8§=0, 4,,8=0.%) (23)
Mimo to jest wyraz 8 jisté od nully rozdilny (p¥i nu-
mericky neurtenych koefficientech danych forem a je-li I(4, z,
¥, #) vibec od nully rizno, coz oboji zde predpokliddme) a lze
pomoci operaci du z S viecky ostatni koefficienty dtvaru I
odvoditi. Ze tomu tak jest, snadno postupné pozndme.
Tak nejprve operace A4 A% A's ddvd
' by by 15, b
41211 di“’s d;‘; S = Z—T [ 0, 0, m, 0 ] . (24)
2 0, 0, o, mdy
Provedeme-li na koefficient, k némuZ jsme dosli, operaci
A7 473 A7, dostaneme
by by Iy, 1,
1 1 ! I m!
A5 AT A5E 45, 423342‘4S=I—T'_| My Moy My, My |+ 3,
bt msl Lo o0 0w dy
: . (25)
kde 3 jest soucet jistych vyrazi

by by by 1y
[m’u My, M3, m'4]
0, 0, o, n A1y
udsobenych numerickymi koefficienty a ve kterych m’, +4 m’,
+m', jest men8i nezli m, + m, 4+ m,. Zndme-li tudiz tyto
vyrazy, vypotteme z (25)
ll’ lza l:n l4
| | (26)
0, 0, 0, nd,
Ponévadz vsak dle (24) zndme vyrazy, v nichZz m, 4 m,
~+ my =0, vypolteme tak vyrazy v nichz m, + m, + m, =1,
pak vyrazy, v nichz m, + m, 4+ m, = 2, a t. d.

*) Tyto rovnice jsou splnény pro kaidy koefficient vahy sw dle
indexu 1. Nebof operacemi A1k (k = 1) se véha dle ind. 1 o jednu zmen-
Suje, v invariantnim itvaru v3ak o védze w nemohou byti (dle definice
vah) véhy koefficientd dle jednotlivych indexd mensi nezli w.
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Konetné z vyjadfeni
A A Ay A0 ATy AT8 Ay A5 Ay, S
pomoci koefficientd dtvaru I dostivdme rekurentni rovnice sta-
novici viecky
b lm ls, 1y
[mx » Mg, M3, m4] o)
A

Ny, Ny, N3, Ny
dosud neurtené. Tim tvrzeni ulinéné dokdzino.

Maji oviem i jiné koefficienty prdavé takové vlastnosti,
jako prdvé byly dokdzdény o S; (Ze jsou jisté od nully rizny
a Ze lze z nich pomoci operaci 4; vSecky ostatni koefficienty
odvoditi); tak ku pt.

l. 0, 0, 0
T= [o, 0, 0, m]
0, m, 0, 0

a vibec koefficienty soutind z’sals . .. 2%, kde z kazdé fady
proménnych, na nichZ invariantni Gtvar zdvisi, jen jedind pro-
ménnd se vyskytd. Koefficientim takovych soudind fikati budeme
vedouci souéinitelé invariantniho dtvaru.

Vytkl jsem jiz, ze S hovi rovnicim (23). Vyrazy, pro néz
tyto rovnice jsou splnény, nazyvati budeme semiinvarianty dle
indexu 1 (anebo prost® semiinvarianty, 7 jest semiinvariant
dle indexu 3). I vidime, Ze plati nejprve, Ze vedouci koeffici-
cienty jsou semiinvarianty (dle toho nebo téch indexd, jeZ chybi
v pislu§ném vedoucim ¢lenu pfi soufinu proménnyeh).

Avsak plati také opak. KaZdy semiinvariant lze poklddati
ga vedouct koefficient invariantniho dtvaru. 1 jest timto koef-
ficientem invariantni dtvar jednoznalné urlen (nehledé ovsem
k riznému oznaleni proménnych fad).

Abychom to dokdzali, budiz S semiinvariantem p¥islunym
ku kvaterndrni formé (anebo ku systému kvaterndrnich forem),
jenZ hovi rovnicim 4,,S = 0, 4,; 8§ =0, 4,, 8 = 0. Vihy jeho
vzhledem k indexéim budteZz w,, w,, ws, w,. Tu nejprve (dle di-
sledku véty pomocné z odst. L) w, = w,, w, = wg, w, = wy;
nejsou-ls tyto vatahy pro vahy splnény, jest semiinvariant iden-
ticky rovny nulle. Jestlize w, .= w, = w, = w,, jest S dle véty
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odst. III. invariantnim Gtvarem nezdvislym na proménnych (in-
variantem v uz8im slova smyslu) a dalsf vySetfovdni odpadd.
Mizeme tudiz predpoklddati, Ze nejsou viecky w; sob& rovny
a Ze jest w, nejmensi anebo aspoii jednou z nejmensich vah.
Zavedeme pro w; tato oznaleni: w, = w, w,=w 4,
wy =w + m, wy, —w -+ n, kde &sla I, m, n jsou positivnd,
po piipadé z tdsti nulle rovnd celd ¢isla. Polozime

0, I, 0, 0
S= [o, 0, m, o]
0, 0, 0, ndy
a definujice vysledek (zdménnych) operaci 4,,, 4,3, 4,4 po-
uzitych na S ve shodé s rovnici (24), obdrzime vyrazy

l‘l: 729 ls; Z4
[0, 0, m, o] . (24"
0, 0, o, mdu .
Definujice vysledek (ziéménnych) operaci 4,,, 43, d3, DA
tyto vyrazy pouzitych opét ve shodé s vysledky téch operaci
uzitych na koefficienty formy resp. atvari invariantnich, dostd-
vime dle rovnice (25) fadu dalfich vyrazi tvaru (26). Definujice
kone¢né rovnéz ve shodé s diivéjsim, vysledek (zdménnych)
operaci 4,,, 4,,, 4,; na vyrazech tak obdrZzenych, dostaneme vy-
razy tvaru (27). Poklddajice vyrazy (24'), (26), (27) za koeffi-
cienty jisté formy K (ve shodé s oznalenim svrchu popsanym),
mizeme tvrditi, Zze forma K jest invariantnim dtvarem zdkladnf
formy (resp. syst. forem). Abychom to dokdzali, statf jenom dle
véty odst. IIL. dokdzati, ze forma K hovi rovnicim 4,, K =0,
4,3 K =0, 4,, K =0; a k tomu zase postali dokdzati. Ze pro
koefficienty formy K splnény jsou relace tvaru (22) vzhledem
k operacim A,,, 4,;, 4,,. DokdZeme, Ze tyto relace splniny
Jsou vehledem ku viem operacim Ai.
Vezméme v dvahu ku pf. vyrazy

by by by Uy
[ml, My, Mg, m4] , kde n, + ny, + n; =, (28)
Nyy Mgy Ny, Ny 4 -
a provedme pfi nich diikaz dplnou indukei. Pro operace 4,,,
Ay, 4,, D¥ téchto vyrazech dikaz provadéti netieba, nebot
18
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pro tyto operace jsou splnény relace tvaru (22) dle definice
vyrazl (28) ; (stali uvaziti, Ze operace 4,,, 44,, 4,5 jsou zdménné).
' Predpoklddejme, ze véta jest dokdzdna pro viecky vyrazy
(28), pii nichz »n, + n, + n; = v =0, v < n, dokdZeme ji
pro vyrazy, pfi nichz #, 4 n, 4+ n; = v + 1. Od vyrazu (28)
pfejdeme (dle definice) k vyrazim, jichz » jest o jednu vy&si,
uzijeme-li nail operace Ay (K =1, 2, 3). I jest

by lo lg, 1y

| oy me m| =10+, -1,
Ny Ny N3y Ny
+ my [my 4 1, my — 1], + ny [0, + 1, ny — 1]

(p¥i tom jsem na pravé strand vypisoval jenom ty indexy
v oznadeni koefficientli, jez se zménily). Rovnice prdvé napsand

definuje [” T 1, n;, g "4- 1:L, jak svrchu vytteno.
’

Provedeme-li na obou strandch vztahu operaci 4, uzijeme-li
na levé strané rovnic (4) a provedeme-li operace ;i na viecky
vyrazy (28), pfi nichz #n, 4 n, + n, = v, dle formule (22)
v tomto piipad® dle supposice platné, dostaneme snadnym poétem

by by By
i [ m;, my, Mg, My ]; (30)
7, + 1, Ngy Nyy Ny — 1

tedy vysledek operace 4; na vyraze, v némz v jest o jednu
vétsi. Provedeni pfisludnych vykond pro jednotlivé operace A
pfenechdvdm Ctendfi. Snadno dostaneme, Ze vysledek pro (30)
bude se shodovati s relaci (22)*).

Tak proveden dikaz, pfi vSech vyrazech (28), u nichZ
v > 0, pfedpokldd4-li se spravnost tvrzeni pro » = 0. Na druhém

*) Vskutku vSak netfeba tento vypotet provadéti, nebof pfedem
jasno, Ze vysledek shodovati se musi s rovnici (22), jelikoZ rovnice, jimiz
jednotlivé koefficienty jsou stanoveny, rovnéz s (22) se shoduji. Jinak by
mezi koefficienty kazdého invariantniho utvaru, jehoZ stupné v proménnjch
(x), (r), (x) jsou I, m, n musily existovati vidy tytéZ linedrné vztahy,
coZ jest nemoZno; lze totiz snadno udati invariantni utvary téch stupi,
jichz koefficienty jsou linedrné nezavisly. Ku pf. ku systému forem £ (a, 2),
G(b, y), H{(c, 7) stupiit v proménnych, resp. /, m, n pislusi invariantni
atvar F(a, x). G (b, y) -H(c, 7), ktery p#i libovolnych a,b,c ma tu vlastnost.
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misté provedeme dilkaz pfi vyrazech
by by 15y 1y _
[mn My, Mg, Ny ] yomy + my + my = p
o, 0, 0, n Jy
pfi nichz u > 0, predpoklddd-li se tvrzeni pii tdch vyrazech,
u nichz p = 0; a t. d., aZ pfevedeme cely diikaz na tvrzeni,
%e operace Ay davaji p¥i

0,1, o, 0
- [0, 0, m, o]
0, 0, 0, m 44

vysledky stanovené (22). Ale to netfeba dokazovati, nebof pro
operace A,,, 4.5, 4,, jest to pfedpokldddno; pro ostatni ope-
race AJs jest to splnéno dle definice.

Podobné methody, jakd pravé pii dikaze uzita, uzivd se
pii dikazu analogické véty v bindrnich forméch a pfi n-drnich
formach pak zejména k dikazu, %e kazd4 homogenni isobarickd
(dle kazdého indexu) funkce koefficienti jest vedoucim ¢lenem
invariantnfho dtvaru o » rad4dch proménnych, kterymito élenem
ttvar jest jednoznatné uréen. B

AvSak vétu, Ze kazdy semiinvariant jest vedoucim éElenem
invariantniho utvaru (jakoZ i véty obdobné, jako ku pf. jest véta
pravé zminénd o inv. Gtvarech o » Fadich proménnych), lze jestd
jinak — mnohem jednoduSeji — dok4zati; ukde se pii tom
opét uzitek pomocné véty odst. I.

Abychom zpisob dikazu objasnili, zvolme si semiinvariant
S n-frni formy (resp. syst. forem) a hovici tedy rovnicim

418 =0, k=2 3, ...n; 1)

vihy S dle indexd 1, 2, 3,...n budtez w, w + ry, w 4 75, ..
w + 7,

Nahradme v semiinvariantu koefficienty a zdkladni formy
piisluSnymi koefficienty @’ formy transformované linedrnou trans-
formacf (5). Tak zméni se S v &', jei zdviseti bude jednak
na koefficientech @, jednak na proménnych (£). Vyhovuje pak S’
rovnicim (1"), prikldddme-li operacimi Ag jich pivodni vyznam
operaci poldrnich dle (£), a miZeme tudfZ pséti

S =av.8, 31)
18*
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kde 8, jest forma zavisld na » — 1 fadach (£%), ... (§™) a jest
to invariantni Gtvar v téchto Faddch stupii 7,, ... r., jehoZto
vedouei koefficient jest S.

Nebot S’ jest invariantni utvar, jelikoz jest to raciondlnd
celistvd funkce koefficientl a’ a kazdé o’ jest forma proménnych
(€) vznikla z pivodni- polarisovanim; i-jest kazdé a’ invariantnim
dtvarem vahy nullté *). Rovnéz & jest invariantnim dtvarem a to
véhy — 1; nebof provedeme-li na (£) linedrni substituci o deter-
minantu d a preméiiujiei (£) v (£') jest mezi & a transformovanym
vyrazem piHslusnym ¢ relace ¢’ — d—14. I jest S, invariantni
utvar vahy w.

Vedouei ¢len utvaru S, dostaneme, klademe-li &; =1,
Ex=0 pii ¢k Tu se viak & redukuje na 1. a’ se méni
v a a wdiz dle (31) z 8, dostaviame S. I jest vedouci ¢len
invariantnfho dtvaru S, vskutku S, jak bylo dokézati.

Zcela podobné dostdvdme vétu — svrchu jiz dokdzanou
— Ze semiinvariant jakoZto vedouci Clen urtuje pfisluiny inva-
riantni tvar jednoznatné. BudiZ za tim Glelem I(A4, 2®, 2@, ...
=) invariantni tvar n-4rni formy a semiinvariant .S soutinitel

vyrazu a:(;)r’ La®P xg”—‘)r". Transformujme proménné (zV),...
(z=1) substituci (5) i méme vztah
I, 2O, g, ., ge=D) = gw [(4, z, 2®, . . . z=D).
Polozme v tomto vyraze za
'O, 2D, 2P, L. 20 hodnoty 0, 1, 0,0, .. .0,
I, AP, P, ... @ 0,0,1,0,...0,
2y, 2P, P, ... ® 0,001, ..

-
~

=)

.
. . e .+ . o . e e e+ e e+ sy

tim dle (5) (zV) zméni se ve (£®), (z?) ve (§®),... a my
dostavime ze (32)

8 =ov. I(4, £®, §®, . . Eo)
odkud? uvedené tvrzeni opétné vyplyva.

L ]

*) I'timy. dikag, Ze a‘ jakozto forma proménnych (&) jest invariantni
-utvarem pfislusnym ku dané formé, jest téZ' bez jakékoliv potizZe.
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