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Stanoveni jistého mnohonasobného integralu.
Sdili M. Lerch v Brne.

\Y ﬁplynulém pravé rofniku asopisu lIntermédiaire des
Mathématiciens (otizka 3225) predklddd p. H. Laurent k vy-

Setfeni integrdl
H:f...fdxl...dx

vzaty nad oborem integrainim, jenZ definovin podminkami

1
é”é?} _“§x1+xa+-"+xn§“’
S (v=1,2,...n),

pii ¢emZ e« je dand kladnd konstanta.
Abychom provedli integraci, zavedme isolatni faktor Di-
richletiv

wl»—a

O (@, gy« « + Tn)s

jenz jest roven 1 pro |3 zv| << @, a roven O pro |3 z»| > a.
Pak bude lze piedlozeny integrél psati

l

H= / da | s f dz, O(,, @y . - » ).

Jak sdm Dmchlet nékohkrate poznamenal, mdme pii
kladném ¢ a libovolném b

2 [sinatcosbt . __Sgn(a 4+ b) + sgn (@ — b)
—f t di = 2

ey

0
(kde sgn . # znat{ znameni velitiny z), vzorec plynouci bez-
prostfednd ze zndmé rovnice

sin mzx
/——————d —2—sgn.m.

16
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Pravd strana rovnice (1) je rovna 1 pro |b| << a, a rovha

0 pro |b| > a, a proto bude lze vziti n4s isolacni faktor ve tvaru
. 2 [fsinat

O (2, Zgy + - « Xn) =— T cos (t xv) (2

14
0

Tim zpisobem se objevi rovnice

—H fsm“tdtff fcost_x, dz, dz, . . .dxy. (3)

Ponévadz
1

2 sin(tu + ;) — sin(tu — —%)
/ cos t(u 4 x) de, = ;

1
2

sinf—
_ 2
= costu. g

2

vyjde postupnym uzivinim tohoto vzorce

-1_1
3

1
. .fcos t(x,’—}- Zy + ...+ x) deo, dx,...dxn:(?t-sin %)i
-1

2

a rovnice (3) obdrzi tento jednoduchy tvar

__H_fsmat( in —é—)ndt,

ktery pi'eménime vloZzenim 2¢ za ¢ na

sin 2at . sm”t
A= f 2 a, @

Integrédl tento lze povaZovati za zvldstni hodnotu analytické
funkce proménné s

F(s) = f sin 20t . sinnt . 1 dt, )
. ]
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a sice pro s — — n; tato funkece jest analyticky. pravidelna,
pokud redlnd ¢dst proménné s pievySuje hodnotu — »n — 1,

zustdvajic mendi jednotky. Pouze ptipad o« — 9 ® liché, by
mohl ¢initi vyjimku, ana by tu existence integralu vyZzadovala
redlnou ¢dst s zdpornou; miZeme vSak piipad ¢ — ,_%_ vylouditi

a pledpoklddati « = —;—.

Hodnotu funkce I7(s) staii uréiti za piedpokladu, Ze redlna
&dst veliciny s nélezi intervallu (0. .. 1), nebot jakozto funkce
analytickd bude tim jiz ddna v celém oboru existentnim vuéi
proménné s. Za Tfeceného piedpokladu budou pak existovati
integraly, v néz se integrdl () rozlozi, uzijeme-li identity

(2i sin t)" = S (— 1)v( n )e(n — )it
r=0 v

vyjde pak

@iy Fs) = = (— 1 (v | [sin2et—2ite—tat,
==

Zde je§té uzijeme rozkladu
2 sin 2ut = YeeX, (e =1, — 1)

nacez bude

@iy F(s) = 3 (~ 1) ( " ) e [l bty =1,

vy 5

Dle zndmého vzorce Eulerova platného pro redlnd a

@

sni
/e““ s ldt= I'(s) e_gsgn'a

laf

0
vytisli se jednotlivé integrdly naSeho souttu, i objevi se tak
vysledek

@2+ F(s) = I'(s) D(s), 6)
kde uzito oznadenf
smi
(=2 1pe( ") 6)
e (v |n — 2v 4 2¢e |*. (
16*

sgn.(n —2v4-2¢a)
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Nyni bude ndm vySetfiti hodnotu funkce I'(s) @(s) pro
s=—m, nebot rovnicemi (6) a (6*) jest analytickd funkce F(s)
definovdna jako velmi jednoduchy analyticky utvar existujic
v celé roviné komplexni proménné s.

Aby soutin I'(s) @ (s) byl pro s = — » konetny, je nutno
i statf, aby celistvd funkce @ (s) zmizela pro s = — n. PonévadZ
ddle, jak zndmo,

I = e+ B+ ),
kde P (s+ ») je fada Taylorovskd konvergentni pro |s+n|<<1,
bude

s”—n __—nn'(s+") n!
a tedy dle (6)

iy F(— n) = (_n# @ (— n). ©)
Aviak pfmym derivovdnim vyrazu (6*) plyne pro s = — »

PV (—n)= % 2 (— 1)"( : )esgn (n — 2v

nmi
— — sgn.(n—2v 4 2ex)
+ 2ex)e 2. [(n — 2v + 2ea |

nmi
— —sgn.(n—2v 4 2
__2(——1)’( )w 2 ¥ )(n—2u+2ea[”
v, &
Ldoglm — 2v 4 2 |. (8)
V druhé ¢dsti (logarithmické) zrudf se ¢leny v =y, e =1 a
v=mn — g, ¢ = — 1 navzdjem, kdeito v prvni ldsti tleny ty

se sobé rovnaji, tak %e v ni obdrZime viecky ¢leny, klademe-li
e=1, v=1, 2,...n ndsobice vysledek dvéma; pi¥i tom jest
si vzpomenouti samozfejmé identity

—_— rﬂisglt u
sgn.u . e 2 =3 ",
pro n liché.
V pifpadé lichého » podd ndm tedy vzorec
— 2 —_— (— 1)" ’ 2
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vysledek
H= g 20 () 10 =20+ 2

Je-li v8ak » sudé, bude pro viecka v

nmi
—_—— — 2r .
3 sgn.(n v + 2a) o

=i
a objevi se vysledek

H= vlgn < ( n* ( Z )(" — 20 + 20) sgn (n — 2p + 2)
Oba pf'ipady jsou zahrnuty vzorcem

H=: ll2n —1)" ( i)(n—- 20+ 2a) sgn . (n — 2u+ 2e), (9)

jenz fesi Laurentz‘iv problém s veskerou obecnosti. Vyloueny

ptipad « :—;— nefini tu zddné vécné vyjimky, jak pi‘echod

mezny bezprostiedns ukdze.
Integrdl H lze interpretovati jako n-dimensiondlny obsah
atvaru krychlového o » rozmérech, jehoz vrcholy maji soufadnice

1
+ 5

a ktery jest rozdélen linedrnymi utvary

2, +z,+ .. =1«
ve tfi ¢dsti, z nichz prostiedni jest pravé obsahu H.

Pro « = —;— probihaji oba linedrné utvary mimo x-dimen-

siondlnou krychli a H musif byti rovno 1. Skuteiné jest pak
~ 2u 4+ 2a¢ > 2(n — u) =0, tedy

H= !12" 2(—- 1)“(:)(72—24»4-2«)”

soutet na pravé strané lze dle zndmé identity
o af ®
An u,o :_‘..’_.2:,0(-— 1) ( v )un—y

povazovati za prvy ilen n-té Fady rozdilové pisluiné k fadé
zdkladni
“,=2p —n+42)», @=0,1,2...);
aviak zde
A\'uy =2"n!,
tedy skutetné H — 1.
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Funkce sgn(n — 2¢ + 2¢) md vidi proménné e pretrzku

&= — 5 tedy vyraz (9) ménf sviij analyticky zdkon na bodech

n n n
dU:—Q—-, 0:1:-——2———105__—2——-2 .;
mezi po sobé jdoucimi e jest pak H tdz celistvd raciondlnd
funkce parametru e.

Poznamenejme jesté, Ze pro —g— —l<a< —;— vyjde

H=1— —72—(—7&— —_ (x)n.

0 -jisté plose bikvadratické, jez souvisi s theorii
komplexu os rotacnich ploch kuzelovych jdoucich

tremi danymi body.
Napsal Lad. Seifert, prof. v Plzni.

O komplexu, jejz tvoii osy rotatnich ploch kuZzelovych
jdoucich tfemi danymi body, pojedndvd ob&irné J. B. Eck ve
své dissertaci: ,Uber die Verteilung der Axen der Rotations-
flichen 2. Grades, welche durch gegebene Dunkte gehen® 1).
V prvé tdsti své prace rozbird komplex rotatnich os ploch druhého
st. jdoucich ¢tyfmibody danymi opiraje se o jistou vétu Laguerrem
dokdzanou *), k tomu pripojuje ddle pojedndni o komplexu os
rota¢nich ploch véilcovych jdoucich dvéma a rotatnich ploch ku-
Zelovych jdoucich tiemi body vedle FeSeni je§té jinych s tim
souvisicich otdzek. VySetfeni posledniho komplexu pisobi z dd-
vodd na snadé lezicich nejvice obtizi, ale dd se provésti snadno
uzitim zajimavé plochy, jejiz vytvofeni v ndsledujicim poddvdm.
Odvozeni vlastnosti feteného komplexu z nejdilezitéjsich vlast-
nost{ této plochy jest ryze synthetické a poddvd ptehledny
obraz o jakosti zde se vyskytujicich geometrickych mist i jejich

1) Inaugural-Dissertation, Bonn, 1890.

2) »Sur la courbe envelloppée par les axes des coniques qul pas-
sent par quatres points donnés et sur les axes de révolution du second
ordre etc <, Nouvelles Annales de Math., 2. Serie, Bd. 18.
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