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kazdé rameno evoluty AB je stejnfm ramenem na opatné
strané vyvdZeno)

0, — O, =k Mgo cos® & . (M

Hotovy reguldtor (obr. 4.) prijimd aperiodicky v nékolika

sekunddch rizné sklony p¥islusné réznym momentim 0,. Jak

presné je isochroni, zkusime aZ na observatofi a zdroven do-

plnime pfedchdzejici staticky vyklad piislu$nym dodatkem dyna-
mickym.

0 jedné véts pro substituce automorfni kvadra-
tickych forem s redlnymi souciniteli.
Napsal K. Petr.

Utelem tohoto ¢ldnku jest odvoditi nékteré véty o kofenech
rovnic sestrojenych na zékladé determinanti nepifmo symme-
trickych a pouziti pak téchto vét ku vySetfovdni kofend rovnic
charakteristickych pro automorfie kvadratickych forem, p¥i temz
vychdzim od formulf Hermitovych (Cambridge and Dublin Math.
Journal, sv. 9.; Oeuvres, sv. L., str. 290 a n.). Dospéjeme tak
ku v&té, kterd jest obsazena ve vét& Loewyové (Nova Acta
Leopoldina, sv. 71., str. 427.).

I

Vezméme v tivahu determinant tvaru

ar | b
D = | — , (1)
b | a'in
kde ,
k=128 ...p; ", ¥=p+1L,p+%..50+
ax = — G, @' = — &'k

PH ik k, i = ¥,

bik‘ —_ bk'i, Ay = a’,w,-. = A
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Determinant dany neméni svou hodnotu, zaménime-li u viech b
znaménko, jakz ihned jest patrno, ndsobfme-li zdpornou jed-
notkou poslednich ¢ sloupci a zaroven poslednich g Fddek Po-
dobng jest jasno, Ze jest dany determinant polynomem v 4 ob-
sahujici bud jenom sudé anebo jenom liché mocniny 2, dle toho,
je-li p 4+ ¢ sudé anebo liché. MiZeme tudiZ psdti

D = (%), jestlize p + q jest sudé;
D = if (4%, jeli p 4 ¢ liché;

jest pak f(A%) =0 rovnice stupné E p—;‘;q v A% jiZ v nd-

sledugicim se budeme zabyjvati, pii CtemZ o tislech a, o’ a b
budeme ptedpoklidati, Ze jsou redlnd. Hlavnim tdkolem naim
bude vySetfovati potet kofenii zdpornych rovnice f(z) = 0.

O determinantu D jest konetné poznamenati, Ze je-li p + ¢
sudé, se pro A — O rovnd ¢&tverci, raciondlné celistvé funkce
t¢isel a, @/, b nidsobenému (— 1% To vyplyvd z okolnosti, Ze
nasobime-li pfi 4 = O poslednich ¢ ¥ddek zdpornou jednotkou,
dostivdme determinant nepffmo symmetricky (t. j. determinant,
v némZ prvky hlavni diagondly jakoZ i soutet dvou prvki sym-
metricky ku hlavni diagondle poloZenych jsou vidy rovny nulle).

Hledme sestrojiti u rovnice f(x) — O fadu funkei majicich
aspoii ¢dstetné vlastnosti fady funkei Sturmovych. Za tim t&elem
budeme vySettovati — podobné, jako se to dé&je u rovnice seku-
lérni — fadu hlavnich subdeterminantii. Subdeterminant, ktery
dostdvdme z D vynechanim fadkd o indexech 4, 7, ...7, a
slouped o indexech j,, j,, . .. j,, 0znatime strutné

(il, 1,12,. cen iu).
Jiy Jas v o o Jyu

I jest, jak zndmo, pro kazdy determinant

1\/2 1\(2\__ 1,1

()G)-G)G)=2(2) @
Bud nejprve p > 1. Nésobime-li v () prvnich p — 1
sloupcii a poslednich ¢ fddkd — 1, zmé&nime-li jesté 2 v — 2
a fadky ve sloupce a naopak, pfeméni se (;) ve (). PiSeme-li

tedy pro okamzik (}) = ¢ (4) a (}) = ¢ (&), jest

(— Drretgp(—2) = ().
29



450

Je-li tudiz
¢ A) =4, + 42 + 42* 4 4,2° 4. .,
jest
YA = (A4, — 4,4+ A4 — A;334...) . (— 1pte—1
a .
9D (1) = (— Dt [(d, + A%+ ...
| — A A0
Tak jest patrmo, Ze pri zdpornéim x = 24% a p > 1 jest
soucin @ ()¢ (1) zdporny nmebo Fkladny dle toho, je-li p 4+ q
sudé ¢t liché.
Podobné 1ze odvoditi vysledky pfisluiné ku p =1 ap =0.
Pro p = 0 jest véta pravé odvozend také platna; pro p =1
dostdvdme, %e soutin ¢ (1) ¥ (1) jest pFi zdporném x — A% zd-
porny nebo kladny dle toho, je-li p + q liché & sudé.

Véty tyto 1ze ihned applikovati na hlavni subdeterminanty
1,2, 8,...u
(], 2, 3,...[1)
daného determinantu D.

Na zdkladé téchto vysledki a rovnice (2) jsme vedeni ke
konstrukei fady polynomi

S @) /1 @), fo @)y -+ frta—r (), ®3)
kde jednotlivé &leny této fady jsou takto definovény (z = 12%)

£(@) = D, jestlize p - ¢ sudé, /(@) = D, jestlize p + g lichs,
“fi(x) = —2—( i ), jestlize p -+ ¢ suds,
£ (@)= — i ), jestlize p + ¢ lichs,

i’ 3), jestlize p <4 ¢ sudé,
>

...........................
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obecné pokud u < p

Mp+ﬂ+E%(L%‘””y

fu(@)=(—1) 1,2,...n

kdyz p + g — p jest sudsé,
”°
Esx1/1,2,..
—_— 2 )y Ay U
fu(®) =(—1) 1(1,2,...M)’
kdyz p + ¢ — u jest liché.
Pro u > p dostivime f. (x) z vyrazi pravé napsanych,

ndsobime-li je jeité (— 1) —7# Jeli na pf. p =6, ¢ =4,
jest fada (3) shodna s fadou

~

~

11,23, 4,5
7{%%&%5
+(1 2, 3,4, 5, 6, 7,-8) __i(l, ,3,4,5, 6,7, 8 9)

1,234 5 6,7,8) A\1,2,3,45,6,7, 8 9f

Utitime nejprve predpoklad, Ze pro Zddnou zdpornou hod-
notu proménné x se dvé sousedni funkce z fady (3) soudasné
nestivaji nullou. Pak méd fada funkei (3) dle vé&t svrchu doka-
zanych tu vlastnost, Ze, zmizi-li pro nékterou zdpornou hod-
notu = jeden z vnitfnich ¢lent té fady, oba sousedni maji pro-
tivnd znaménka. Piejde-li proménnd x od ziporné hodnoty e ku
zdporné hodnoté b, nastdva piirdstek, po pf. dbytek zmén zna-
ménkovych v fadé (3) jenom pii pfechodu proménné x zipornym
kofenem prvého Elenu f (), (posledni ¢len jest konstantnf). Md-I¢
tedy tada (3), dosadime-li tam za z adpornouw hodnotu a A
zmén  znaménkovych, pro x = b (b << 0), ‘pak B zmén zna-
ménkovych, mideme tvrditi, e mezi a a b md rovnice f () = 0
aspots | A — B | koFeni.

Véta tato jest dokdzdna za ptedpokladu, Ze pro Zidnou
zdpornou hodnotu proménné z se dvé sousedni funkee z Fady (3)
nestdvaji soutasné nullou. AvSak tento piedpoklad d4 se snadno
odstraniti zpisobem zndmym (uZfvanym p¥Fi rovnici sekuldrni),
jestlize aspoii pro z = a resp. pro z — b Z&dné ze dvou sou-

29%
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sednich funkef Fady (3) nejsou rovny nulle; plati tudiz ona
véta obecné aZz na omezeni pravé uvedené, tykajici se hodnot a, b
pro neodvisle proménnou.

Pro nd§ ttel jest nejdilezitéj$i véci zndti vibec potet
kofend zdpornych rovnice f(z) = 0. Za tim G¢elem dosadime
do (3) za x hodnotu zdpornou o tak veliké absolutni hodnoté,
aby jiZz ¢len obsahujici nejvy$§f mocninu proménné uddval zna-
ménkem svym znaménko pfisluiného mnohoclenu (t. j. krétce
feteno: dosadime z — — oc); pak je$té polozime z = 0.

Rada (3) divd ndm pro £ — — o p zmén znaménkovych ;
nebof prvych p -+ 1 ¢lend m4 stdle stiidava, zbyvajici pak lenové
vesmés stejnd znaménka.

Pfi vypottu zmén znaménkovych pro z — O rozeznivejme
dva piipady, bud jest p -+ ¢ sudé anebo liché. Je-li p 4 ¢ sudé,
redukuji se prvy, tieti, péty, ... ¢len na Ctverce z polynomi
tisel a, b, a', jez nejsou identicky rovny nulle; takZe nejsou-li
tyto ¢leny rovny nulle, miéZeme znaménko jich udati, od ¢lenu
p -+ 1-vého pak mizeme udati znaménka vSech ¢lent od nully
riznych. Dostdvame tu nésledujici pofadi znamének (nahrazujice
znaménka ndm nezndm4 anebo takovd, Ze ndm na nich nezileZi,
tetkou).

A) pigsudé:
. p p
+7°7 o +7"'7 (:2?)_(_1)27’7
clen p + 1-vy
» rte rte
+ (=05 .., (=D, (— D
B) p i g liché:
: pr1
— +;'7_y~"7 (_1)27(_1)2)'7

tlen p-ty

p—g—2

=T, ., (=)

Potet zmén znaménkovych jest v piipade 4) i B) p_—%—__q,

neni-li oviem Z4dné z Cfsel, jichz znaménko bylo vytteno,
rovno nulle. I jest za tohoto omezeni p¥i p + g sudém podet
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koFenit zdpornijch rovny anebo vétsi nei éislo

p_p+qLJr—q
2 |7 2

AvSak kofeny rovnice f (x) = O jsou spojité funkce ¢Eisel

a, b, a'; konverguji-li tudiz tato ¢isla k néjakému systému

hodnot, pro néjz nékteré nebo vice tisel, jichz znaménka v A4,

resp. v B byla vytfena, jsou rovny nulle, pak kofeny ziporné

rovnice f(x) = O v poltu asporii I—):Z-—q! konverguji ku hod-

notdim bud zdpornym anebo nulle rovnym, takZe mizeme obecné

tvrditi: Rowvnice f(x) = 0 md, kdy3 p + q jest sudé, aspon

P—4q
2

korenti, jeZ jsou zdporny, po pFipadé z cdsty @ nulle rovny.

Je-li p 4+ ¢ liché, tu abstrahujeme-li od prvniho ¢lenu
fady (3), vidime ihned dle pravé provedeného vySetteni pifpadu,
kdy p + q jest sudé,- ze ve zbyvajicich ¢lenech Fady (3) po
dosazeni za xz =— O jest rreg—1 g_ !
oviem ¢lenové nahofe opétovné vytleni od nully riznf; jest

tedy v celé fadé (3), polozime-li x = 0, nejvy3e
p+qg—1 _P+aq+1
2 + 1= 2
zmén znaménkovych a pocet korend zdpornijch, po pripadé nulle

rovngch rovmice f (x) = O jest pFi p + q lichém aspor rovny
cislu

zmén znaménkovych, jsou-li

p_q—l *
2 -7

*) Podobné v rovnici
d=\aix—dux|=0; i, k=1 2...n;
kde
aik = axi, drs =0 DpH r =7y
dpn=19dg3 =...=dp =1, Ipt1,p+1=1Jp42, pr2=... = Im=—1,
kters jest velmi blizka rovnici nazvané sekuldrni, dostdvime v Fadé hlav-
nich subdeterminantt
1 1, 2 1,2, ...n~—1
N O T T S ®

fadu majici vsechny vlastnosti funkei Sturmovych vyjma tu, aby ¢élen druhy
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Jestlize ¢ = 0, jest polet kofend zdpornych rovnice
S (x) = 0 roveii stupni rovnice té; jsou tedy vSechny kofeny
jeji zdporné a fada (3) md wvSechny vlastnosti Fady funkei
Sturmovych. Pozoruhodné pak pii té fadé v tomto pFipadé
jest, Ze potet Elend jejich jest rovny dvojndsobnému stupni rov-
nice f(z) = O.

1L

Za tctelem snadného porozuméni ndsledujicimu pod4m nej-
prve struéné Hermiteovo odvozeni (1. ¢.) formuli pro automorfie
kvadratickych forem. Nechf substituce linedrni

Xi=ceyw,+ oyt oo Fcntny; 1=1,2, ...0 (1)
jest automorfii pro kvadratickou formu f(z,, 2, ... Zx), t. j.
necht jest
f (X Xy ooo Xo) = (2, gy « o+ @) @)
Charakteristickou rovnici této automorfie dostaneme, hleda-
jice takovy systém hodnot X; aby byl @m&rny piislu§nému
systému hodnot z;. Jestlize X; = oa;, + = 1, 2, ... n, pak mdme
ibned z (1) pro ¢ rovnici

| e — 0u0 | =05 4,k =1,2,...7n, dp=0 pii ¢ =%k (3)
0i =1
kterd pravé sluje charakteristickou rovnici automorfie (1).

mél pro nullové body ¢lenu prvého totéZ znaménko jako derivace &lenu

prvého (bézi-li o kofeny jednoduché; piipad, Ze dand rovnice anebo né-

ktery dalsi ¢len Fady () ma kofeny mnohonasobné, miiZeme znimou

ivahou podobné jako svrchu vyloutiti). Dosadime-li do fady (B) za x

jednou — oo, jednou oo, dostdvime srovninim poétd zmén znaménkovjch

podobné jako svrchu vétu: Pocet korenit redinych rovnice («) jest aspon

lp —g|. Pfitom p+4 q=n.

Na rovnici («) lze vidy pFevésti rovnici (homogenni v &, y)
|aikxe — biry| =0, i, k=1,2,...n (€3]
aik = aki, bik = bk
zpisobem na snadé leZicim. Plati pak pro tuto rovnici véta: Pocet kofenil
redlnych rovnice (y) jest aspoii rovny vétd3imu z ¢&isel

lp'— 'l lp"— 9",
kde p’ — ¢/, p"— @' jsou signatury kvadratickych forem

SaixxXi Xk, Zbikxixk.
ik ik
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Ku vyhleddnf automorfif zavadi Hermite novy systém
proménnych & rovnicemi

Xi"{"xi:?gi; 7;:1, 2,...71, (4)

coz jest vidy p¥ipustno, nemd-li charakteristickd rovnice kofen
— 1, nebof jenom za tohoto pfedpokladu daji se x; i X, vy-
jadriti na zékladé (4) a (1) pomoci &. Dostivime tedy touto
cestou automorfie, jichZ charakteristickd rovnice nem4 kofen
— 1. Z (4) a (2) ibned nésleduje

f(2§1_x1) 252"—5"2) . -2§n"“xn)=f($l, Ly o o .xn)
aneb

N - L T

Jedno fefeni této rovnice patrné jest x; = &;, nejobecn&jii
pak feSenf mizeme, neni-li diskriminant dané formy kvadratické
rovny nulle, jakoz chceme predpoklddati, psiti ve tvaru

o =12,
— g 11
xz_§1+ E llk ag’ Zrm: '—'lsr,

Pro X; dostivime z (4)
X, =f—1 ﬁ S e L

=0, (®)

of
% @

Abychom obdrzeli automorfie ve tvaru (1), postaii Fegiti (6)
dle £ a dosaditi do (7); pfi tom jest se omeziti jenom na
takové systémy hodnot pro A, jez Cini determinant z koefficienti
tisel & v (6) od nully riznym a dostaneme tak wSecky auto-
morfie o kofenech charakteristické rovnice riznych od — 1.

Jelikoz chceme odvoditi vétu o kofenech rovnic charakteri-
stickych pii automorfiich forem kvadratickych a kofeny ty jsou
vici linedrni substituci proménnych invarianty (jakoZ z hofejsi
definice ihned vyplyvéd), zavedeme vhodnou linedrnf substituei
nové proménné tak, aby se dand kvadratickd forma zménila
v soutet &tvercl. Jsou-li koefficienty dané formy redlné, coZ
budeme predpoklddati, 1ze linedrnou substituci s redlnymi sou-
¢initeli dati dané formé& tvar

o +a) + .2 — B — By — o — a2, PFg=0 (4)
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od kterého tedy bez jakékoliv djmy vieobecnosti miZzeme vy-
chdzeti. Pro tento tvar zméni se rovnice (6), (7) v

=&+ rni + ok, + ..

l ,

+ }'ipgp - li,p+l§p+1 T el 7-in§n, . 1» 9 (6 )
Xi=§&i— Ay — hnky — . t=1,4...m. -
— dipbp + lf,p-%-lgp—i—l + oo b, l (™)

Abychom dospéli ku jednoduchému vyjddienf rovnice
charakteristické, dosadme do vztahu X; = ¢x; vyrazy (6'), (7');
obdrzime systém rovnic

O=&(—D4+ta+ D&+ e+ 1DE +.
+Ap @4+ 1) &% — hipr (@ + 1) Spta —
—dme+ D& t=1,2,...n;
ze kterého eliminacf proménnych §&; ihned vyplyvd rovnice
charakteristickd ve tvaru

e—1 hy@+D), o Ay 1), — hppi(etD), e —Au(e-H1)
Mt @b 1), 0—1, wov dgp(@ -+ 1), — dapia (@ 1), oo — don(p 1)
e+ 1) Aa(etD)y e 01, —ipoin @J}i), =4 D)
bpina(e+ D) p+1e(9+1), At 0D, 0 1) dpan e+ D)

2‘",1(9'{"1)) "2(@_*'1)) . ,v(9+ 1); ""?'"P+1 (@+1); @"‘l

Z tohoto tvaru rovnice jest nejprve patrno, Ze Zddnéd
automorfie vyplyvajici z formulf Hermiteovych nem4 p¥i charakte-
ristické rovnici kofen — 1. Nebof dosadime-li do (8) ¢ = — 1,
dostaneme na levé strané (— 2). Délime-li Fadky v (8) vyrazem
o + 1, a klademe-li

e—1 __ i 9
obdrZime rovnici
A, Ay o hipy —hipt1y, oo — din
A1) 1, S — hy p1y ee . — Ay
lpl) ;»pg, IR 7., —_ XPYP_*.]) c e T lpn
lp+1. 1 }'p+1, 2 oo lp—%—',m }'a v T o lpdyn
An1y Y . — hn o1y oo i

®)
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kterd jest téhoz tvaru jako rovnice (1) odst. I. Z nf plyne bez-
prostiedn&, Zze rovnice (8) jest rovnici reciprokou, nebof zd-

ménou ¢ v ——él;— méni se 2 v — 4.

Jelikoz kazdé hodnoté ryze imagindrné pro i piisluii dle
(9) ¢ o absolutni hodnoté rovné 1 a hodnoté 2 — O ptislusi
o — 1, miizeme na zdkladé véty odvozené v odstavei I. ihned
vysloviti vétu: Rovnice (8) md, jsou-li A; Cisla redlnd, aspon
p -- g kofend, jichz absolutni hodnota jest 1. (Pfi n lichém
jest vzdy jeden z téchto kofenli rovny 1, jak snadno patrno.)

Automorfie, jichz charakteristickd rovnice m4 z ¢4sti anebo
vesmés kofeny rovny — 1, lze vesmés obdrzeti limitnfm pro-
cessem z automorfif Hermiteovych, jakoZ jest zndmo a jakoz lehce
mozno dokdzati. Postati totiz v kazdém jednotlivém pifpads
nechati vzrtstati ¢isla 2, nade vSecky meze uréitym zpisobem,
¢imz dospéjeme ku vSem automorfiim dosud vyloufenym. Plati
tudiz véta dokdzand pro automorfie Hermiteovy pro viecky auto-
morfie kvadratické dané formy vibec, &imZ dochdzime ku veéts:

Charakteristickd rovmice pro kaZdouw redlnow automorfis
dané kvadratické formy s redalnymi koefficienty md asposi |p — q|
koFend, jichs absolutni hodnota jest rovna 1. Pii tom jest p — q
signatura dané kvadratické formy.

Véta tato jest tast véty dokdzéné po prvé Loewym (1. c.)
a to na zdkladé kanonického tvaru, jejz lze dati linedrni sub-
stitucio danych kofenech rovnice charakteristické piisluiné.

Podotknouti je§té jest, Ze jsou vzdy automorfie u dané
kvadratické formy, kde polet kofent charakteristické rovnice
jest pravé |p — ¢|. Tak pro svrchu vytéeny tvar (A4) jest auto-
morfif tato substituce (pfedpoklidejme p = q)

1
X, —Xpn=a, (@ — 2p), X+ Xppu= @ (x, + @p41),
. 1 .

- 1
Xy — Xppa =ty (1, — Zpya)y Xy + Xppo = a (@3 + Zpte),
2

, 1
Xy — Xppg = g (%g — Tppq), Xg+ Xpyq= a_;_ (xg + Zpto)

Xop1 = Tgt1y, Xop2 = tgpo, -« Xp =2,
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Tato automorfie md pii rovnici charakteristické p — g kofentd
rovnych 1, ostatni pak kofeny jsou a,, i, a,, —1—, «.. ag —1—;
a, a, aq
mZ tvrzeni ulinéné dokazdno. Af tedy jakkoli pievedeme re-
dlnou substituci danou kvadratickou formu na tvar (4), ¢&slo
[p — q| jest vizdy téz. Pri kvadratickych forméch o lichém pottu
proménnych vyplyvd dokonce vzhledem k okolnosti, Ze linedrnf
realnou substituci znaménko diskriminantu se neméni, stalost
tsla p — ¢, tedy t. zv. zdkon setrvatnosti. Ze zakona setrvag-
nosti v8ak platného pro w liché ndsleduje ihned zdkon setrvad-
nosti pro » sudé. Stati, je-li » sudé, misto kvadratické formy
S (®,, 5y . o . @) vziti v Gvahu formu kvadratickou

9”(2) +f(w1: Lyy v e 90");
kde x, jest novd proménnd.
Jest tudiz zdkon setrvalnosti v tzkém vztahu se svrchu

dokdzanou vétou Loewyovou. Loewy zdkon setrvatnosti p¥i di-
kaze svém predpokldd4.

0 fosforoskopu vibra¢nim.
Sdéluje Dr. Vaclav Posejpal.

Fosforoskop jest pfistroj pro studium fosforescence ne-
zbytny. Prvé piistroje toho druhu popsal a sestrojil Ed. Bec-
querel?), jehoZ prace v oboru fosforescence ziistanou pro vidy
klassickymi a zdkladnfmi, znamenajice novou epochu na tomto
poli. Zikladni mySlenka Becquerelovych piistroji jest jedno-
duchd: zkoumané t8leso, jez krdtce budeme zvdti fosforem, se
umisti do dokonale tmavé skiinky, opatfené dvéma otvory.
Jeden, po pifpad® dva otdéivé kotoute s otvory umoziiujf, 7e
se téleso stfidavé jednim z otvord ve skiince osvétluje, druhym
pozoruje. Stroje Becquerelem na této myslence zaloZené byly
pak specielné upraveny bud pro studium fosforescence téles
prihlednych neb neprihlednych a dovolovaly sniZiti interval
mezi osvétlenfm a pozorovdnim aZ na miliontinu sekundy.

1) Ann. chim. et. phys. (3) 55. 5—119. 1859.
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