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hodnoty K, ¢&ili Ze citlivost methody I da se vice stupriovati
nez methody II. Ponévadz prostredky, jeZ jsem mél k disposici,
nedovolovaly mi dalifho stuptiovdni method téchto, zistdvd expe-
rimentdlni rozhodnuti této otdzky zatim nerozieSeno.*)

Budiz jeSté podotknuto, Ze udaného zde spojeni elektro-
metru je mozno uziti nejen ku srovndvdni kapacit, nybrz Zze
stejn® dobte dalo by se ho pouziti pro srovnivéni velikych od-
porii (jmenovité elektrolytickych) i velikych samoindukef. Téz
stoji za povSimnuti, Ze méreni nejsou tu omezena pouze na
stfidavy proud nizké frequence, nybrz Ze stejné by se jich dalo
uziti i pro frequence vysoké. Jedind podminka, jeZ pro uzitf
tohoto zplisobu méfeni musi byti splnéna, je ta, aby méfend
kapacita, samoindukce neb adpor snesly na svych pdlech znal-
nou potencidlnou differenci.

Vysledek.

Popsdny jsou dvé jednoduché methody, proveditelné skrom-
nymi prosttedky, pro srovnini kapacit s chybou pouze nékolika
méilo setin procenta uZitim elektrometru ve spojeni, jez lisi se
od uzfvaného kvadrantového nebo jehlového pouze piepnutim
obalu na jiné misto.

Brno, fysikdlni tstav Ceské techniky.

O vliva dopruzovani na kmity pruznych téles.
Napsal dr. Frant. Nachtikal.

1. Definice doprutovdni. Zjev dopruZovini prvy pozoroval
Weber. KdyZz bylo nezkroucené hedvébné vldkno po deldi dobu
napiato a pak néhle pu$téno, nevrdti se Gplné do pivodni délky.
O jistou Ctast zkrati se ihned (zjev prusnosti), ale pak se déle
jesté po nékolik hodin zkracuje s ubyvajiei rychlosti (zjev do-
pruZovdni); konetnd jeho délka je vSak o ndco véti neZ délka

*) Dle informativniho méreni jeZ mi bylo mozno provésti pro me-
thodu druhou, vychazelo, Ze citlivosti ubyva jesté rychleji, nez by dle udané
hodnoty B (uréené akkumulitory) vychazelo.
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pfed napétim (trvalé prodlouzenf). Podobné tkazy byly pozoro-
vany i na jinych latkdch. Zjevy tyto, zejména u létek se znatnym
dopruZovdnim, jsou znatné sloZité a jejich theoreticky vyklad
obtiZny.

Pokud jde o ldtky, jeZz jevi jen nepatrné dopruZovini a
Zddnych trvalych deformaci, lze pomérné jednodufe zavésti do-
pruzovéni v potet. Podstatou dopruzovani jest, Ze urtity stav
rovnovaZny nebo pohybovy nenastivd ihned, jakmile sily pocaly
pusobiti, nybrz potfebuje k tomu jistého ¢asu; skuteény stav se
onomu kone¢nému stavu s rostoucim ¢asem asymptoticky blizi.
Utinkem vnégjsfch i vnitinfch sil v uréitém &ase mélo by byti
okamzité zrychleni z,; skutetné zrychleni z lisi se od této
hodnoty z,. V prvém ptiblizeni lze pfedpoklddati, ze rozdil obou
x, — x zmensuje se tasové s rychlosti imérnou tomuto rozdilu,
coZz vede ke vztahu

dx - - 1 - .
‘d”t‘—”(xo —"x)—? (#y — ). )
Koefficient » md rozmér pfevratné doby; —i— — ¢ znamend

dobu, za kterou by se rozdil kone¢ného a skuteéného zrychleni
zmensil na nullu, kdyby se zmenSovéni ddlo stdlou rychlosti,
coz oviem neni splnéno. Kdyby vSak konetné zrychleni z, mélo
stdlou hodnotu, byl by integrdlem rovnice (1)
12
'7.‘.'0 —z= (5;0 - -771) e_;;
pH emZ 2, znamend skuteiné zrychleni v tase t=0. Za dobu
7 zmen§i se rozdfl zrychleni koneného a skutetného x, — x na

hodnotu —i— pivodni velikosti. Podle Maxwella lze nazvati

dobu © relaxaéni dobou. Léatky, jeviei malé dopruzovdni, majf
relaxaéni dobu z velmi malou.

Rovnicf (1) je vlastng definovan urdity zjev, jejz lze sice
struéné nazvati dopruZovénim, ale jenZ pfece nevystihuje cely
obor zjevii pozorovanych, jez jsou znalné slozitgjsf. Ldtky jeviei
dopruzovdni jsou zpravidla také tazné nebo tvérlivé a vykazujf
proto po ka¥dé zméné tvaru trvalou deformaci; k tomu tato
theorie nepfihlizi.



425

2. Zdkladni pohybovd rovnice. Oznalme okamZitou vy-
chylku pruzného télesa z. Zrychleni, jaké by zpisobily v €ase ¢
vnéjsi sfly samy pro sebe, budiz néjakou funkei ¢asu X ; @éinkem
pruznosti pfistupuje k tomu zrychleni — a2z, pfi emZ o = 2—;
a tedy 7' je vlastni doba kmitovd, kdyby nebylo dopruZovéni.
Pro v8eobecnost piredpoklidejme jeité tlumeni, jimZz vznikd
dz
dat’
okamZité zrychlenf

zrychleni — 4 Kdyby nebylo dopruzovéni, bylo by tedy

Zy =X —a% — A %
Dosazenim do rovnmice (1) dostivame zdkladni pohybovou rov-
nici, piseme-li jests x — d—dj%,
e (e 2% —)
anebo
S T @

Jak patrno, touZ rovmici obdrzime, kdyz k pohybové rovnici,
jakd plati pro pohyby vlivem pruZnosti bez dopruZovéni,

dt“+l —|—a2x-—

piipojime ¢len dopruZovanim vznikly = dx

FTiE znamend-li = dobu

relaxatni.

3. Téleso volné. Nejdilezit&jsim je ptipad, kdy neni vnéjsich
sil, tedy X — 0. Pohybovd rovnice v tomto piipadu jest

e L) ®)

a mé integrdl tvaru
= C’eat’

kdez koefficient o vyhovuje rovnici

a3 + % 4+ 1o + a2 = 0. 4)
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P#i malém dopruZovani a tlumeni md tato rovnice jeden kofen
redlny a dva soujemné, jeZz oznalime

o =—m, o= —1-+41b, og=—1—1b.
Obecny integral 1ze pak uvésti do tvaru
z = Ce™ 4 e~% (A sin bt + B cos bt), ®)

kdez C, 4, B jsou tti integratni konstanty.

Lze oviem snadno vyjadfiti kofeny rovnice (4) pomoci
koefficientli 7, 2 a a, ale vyrazy ty jsou nepfehledné. Fysikdlni
vyznam dopruzovani lépe vynikne, rozvineme-li vyrazy ty v fadu
a podrzime-li vedle hlavniho tlenu pouze prvy ¢&len korrekéni.
Predpokliddme pii tom, Ze z a i jsou veli¢iny malé prvého
fddu. Tak dostdviame:

Jak z integrélu (5) vyplyvd, téleso kond vlastni kmity
o frekvenci b — 2—; (T — vlastni doba kmitovd). Bez tlumeni

i dopruZovdni byla by frekvence a = 3,—”

. 0
kvenci b je zfejmo, Ze jak tlumenf, tak i dopruZovdni samo
0 sobé sniZuji frekvenci; pii soudasném tlumeni i dopruZo-
véni pFistupuje jesteé ¢len Az, jenZ zvySuje frekvenci. Zmény
frekvence jsou v3ak vesmés malé velitiny druhého fidu a
v prvém pfiblizeni nebylo by tieba k nim p¥ihlizeti.

Z vyrazu pro fre-

Kmity ty jsou vSak tlumené a jejich logarithmicky de-
krement mé hodnotu

t . n 2
™ =5 A — a%).
Jak patrno, logarithmicky dekrement % . 4, jaky by byl pfi

pouhém tlumeni, dopruzovénim se zmen3uje. Za podminky
A = a% vznikly by kmity netlumené. Je-li dopruZovanf jesté
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vét8i, nebo neni-li viibec tlumeni, md log. dekrement zipornou
hodnotu. Amplitudy kmitd se zvét§uji a mé&lo by se vlastné
mluviti o log. inkrementu. Vysledek tento na prvy pohled za-
razi, ale na jednoduchém pifkladu v nésledujicim odstavei bude
ukdzdn jeho fysikdlni vyznam.

Stfednf poloha, kolem ni%Z se kmity dé&ji, jest uréena
vztahem

z, = Ce™™,

v némZ hodnota konstanty C je stanovena potdteé¢nimi podmin-
kami. Sttedni poloha kmit nesplyva tudiZ s vlastni rovnovaznou
polohou télesa, nybrz blizi se k ni asymptotickytf s ¢asem, Gmérné

s vfrazem e—™¢ anebo v prvém piiblizenf ¢ 7. Zjev tento zna-
mend relaxaci ve smyslu Maxwellové.

4. Téleso vychylené a pusténé. Téleso volné bylo vychy-
leno o vychylku z,, drzeno v této poloze tak dlouho, aZ se ji
2

(Zt—‘;fzo) a pak pusténo. Poldtetni podminky
v tase ¢ = O jsou tedy: .

., dr _ 0 dx

=% g = e

Dosadime-]i do téchto podminek obecné feSenf (5), dostdivdme

hodnoty konstant C, 4, B. Omezime-li se pouze na prvé kor-
rekéni Cleny, jest

ptizpiisobilo

=0.

C=2z,.a%% A= %‘— (az + %), B=uz (1 —a%?

a tedy feSeni tohoto p¥ipadu
=2, .a%% ™ 4 g, [% (dz —i——i—) sin bt

4+ (1 — a%?) cos bt |,
kdez ovSem by bylo lze poloziti pFiblizné
1

m=-—, l=%(A—a%), b=a.
Kdyby nebylo ani tlumeni ani dopruZovani, bylo by obecnym
fefenfm tohoto pi¥ipadu
r=u, .cos at.
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Jak patrno, amplituda je mensf, tak jako by plvodni vychylka
byla pouze =z, (1 — a%?). Stfedni poloha kmiti je na po-
tatku 2y = 2, .a%%

Téleso ptizptsobilo se pivodni vychylce tim, Ze jeho st¥edni
poloha se poSinula o z,.a%?% ve sméru, ve kterém bylo vy-
chyleno, a jen rozdil skutedné vychylky «, a této stiedni po-
lohy z,a%? podmifiuje na potdtku amplitudu kmitd. Stiedni po-
loha se tasové podle exponenciely blizi nulle.

Jak bylo v piededlém odstavei uvedeno, kdyby nebylo
tlumeni, byl by logarithmicky dekrement ziporny a tedy ampli-
tuda kmitd by rostla, coz je na pohled proti principu energie.
Na tomto pifipadé lze vzrist energie kmiti vyloZiti. Potencidlnd
energie, kterd télesu byla udélena vychylkou z,, neméni se za
dopruzovéni ihned celd v energii kmitd, nybrz jen &ast odpovi-
dajici vychylce z, (1 — a%?); zbytek uréeny vychylkou z, . a%*
méni se teprve postupem ¢&asu v energii kmitovou v tom po-
méru, jak tato vychylka dopruZovianim mizi, a proto amplituda
roste.

Proti piipadu, kdy neni ani dopruZovdni ani tlumeni
(x = =z, . cos at), vznikd fizové zpoZdéni kmiti. Dobu, o kterou
jsou kmity zpozdény, oznatme <; pak z predchoziho vzorce
vyplyvd

tg a&:%(at-l—%)
anebo v prvém piibliZeni

0:%(14—}—2).

a

Neni-li tlumenf, jest ¢asové zpozdéni kmitd

' & = %fc
stalé (nezdvislé na vlastni dob& kmitové) a rovnd se polovi¢ni
dobé relaxadni. Tim je. na tomto piipadé potvrzena sprdvnost
predpokladu, ktery <&inf prof. Koldtek (Elektiina a magne-

tismus, str. 307.) o vSech zjevech hysteretickych, mezi néz
oviem patii dopruZovéni.

5. Téleso tmpulsem ve kmity wvedené. Zcela obdobné 1ze
fesiti pfipad, byla-li télesu v klidu udélena v &ase ¢ =0 im-
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pulsem okamzitd rychlost ¢. Dosadime-li do podmineénych rovnic
v Case t =0

dr __  d%
at — % ar

obecné feSeni (5), dostdévame pro integralni konstanty hodnoty :
c A2
A:—a—(l —I--g—a%z—}—%? — 211)

—B=C=c? (4 — a™).

Konstanta C, odpovidajicf ¢lenu vzniklému dopruZovénim, jest
malou veliéinou tfetfho fadu. DopruZovdni v tomto pifpadé
ustupuje zcela do pozadi, jak se ovSem dalo olekdvati.

Nehledime-li k tlumenf, jest amplituda kmitd vétsf, nez by
byla bez dopruzovdni (korrekéni ¢len § a%?%). Piilinou toho jest,
7e k udéleni téZe rychlosti poldtetni za dopruZovdni je tieba
vé&t§i impulsivni sfly nez bez dopruZovdni a je tedy také do-
dand energie vét§i. Naopak zase stejnd sfla impulsivni vzbudi
pii dopruzovdni ihned jeh men3i rychlost neZ bez dopruzovani.

6. Na téleso piisobi stild sila. Oznatime-li zrychleni, jaké
by stdld sfla télesu udflela, X, plati v tomto pfipadé pohybovd
rovnice

z =0, =0

a3z | d*r dx 0
'F'dF—l—W-i'l*d*t—}-ax—-X.
Partikulérnim integrdlem této rovnice jest
X

r = —5
a?

a tedy jeji obecny integrdl
= % + Ce—™ 4 e* (A sin bt + B cos bt).

Bylo-li na pf. téleso ptivodnd v klidu, plati pro ¢ =0 po-
¢dtetni podminky

2,
& =0, dz A’z

=0 m

Dosazenim dostdvéme hodnoty integradnich konstant

= 0.

X A X
C = — Xz, A:—W<at+—;~), Bz—;,- (1 — a%%)
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a obecné feSeni je pak

= %;— — Xg%e—mt — % ek [‘5 (at + —i—) sin bt
4 (1 — a%?) cos bt].

Téleso kmitd, jak se dalo olekdvati. Nehledime-li na tyto kmity,

vychylka silou vzbuzend neni ihned a_}g’ jakd by byla bez do-

pruzovini, nybrz jest mensdf o X% a teprve s rostoucim ¢asem

blizi se konetné hodnoté %2—

pfi dopruzovdni. Pomér vychylky X2, o kterou se téleso po-

coZz je znamy tukaz, pozorovany

Sinuje dopruZovdnim, ke koneéné vychylce ZXf jest
4n %2
| 7=
pomér tento je tudiZ dmérny dvojmoci poméru doby relaxaéni
7 a vlastnt doby kmitové IT.
1. Vynucené kmity. Na téleso pisobi periodickd sila, jeZ

mu udili zrychlenf uréené vyrazem P . sin pt. Pohybové rovnice
jest

a?r? =

A3z | d% dx ,
vt g tAg tatr=P.sinpt. (6)

Partikuldrni integrél této Gplné rovnice md patrné tvar
xz= P, sin pt + P, cos pt.
Dosadme tento vyraz do pohybové rovnice (6), jez musi byti

pak identicky splnéna; tim dostaneme dvé podminky pro veli-
tiny P, a P,, z nichZ vyplyvd:

P,=P a’ — p*
P @ =) (A — ')
Py=—P, p (2 — p*)

(aﬂ —_ p!l)'z + psz (1 _p,$)2.
Obecny integrdl je tudiz
v P .
@ — p%? + p* (4 — p%)® [(a® — p*) sin pt

© L p (A = p%) cos pt] + Ce 4 e~ (A sin bt 4 B cos bt).

xr=
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Prvy &len tohoto vyrazu urtuje kmity vynucené; jejich ampli-
tuda jest
P
V@a® —p%* + p*( — p™0)*
Kdyby nebylo ani dopruZovéni ani tlumeni, byly by vynucené
kmity samy o sobé urleny vyrazem

P
x—m.SZWPt.

Jak patrno ze srovndni s vyrazem pfedchdzejicim, amplituda vy-
nucenych kmiti se tlumenim i dopruzovdnim zmenSuje. Fdzové
zpozdéni vynucenych kmitd p@ proti plsobici periodické sile
jest uréeno vztahem

L — p%
anebo v prvém piiblizeni
__L—p%
3 = a——-—n — p" .

Jde-li o pomalé vynucené kmity, jeZ maji men8i kmitocet
neZ vlastni kmity télesa, jest a > p. Jak bylo diive uvedeno
(odst. 8.), dopruZzovdnim zmenSuje se logarithmicky dekrement
vlastnich kmiti. Pokud maji vzniknouti kmity opravdu tlumené,
musi byti 2 > a%. Za pfedpokladu a = p jest také A > p%
a tedy &= 0; vynucené kmity jsou proti periodické sile
zpoZdény. Ale toto zpoZdéni je zplsobovdno tlumenim a ne
dopruzovanim, jimz se vlastné fazové zpozdéni zmeniuje. Kdyby
nebylo tlumeni, byly by vynucené kmity proti pisobici sile ve
fazi napted, coz jest vysledek pozoruhodny.

Podobnym zpilisobem bylo by moZno Fesiti p¥ipad, kdy na
totéz téleso piisobi soudasné.dvé sily periodické. PonévadZ po-
hybové rovnice (6) jest. linedrns, partikuldrni jeji integrdl rovnd
se souttu integrald odpovidajicich kazdé jednotlivé sile periodické
zvl4st. Plati tudiz superposice vychylek a kombinani tény ne-
vznikaji. Aby bylo mozno vyloziti kombinadni tény, je tfeba,
jak Schaefer*) ukizal, aby se v pohybové rovnici vyskytal
kvadraticky ¢len (na pi. z® jako v Helmholtzové theorii
nebo soulin dvou derivaci « podle ¢asu). Uvedend theorie do-
Ppruzovéni tedy k vykladu kombinanich tond nevede.

*) Cl. Schaefer, Ann. d. Phys. 33, 1216. 1910.
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