Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Bohuslav Hostinsky
O zvlastnich ktivkach tfetitho stupné

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 41 (1912), No. 3-4, 361--371

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122924

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1912

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/122924
http://project.dml.cz

361

: F ; 1% | 28

e n cn§ 8_‘3
.| 2,224(0,9998 [1,0006 | 2,990 0,008 | (695,27) |(0,722)
Zn.| 4,234(1,0019|1,0028 | 5,327|0,017 | 582,92 | 0,361
Zn. | 8487 1,0054 |1,0060 | 9,129 0,049 | 346,52 | 1,449
0. (17,272 (1,0134 |1,0137 17,592 | 0,100 | 327,17 | 1,534

Zde tedy zcela opatné nez u zied&nych roztokd kryo-
skopické methody CaCl, molek. vdha klesd a sice blizko k hod-
notdm, od nichz Kahlenberg poéind ebullioskopickou.methodu.
Toto méfeni bude vyZadovat — vedle kontroly — doplnéni ve
sméru koncentrovanéjSich roztokd, jakoz i opakovdni methody
ebullioskopické. Vedle soli uvedenych bude nejprve proméien
naznaéenym zptisobem chlorid médnaty.

O zvlastnich krivkach tretiho stupné.

Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. Projektivni geometrie kiivek tietiho stupné*) zabyvala
se od prvnich polatki a zabyvd se i dnes téméf vyhradné
»obecnymi“ vlastnostmi, které jsou spoleény viem kiivkdm 3. st.;
vzorem zde byla projektivni geometrie kuzelosetek, kde se
vlastné o jiné vlastnosti nez o ,obecné“ nejednd.

Zv14stni pozornosti zasluhuje viak jisté to, ¢im se nej-
podstatnéji lisi projektivni theorie kiivek 3. st. od theorie
kuzelosetek. Kazdd kfivka 3. st. md totiz projektivni vlastnosti,
které bych na rozdil od vlastnosti dfive zminénych nazval ,in-
dividudlnimi“, totiz ty, jeZ zdvisi na numerické hodnoté abso-
lutniho invariantu. O téchto individudlnich projektivnich vlast-
nostech neni zndmo téméf nic mimo nékolik ojedinélych vét
o kfivece harmonické a ekvianharmonické.

*) Minim vidy kfivky 3. st. bez dvojného bodu.
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Podnét k nasledujici prdci dala mi jedna takovd véta,
kterd pochazi od Salmona a zni:

Je-li H harmonickd kiivka tfettho stupné a H, jeji Hes-
siana, jest H Hessianou kiivky H, ¥). Oznalme obecnd sym-
bolem Hk+1 Hessianu kﬁvky Hk; khvky Hk+1, Hk+2, Hk_)_g e
(»postupné Hessiany“) nazveme prvni, drubou, tieti... Hes-
sianou kiivky Hj.

Generalisaci Salmonovy véty budeme hledati v odpovédi
na otizku: Jest néjakd kiivka H, takovd, Ze jest identickd se
svou n-tow Hesstamou?

Za supposice, Ze takovd kiivka existuje, mame Fadu »
ktivek 3. stupné

H, H, H, ... H,_, 1)
(Hn, = H,)
kterou nazveme cyklus n-tého radu.

Jsou-li v8echny kfivky (1) rdzné, jest cylklus jednoduchy.
Kdyby Hy = H;, musi byti patrné i m-té6 Hessiany kiivek H;
a H; identické a sezndme snadno, Ze Fada kiivek (1) jest
utvofena periodickym opakovdnim jisté skupiny d kiivek, kde d
jest néjaky délitel &isla n». V takovém piipadé mame cyklus

sloZeny n-tého Fadu; jest to vlastné —Z— shodnych cykli fadu d.

Sestrojime-li k libovolné zvolené kiivce H, ,postupné
Hessiany“ H,, H,, H, ..., nebude obecné 74dnd z nich totozné
s pivodni kiivkou H,. Cyklus n-tého fddu obdrzime jen tenkrit,
bude-li absolutni invariant kfivky H, vyhovovati jisté podmince.
Vyhleddni této podminky bude nasf hlavni dlohou.

2. Rovnici pivoedni kiivky H, pfedpokldddme redukovanou
na zndmy kanonicky tvar:

z3 4+ y3 + 23 + 6mzys =0, (2)
kde z, y, 2z jsou homogenni soufadnice; méni-li se parametr m,

tvofi piisludné kiivky syzygeticky svazek.
Z obou (relativnich) invariantd kfivky

S=m@1—m?), T=1—20m3 — 8m®"**)
*) Salmon-Fiedler: Analyt. Geom d. hoheren ebenen Curven. 2. Aufl.

1882, Art. 226.
**) Viz Salmon 1. c. art. 226.
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utvofime absolutni invariant
1 7%
r= 18 5% 3
kter§ souvisf s parametrem s rovnici

48r . m* (1 — m®)3 — (1 — 20 m® — 8 m®)2 = 0. 4)

Aby dvé kiivky 3. stupné byly projektivné ekvivalentni,
jest, jak zndmo, nutno a stali, aby mély stejné absolutni in-
varianty.

Rovnice (4) jest v m 12. stupné&; dosadime-li

md = 4,
obdrzime rovnici 4. stupné pro 4. Je-li 4 jeden koten této nové
rovnice, jsou ostatni tfi kofeny diny vzorcem

3
(=) ®
14 2Va

8

kde jest vziti postupnd vSechny determinace odmocniny V.
Rovnice (4) md tedy obecn® kofeny rizné; v syzygetickém
svazku jest dvandct kiivek, jez maji dany invariant ». Vyjimky
jsou, jak zndmo, jen pro t¥i specielni hodnoty absolutnfho in-
variantu:

1. Kdyz r = 0, jest T = 0; rovnice (4) md jen 6 riznych
kotfenti (6 kfivek harmonickych).

2. Kdyz r = oo, jest S = 0; rovnice (4) md jen 4 rizné
kofeny (4 kifivky ekvianharmonické).

3. Kdyz 3r 4+ 4 = 0, jest diskriminant kfivky ¥)

T* 4 6483 = (1 + 8m3*=0;

rovnice (4) md jen 3 rizné kofeny, k nimZ vSak nutno pfipo-
jiti m = oo (4 kfivky rozpaddvajici se v trojihelnfky).

Vzorec (5) ukazuje mimo to, Ze pro libovolnou redlnf
hodnotu invariantu » jsou 2 kofeny rovnice (4) redlni a 10

imagindrnich, kdeZto pro r imagindrni jsou viechny kofeny
imagindrni.

*) Numericky faktor jest tak volen, aby rovnice (116) a (13) byly
pokud mozno jednoduché.
**) Viz Sa/mon 1. c. art. 225.



364

3. Symbolem H; budu nyni oznalovati jformu tietiho
stupn&, kterd polozena — O ddvd rovnici pifsluiné kiivky. Dle
znimé theorie jest
9*H, ?3%*H, ?°H,
9z’ 23y’ 0x0z
, 9%H, 0%H. 0°H,
Himn =75 | 30y’ 2y*' yoe
*Hy 0°H, 93%*H;
292’ 402’  0z*

k=0,1,2 3 ...).

Podminka, aby kfivka I, byla totoznd se svou n-tou
Hessianou — srv. (1) — znamend, %e formy H, a H, mohou
se lisiti toliko faktorem neobsahujicim proménné z, y, 2. Nazve-
me-li levou stranu rovnice (2) H,, bude dle (6):

Hy= — m® (@ + y* + 2% + @m® + 1) aya.

Podminka, aby kiivka (2) byla totoznd s prvni Hessianou,
jest tedy

(6)

8md 4+ 1=0,
nebo téz m — oo. Dle odst. 2. vyhovuji této podmince toliko
ttyfi kfivky syzygetického svazku, rozpadajici se na troj-
thelniky.

Tak jsme uréili viechny cykly 1. fddu; v ndsledujicim
vzdy ptedpokldddme, Ze prvni Hessiana neni totoZnd s pivodni
kfivkou. ‘

Poznamendvam je§td, Ze vyhleddvajice cykly libovolného
fddu mizeme ptedem vylouéiti k¥ivky invariantu » — co. Nebot
dle odst. 2. jest touto hodnotou charakterisovdna kiivka ekvian-
harmonické, jejiz postupné Hessiany jsou shodné trojahelniky;
ekvianharmonickd kiivka nemtize tedy byti ¢lenem Zddného
cyklu.

4. Dle Salmona*) jest mezi formami Hi, Hiyys & Hiyo
vztah '

108Hk+-3 = 4812{ . lik + Tk . Hk+1- (7)
Sra T, jsou invarianty formy H,.

*) U Salmona 1. c. art. 226. jest na levé strané ptisludné rovnice
vynechdn faktor 216.
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Dosazujeme-li do (7) za % postupn& 0, 1, 2, ... (n — 2),
obdrzime (» — 1) rovnic, z kterych lze eliminovati H,, Hj, ..
H,_,; vysledek eliminace jest rovnice

HDZXH.H+ Yn-lll*), (8)

kde X, a Y, jsou polynomy v S, T; S,, T,: ... Saco, Th-s.
Ze vzorci **), které udavaji invarianty S a 7 pro libovolnou
kiivku syzygetického svazku jako funkce parametru a invarianti
kiivky zdkladnf, vyplyvd, Ze

1 \ T .
Sip = — 57 U8Si4TD), T = — ﬁ (1281 + T2).

Uzijeme-li téchto vzorcd pro 2 =0, 1, 2, ... »n — 3,
vidime, ze S,, Ty; Sy T35 - . Su—sy Tus a tedy téZ2 X,, Y,
jsou polynomy v S a 7. Mimo to snadno se dokiZe, Ze pro =
liché jest Y, homogenni v S® a 7?; pro » sudé plati totéz
o podilu Y,: T.

) Podminka, aby kfivka H byla €lenem cyklu fddu =-tého,
est
: Y,=0, 9)
nebof pak jsou kfivky

H=0a H =0
identické vzhledem k rovnici (8).

Délime-li levou stranu rovnice (9) vhodnou moecninou in-
variantu S (coz jest mozno, ponévadz S — O davd ekvian-
harmonickou k¥ivku, kterd dle pozndmky na konci 3. odst. ne-
miZe byti FeSenim nasi dlohy) a odloutime-li, je-li » sudé,
faktor 7', redukuje se (9) na algebraickou rovmici pro absolutni
invariant , definovany vzorcem (3); koefficienty té rovnice jsou
celd Cisla.

Podminka, aby druhd Hessiana splfvala s pivodn{ kfivkou,
Jjest dle (9): '

Y, =T=0.
Cykly 2. #ddu jsou tedy utvofeny vzdy k¥ivkami harmo-

nickymi (srv. odst. 2.). Sest harmonickych kfivek syzygetického
svazku déli se na tii péry takové, Zze kaidy par tvoii cyklus

*) Pro jednoduchost budu pséti &, S, 7 misto &y, S,, 7.
**) Salmon 1. c.
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2. fddu (Salmontv theorem, o kterém jsem se na pocatku
zminil *).

Opakuje-li se takovy cyklus 2. fddu, lze utvofiti cyklus
libovolného F4du sudého; harmonickd kfivka ddvd proto vzdy
feenf rovnice (9), je-li » sudé.

5. Budtez (1) kiivky tvofici jednoduchy cyklus n-tého
fddu a

Yoy "1y To o oo Tn—t (10)
jejich absolutni invarianty.

Jsou-li mezi invarianty (10) dva stejné, miizeme pied-
poklddati, Ze pro jistd ¢fsla % a [ plati

re=ry, k=1,
kdezto
resE rm k< m <<l

Za této supposice jsou nejenom k¥ivky Hi a H; projektivné
ekvivalentni, nybrz i jejich p-té Hessiany, takze

Titp = Ti4p
pro libovolné p. Z toho snadno usoudime, Ze fada (10) jest
utvofena periodickym opakovanim jisté skupiny d rtznych in-
variantd, kde

d=1—rF

Tedy :

Cislo d musi byti délitelem Gisla n. Mizeme nalézti jests
dal$f podminku pro &slo d: Nechf jest A’ kfivka invariantu »,,
kterd neni obsaZena v cyklu (1); vhodnou projektivni trans-
formaci kfivek (1) dostaneme novy cyklus

H, H,H,...H\, n
Je-li H"”, kiivka invariantu r,, kterd neni obsaZena ani
v (1), ani v (1’), utvoiime podobné novy cyklus
H'\ H',, By ... H'\y ")
a tak pokratujeme ddle, aZz jest kaZd4 z 12 kiivek invariantu 7,
obsazena v jednom z cykla (1), (1), (1) ...

*) Srv. téZ Cremona-Weyr: Uvod do geom. theorie kfivek rovinnych
str. 163.
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Ponévadz fada invarianti (10) je pro vSechny tyto cykly
stejnd, vidime, Ze éislo d jest délitelem (isla 12.
6. Polozme jesté ndsledujici otdzku: Je-li », koien rov-
nice (9), jak uréime, kolik jest v radé
Toy T1y To o ov Ty
stejnych invariantd ?
K obecnému teSenf této tlohy vede vzorec
, ____ik(2rk—|—3)9
T T TS 1)

kterym jest vyjddien vztah mezi invariantem r, kiivky a in-
variantem 74, jeji Hessiany; odvodime jej snadno z formule
pro H, udané v odst. 3.

Pigeme-li
00 (r) = 0% (r), O (0% (r) = 03 (r), ...0 (0" (r) = 6" (r)

piedstavuje rovnice

=6 (’)‘k),

@“'.('r) —r=0
podminku, aby invariant %-té Hessiany byl totoZny s invariantem
pivodni kfivky. Odstranime-li v této rovnici zlomky, obdrZzime
na levé strané polynom, ktery nazveme Fy (7).
Utvoime nyni mimo rovnici (9) rovnice
Fao(r) =0, Fyp(r) =0, ..., (11)
kde a, b ... jsou délitele ¢isla » a ustanovme, které z poly-
nomi F,(r), Fp(r) ... maji spoletnou miru s levou stranou
rovnice (9). Dle odst. 5. stali vziti za a, b ... jen ty dé&litele d
tisla n, které jsou zdrovei déliteli é&sla 12.
Maji-li rovnice "
F,.—=0aY,=0
spoletny Kofen 7o, jest pHslund kiivka H, clenem cyklu n-tého
f4du a v fad® (10) vyskytuje se pak jistd skupina a rtznych

invarianti %-kréte.
7. Tim jest vSe ddno, &eho jest tieba k odpovédi na otdzku,

kolik kfivek syzygetického svazku vede k cyklu n-tého ¥idu a
Jjaké jsou projektivni vztahy mezi jednotlivymi kiivkami cyklu.
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Algebraicky charakter rovnice (9) uréime snadno z jejiho
geometrického vyznamu.

Uvazme jen, Ze kaZdd z » kiivek (1) splyvd se svou n-tou
Hessianou. Rovnici (9) vyhovuji tudiz v8echny invarianty (10);
je-li jeden z nich r, jsou ostatni

O (), 6,(), O,(r) ... On_y(r).

Rovnice (9) jest tedy z téch rovnic, kterymi se Abel
poprvé soustavné zabyval a které jsou, zkritka feteno, invari-
antni vzhledem k jisté raciondlni substituci. —

Pro veliké hodnoty » byly by vypoéty polynomi Y, a F,
velmi slozité; uvedu toliko vysledky, tykajici se cykli fadu
tfetfho a &tvrtého.

Z rovnic (11) budu potiebovati pouze dvé nasledujici,
které byly sestrojeny vypodtem naznatenym v odst. 6.:

Fiiry=r.B3r+4).0*4+3r+38) =0 (11a)
a
F,(r)=F,(r).G(r) =0, (11d)
kde
G (r) = 78+ 6r® -+ 67% -} 9r® + 6372 4 108r -+ H4.
8. Cykly 3. Fddu. Rovnice (9) znf pro » — 3:
r?+ 3r4+ 3 =0. (12)

Budtez ' a »” kofeny této rovmice. V Zidném -cyklu
3. fddu nemohou se vyskytovati oba invarianty +' a »”/, nebot
dle odst. 5. musi byti polet d riznych invarianti v tomto
piipadé d&litelem &sla 3. Maji tudiz vSecky kiivky cyklu bud
invariant »" nebo viecky invariant »"”. V8ech 12 kfivek invari-
antu »’ (n. ) déli se na 4 cykly tfettho fddu. PonévadZ jsou
. vBecky &leny cyklu n-tého fidu obecné redlni nebo imagindrni
dle toho, je-li jeden z nich redlni neb imagindrnf, usoudime
snadno z toho, co bylo na konci odst. 2. feteno o realité kofeni
rovnice (4), Ze vSechny cykly 3. 7ddu jsou imagindrni.

Linedrnfi faktory rovnice (11a) davaji kifivku harmonickou
a kiivku degenerovanou na trojihelnik.

Srovnejme kvadraticky faktor této rovnice s rovmici (12);
obdrzime vétu: Je-li » > 3, nemohou miti kfivky tvofici cyklus
n-tého ¥idu vSechny tentyZ invariant r.
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9. Cykly 4. Fddu. Rovnice (9) zni pro » — 4, zbavena
faktoru 7, takto:

r® 4 3r® — 33r* — 171r% — 297r? — 216r — 108 = 0. (13)
Rovnice (13) jest reduktibilni. Dikaz:

Kdyby néjaky kofen rovnice (13) vedl k eyklu slozenému,
musil by ten cyklus byti slozen bud z cykli Fadu 1. nebo
z cykli fadu 2.

Cyklus tadu 1. jest zde vylouen, ponévad? jsme pii
tvofeni rovnice (13) (obecné: rovnice (9); viz odst. 4.) pied-
pokladali, Ze prvnf Hessiana se li§i od plvodni kiivky.

Cyklus fadu 2. rovnéZ neni mozny, jeZto rovnice (13) nemd
kofen rovny nulle.

Kazdy koien rovnice (13) vede tudiz % jednoduchému
eyklu 4. ¥fadu.

Neni mozno, aby existovaly 2 projektivné riazné cykly
4. ¥ddu utvoiené osmi kiivkami o invariantech vesmés riznych,
nebof by pak stupeii rovnice (13) musil byti aspoii — 8.

Ponévadz jest dle 113) jen Sest rdznych invariantd, jsou
viibec mozné jen dvé kombinace : bud jest jeden cyklus s kiivkami
0 4 riznych invariantech a druby pouze o 2 rdiznych invari-
antech, anebo jsou tii cykly a v kazdém z nich jen 2 rizné
invarianty.

Tato posledni kombinace jest v3ak vylouena, ponévadz
by pak levd strana rovnice (13) musila byti totoznd s poly-
nomem G (r) (srv. odst. 6. a 7.).

Zbyvé tedy jen prvni kombinace a soudime, Ze levd strana
rovnice (13) jest soutin z faktord bikvadratického a kvadrati-
ckého. Timto kvadratickym faktorem, jenz vede k cyklu 4. Fddu
0 2 riznych invariantech, jest délitelna levd strana rovnice (115),
resp. jeji faktor G () (jeZto I, (r) vede k cyklim 1., 2. a 3.
fadu). )

Nezbyvd tedy nez vyhledati nejvét$i spoleénou mfru poly-
nomu G (r) s levou stranou rovnice (13), abychom obdrzeli
definitivni tvar rovnice pro jednoduché cykly 4. fdu:

(rt—3r34 2172 — 17r — 9) . (#2467 + 6) =0 (13a).
V sysygetickém svazku jsou dva rizné drubhy cykla
4. Fdadu: '

24
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1. 12 projektivné ekvivalentnich cyklii; Lk¥ivky takového
cyklu magi vesmés rizné invarianty, jeZ jsou koveny bikvadra-
tického faktoru rovmice (13a). '

2. 6 projektivné ekvivalentnich cykli; Fkrivky tvorict

- takovy cyklus maji invarianty
Tis Tay Ty 7o
kde r, a r, znaci koreny kvadratického faktoru rovnmice (13a).
Dle odst. 2. jsou z prvnich dvandeti cykli jen 2 redlni;
jeden z nich je utvofen kfivkami (2), pro néZ p¥iblizné
m=06..., —059..,02.., —21 ..,
pro kiivky druhého jest pak
m=01.., —84..,28.., —09...

Z drubych Sesti cykli jest jen jeden redlni; piislusné

kiivky maji parametry
m—=—54..,18...,—06...,, —01...

10. Pan Dr. Boh. BydZovsky, jemuZ jsem sdélil vysledky
téchto studif o cyklech 3. a 4. fddu, vyslovil domnénku, Ze
snad vSechny cykly lichého ¥adu jsou sloZeny z kfivek imagi-
nérnich.

Shledal jsem, Ze tato véta jest skutetné sprdvnd; nésledu-
jici pozndmky o tvaru Hessiany nebudou snad bez zajimavosti.

Krivka svazku (2) mé dle zndmé theorie ovil (t. j. redlnf
tah bez inflexe), je-li

—o<m< — 3 (14)
nenfi-li parametr m v téchto mezich, jest kfivka bez ovélu.
: Dle formule pro H, uvedené v odst. 3. souvisi parametr m’
Hessiany s parametrem  ptvodni kfivky vzorcem

2m3 41

m=— 6m2 ’

ktery ukazuje, Ze m’ jest neb neni v intervallu (14) dle toho,

neni-li neb je-li m v tomtéz intervallu. Tedy: Md-li redini

krivka 3. stupné ovdl, jest jeji Hessiana bez ovdlu; nemd-li
puvodni krivka ovdl, md jej Hessiana.

(15)
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Z toho nasleduje:

Z obou redlnich harmonickych ktivek syzygetického svazku
jedna md ovil, druhd jest bez ovilu.

Cyklus postupnych Hessian Fadu lichého nemiize byti
sloZzen z kiivek redlnich.

Nov4 konstrukee plochy druhého stupné z deviti
te¢nych rovin.

Poddva vladni rada prof. Vine. Jarolimek.

Dané roviny budteZ oznaleny Cislicemi 1, 2,...9, plocha
74dané @2 Stanovme priisenici kterychkoli dvou rovin, na pk.
12 = P, a prolozme piimkou P sborcenou plochu 2. stupné
€%, kterd se dotykd dalSich Sesti rovin, tfebas 3,...8. Plocha
tato je stanovena s dostatek, protoZe povrika P zastupuje t¥i
podminky. Plochu &% sestrojime takto. Stanovme promitky plochy
&% z bodli (345) =, (678) = s. Budou to dvé kuZelové plochy
2. stupné »2, 1%, jez maji dvé spoletné roviny tetné &, %, obsa-
hujici spojnici s = O; nebot pfimkou P prochézeji dvé teiné
roviny ku plose sborcené &2, jez dotykaji se i ploch x%, 22 Ale
i rovma (Pr) =0 je tetnou rovinou plochy &% tedy i plochy

; kuZel »? tudiZz dotykaje se rovin 3, 4, 5, g, nilezi k osnové
kuZelﬁ o spoletném vrcholu », urtené témito Ctyfmi rovinami
tetnymi. Osnova tato promitd se z pfimky O rovinovou involuci
I, jiz druZina £, u nédlezi. Involuce I je stanovena druZinami
rovinovymi u u, v,v, jimiz se prisetnice (34, bo), (35, 4¢)
— jakoZto dva degenerované kuZele v osnové obsazené —
z piimky O promitaji. Je-li ddle rovina (Ps) = o, bude kuZel
A? nélezeti osnové kuzeli (6780), kterd se promitd z piimky
O involuc rovinovou J; tato pak je ddna druzinami z,7,, 1,4,
jimiz se priseénice (67, 8¢), (68, 7o) z piimky O promitaji.
Roviny &, n sestroji se nyni spoletnou druzinou obou involuct,
I, J, dile pak kuZel =* z péti teénych rovin 3, 4, b, & 7,
jdoucich bodem r, a kuZel A% z tetnych rovin 6, 7, 8, & 7,
protinajicich se v bodé s.

Plocha sborcend &2 je déna piimkou P a tetnymi kuZeli 2%
A%; plochy #%, 1* maji dvé spoleéné roviny tetné &, %, a piimka

24*
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