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Invarianty kvaternarni grupy kollineaci radu 2520.
Napsal Dr. V. Ryehlik.

Jest zndmo, Ze rovnice stuplii vySSich neZ ctvrtého nelze
obecnd feSiti odmocninami; nicméné viak lze je§té u rovnic
stupné pdtého, Sestého a sedmého zjednodusiti vySetfovani
kofend jako funkei koefficientdi tim zplsobem, Ze vyjidifme
kofeny pomoci kofent systému rovnic, obsahujiciho méné para-
metri neZ dand rovnice, pro niz jsou koefficienty samy para-
metry, a pomoci koefficientd rovnice samé. Pii tom parametry
jsou algebraické funkce koefficienti pévodni rovnice, urtené
rovnicemi stupiii niz8ich; v pfipadech dosud dopodrobna vy-
Jetfenych, totiz u rovnic stupné patého a Sestého lze dokonce
vyjadiiti parametry ty odmocninami. Stanoveni kofent onoho
specidlnfho systému rovnic, na né&jz prevddime FeSeni rovnice,
nazyvd Klein, od n&hoZ tato idea poch4zi, problémem forem, a
to dle poétu homogennich proménnych bindrnim, terndrnim atd.
Lze pak fteSeni rovnice stupné pédtého pievésti na bindrni
problém forem, rovnice stupné Sestého na terndrni, konetné
feSeni obecné rovnice stupné sedmého na kvaterndrni problém
forem. To dok4zal sim Klein, sestrojiv linedrnf grupu ve étyfech
proménnych isomorfni s alternujici grupou o sedmi pismenéch,
jeZ je grupou obecné rovnice stupné sedmého, adjungujeme-li
k oboru racionality odmocninu z diskriminantu, a nastinil téz,
jak lze redukci obecné rovnice na kvaternirni problém forem
provésti.

Pro podrobné provedeni této mySlenky nejprve tieba jest
znéti systém forem invariantnich p¥i Kleinové grupé. Tim se
tedy budeme zabyvati.

Jeden zplisob, jimZz moZno vytvoFiti kvaterndrni grupu
2520 kollineacf, udal Klein (Math. Ann. 28, p. 499), jiny Maschke
(Math. Ann. 51, p. 253). Kleintiv zpiisob sestrojiti grupu md
tu vyhodu, Ze lze dle ného ur¢iti kaZdou kollineaci grupy ne-
zévisle na ostatnich, a Ze lze tedy bez ndmahy provésti misto
potiebné transformace soufadnic novou konstrukei grupy. Abychom
dle této methody sestrojili kollineace grupy, vyjdéme od rovnice
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sedmého stupné, mezi jejimiz kofeny x, plati relace Jx, = 0,
Sx2 =0, tehoz lze dosfci u kazdé rovnice Tschirnhausovou
transformaci, a fefenfm rovnice druhého stupnd. Poklddejme
nyni x, za plespoletné piimkové soufadnice v prostoru troj-
rozmérném, pii ¢emz prvni z rovnic vykldddme jako vyjadieni
piespotetné soutadnice pomoci ostatnich, druhou jako znidmou
identitu mezi pfimkovymi soufadnicemi. Jsou-li bodové soutadnice
homogenni bodu z (z,, 2,, 25, 2,) a bodu 2’ (¢, #,, 2, 2',),
jsou Pliickerovy soutadnice jejich spojnice i = 22"y — 22";, a mezi
nimi je relace p,,p54 + P1sPss + D140z = 0. Kleinovy soufad-
nice jsou linedirné nez4vislé linedrni formy Plickerovych. Line-
arni transformace pifmkovych soufadnic, p¥i nichz prechdzi
forma vyjadfujici kvadratickou relaci mezi nimi sama v sebe,
znali v prostoru kollineaci nebo dualni transformaci dle toho,
jerli determinant jeji + 1 nebo — 1. Jsou tedy sudé permutace
Kleinovych soufadnic z, kollineace, liché dudlni transformace.

V dal§im budu uZivati dvou soustav soufadnych; prvni
dostanu volbou

T == y*Pyg + ¥**D15 + 72*Pya + 75Dsa + P2*Psg + 7Dy,

omi

pii temZ znali y — e "7 . Pak budou vytvofujici operace grupy
S = (0123456) a W — (365)

) — | A | 4 | J— 2
S+ 2=z, +4y=yz, =y =%,

W o iVi= =V s s,

ASE 1—i\7 1—4\7 1—4\7
.‘L‘zz’tV"'—_—z.—l- zlv 23+ 21\/ 25+ ;V 2y
:tZ’siv?:'zl+1—22V722+1-1V753+1+2ZV754

2 ?
i N V7 =z 1__+2‘l_\/_7 z £:22 V7 2+ L _;\/7 2

Dalsi monomidlni substituce v této soustavé je U= (124)(365)
Utdi=a,+dv=2,F =2, + ¢, =2

Tetraedr soufadnic je invariantni pfi grupé polometa-
cyklické, vytvofené operacemi S a U.
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V drubé soustavé soutadné bude tetraedr zakladni invari-
antni pfi metacyklické grupé vytvoiené operacemi 3 — (12345)
a I' = (06) (2354), tehoZ dosdhneme, volime-li

Do = Ty + 12, + 0z + 12y + 95°75
Pis =2 + 92, + 9’ + 9%z, + n'z;
Py = 0%, + o'z,

Paa = @, + 1°%, + 125 + 12y + 1775,
Pas = %, + n'ry + 7’2, + 2, + 7,
Py = 0'%y + 0,

pii CemZ znalf n—¢e3, o =
Pak bude

XA o, =, + 2y =9, + 2’y = 9%, + 2/, = 'z,

T + iz,

o Vi+iVs , \/7——@'\/5.
g ¢= D)

=5, + ixy=ux, + 2, = —z,, + iz'y = x,.

Za dalsi vytvoiujici operaci grupy miZeme zvoliti na pf.

T = (016)

=+ w'liVB = 0%, + z, — z,
+ 2y V5 =, — oz, — =,
+ 2y V5 =— 2z, —0'zr; — 1z,
+ a2l \/5 = —2, — % + o,

V grupé jest pak také operace x — (23) (45)

+ b= — %z + (* — ) =,
__': 33'4\/5 == (774 - "7) Z, + (773 - 712) Ly
+ 2 \Nb=(— ") 2,4+ * — 1% x,,
+ 2\B=@*— 1% 7, + (* — 1) @,

3 a X vytvafeji zndmou Gordanovu grupu digredientnich
grup ikosaedrickych na dvou mimobé&zkich. Pfipojime-li k nim 1,

dostaneme

grupu fidu 120, pfipojime-li 77 nebo I'T, dosta-

neme dvé subgrupy fddu 360.

Pro daldf postup maji tyto systémy soufadné tu vyhodu,
Ze v nich potftdno jest v obou pracich, o néZ moZno se opfiti,
a to v prvnfm v prdci Maschkeové (Math. Pap. read at the
congress at Chicago 1893, p. 175) a v drubém v Gordanové
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(Math. Ann. XIIL, p. 375). Maschke ve svém pojednéni zabyvéa
se dplnym systémem kollineaéni grupy fadu 168, jichz jsou
V Gy, dvé soustavy, Gordan udplnym systémem grupy fddu 60,
0 jejiz existenci v nadi grupé jiZz jsme se zminili.

Chtéjice sestrojiti invariantni formu grupy Fadu 2520
mohli bychom tedy takto postupovati: vzali bychom invariantni
formy nékteré subgrupy a sklddali z nich formy, na néz bychom
uzili operace grupy fddu 2520, jeZ spolu s operacemi subgrupy
vytvoi{ celou grupu, a pak stanovili takové relace mezi koef-
ficienty, aby forma se neménila. Na pf. vezméme subgrupu
fadu 168; té&ch jsou v grupd dvé soustavy, v jedné soustavé
je grupa, jiz dostaneme z tvaru Maschkeova, klademe-li za
1—i\7

jeho z, i

2, v drubé grupa, kterou dostaneme trans-

14+4V7

4
formy invariantni redlné, jsou invariantni formy obou grup
sdruzené. Sestrojme nyni invariantni formu jedné z G, ;4 redlnou;
ta bude invariantni i pfi druhé. Ale ponévadz obé G,,, dohro-
mady vytvaieji celou G,s,,, bude to invariantni forma G,,.
Tak dostaneme v oznafeni Maschkeové formy

formaci 2', = 2,. Ponévadz v Maschkeové tvaru jsou

A=10: — 4205 + 3 ___1_“2_’_\/‘ I,
B = 200,, — 4900 ®, + T02 + _—3‘17245—‘\/7 Lo,

pii temz vzaty jsou za P,, D, D,, I, D,, piisluiné formy
Maschkeovy, v nichZ je provedena transformace 2’ =1_TN7 2.

Prvni forma vypsdna znf
A = 28 + 42582,2,0, — T2y (232, + 252, + 232,)
4223 (2223 + 2323 + #358) + 2122 (2458 + 2528 + £,55)
+ 212%2;234% — 32, (2] + 2] + 20)
— 91z, (shele, + ohelzy + siole) 4 T (s823 + 283 + 232

— 28 (73232, + 23242, + #393%3),
31
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z drubé vypisi jen nékolik tlend
B = 221 — 90232,2,2, + 19528 (2325 + 232, + 232,)
+ 18027 (2325 + 2225 + 2328) 4 ... — 20 (232% + 2325 + 2323)
+ 27 (232;° + 2321° + #32)°) — 336 (25252, + 25250, + 2{23%;)
— 120 (232122 + 232127 + 232582) -+ D2Dz3252%.

Tak bychom mohli vypoctitati viechny invarianty; ale brzy
stal by se poéet velmi nepfehlednym, na pf. u invarianty
stupng 24, jez existuje nezdvisld, bylo by tfeba uréiti z linedrnich
rovnic 19 koefficientd.

PohodIngjsi je nejprimitivnéjsi methoda, jiZ lze viibec in-
variantni formy potitati, totiz vziti néjakou formu v 2, trans-
formovati ji v8emi operacemi grupy, a utvofiti soutet vSech
hodnot, jichz nabude. Nejvyhodné&jsi bude zajisté zvoliti formu
linedrnf a tvofiti vSechny symmetrické funkee hodnot, jichz
nabyva. Za takovou formu miiZeme zvoliti z,, jeZ sama se ne-
méni 21 operacemi grupy substituci, tak Ze nutno bude po-
titati symmetrické funkce 120 forem. Tim vytvofime vSechny
invariantni formy, nebof mezi linedrnimi formami, na néz se 2,
transformuje, lze nalézti Etyfi linedrné nezdvislé, pomoci jichz
vyjddtime z,, 2,, 73, 2,.

Ale v grupé existuje substituce podobnosti 2/, = — z,,
2y —=—2y, &y =—2, 2/, =— 2, pii niz 2 mé&ni znameni.
Vymizi tedy identicky viechny liché . metrické funkce. Po-
névadZ pak nenf mozno vybrati z 5040 substituci 2520 tak, aby
tvotily grupu, jak jiz Klein dokazal, nemohou vibec Z4ddné in-
varianty lichého stupné existovati; kdyby totiz byla takovd forma
invariantnf, mé&nila by znamenf aspoii pii oné substituci podob-
nosti, pfi jinyeh substitucich by v3ak neménila znameni, a tyto
by tvofily grupu, kterd by obsahovala 2520 substituci; coZ je
nemozno.

Dle vét o symmetrickych funkecfch stalf potftati soutty
stejnfch mocnin forem, na né% se s, .7\/7 transformuje, a to

jsou vedle z,.:\/7 formy, které dostaneme operacemi Gy,
z forem
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—3—d\7 —3 —i\7
Tzvzl_l"zs“'za‘*‘zu —2‘_\/—zl+32+53+z4’

24,4 2, + 2+ 4,
zl+l:2i—\/_7(ze+za+z4)7z1+l+z\/7( + 23 4+ 2,)

1_—_@'\/1 o +@ 49 e+ v+ 4 90 2,

1+’/V721+(7+76)52+('y +73) 2 4+ (* +75)z%)
0 —vNa+0*—1) e+ 02— s,
6+ (=1 —7—y9) g+ (—1—p*—) g+ (— 1=y =% 2.

Celkem vznikne 120 linedrnich forem, oznatme libovolnou
z nich X, Utvoiime-li soutet X% a rozvineme jej, vymizeji
viechny stitance, které nejsou invariantni pro substituci S,
kdezto ¢leny, které zbudou, vyskytuji se jako cyklické funkece

2,224, tedy se dlenem z327°37% vidy Cleny zh22%8744 a gh2gls M.

Iv koefﬁclentech ptichdzeji pouze cyklické funkce &fisel (y + y¢) ete.

—1—\7
a (y— 7%, a téchto pouze sudé, iisla —1 +7\/7 L 3 iV

pak viZdy pfichdzeji symmetricky; ponévadz pak ona &fsla jsou
koteny cyklickych rovnic stupné tietiho, jsou jich cyklické
funkce raciondlnd ¢isla, kterd miZeme potitati postupné uziva-
jice t&chZe method, jimiZ pot¢itaji se symmetrické funkce kokend
rovnic. Jsou tudiz koefficienty invariantnich forem v soufadnicich z
raciondlnd ¢fsla, jak jiz bylo patrno na 4 a B.

Provedeme-li potet, shleddme, Ze 3X2, IX4%, 3X6gq 3X1°
mizeji identicky, kdezto 3X8=17.960 4 a X'*—25.3.72.11 B
jsou zndmé jiz formy invariantni. Dalif soulty poskytnou nédm
nové invariantni formy, a to SX¥4—=—2%.32.5.7.11C
pfi femz

31*
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C = 8a1* — 3642 '2,2,2, — D462}° (232, + 232, + 222,)
+ 54625 (2225 + 2328 + 2520) + ...
— b (a3t + 23t + 2}Y) + 676 (2525 + 2727 4 2720)
— 364 ()4, + 231232, + £1'2,)
— 364 (2,232, + #3232, + 2,2,2;)
+ 2821 (282322 + 252t22 + 282422)
— 2548 (252525 + 252520 + 284523).
Podobné ZX18— — 28,33, 72.13. D, a tu je

D = 821% — 34021%2,242, + 17021* (252, + 232, + 232,)
— 3b702}® (2225 + 2225 + 2223) + ...
+ 25 (2372, + 2372, + 237 2,) + 1870 (23°28 + 23°2% + 21°23)
— 17 (23227 + 23810 + 3e3®) + ...

Potitdme-li takto 3X'%, shledime, Z%e z moZnych ¢leni
tlen 2523, jenZ nenf v A% vymizi, a &leny prosté z, Ze jsou
amérné piislusnym ¢lentim v A4%; ale to znamend, Ze lze tento
soudet vyjadtiti A% Naopak v souttu 2X2° vyskytuje se ¢len z,23°,
jenz nenf ve zndmé formé stupné 20 AB, tedy existuje invari-
antnf forma stupné dvacet od 4B linedrné nezavisld; blize ji
definujme tim, ¢ md v bodu (1000) singuldrni bod, a oznatme
JLE, takze 3X%°0—=2%.3.5.7.11.17(227TAB—2%.3.41E)a

E = 162]"2,2;2, + 2421° (232, + 232, + 232,)
— 2021 (2225 + 2225 + 2223) + . ..
— (2023° + 22,° + 2,2,") — 86 (427" + 252," + 2053°)
+ 13 (21%25 + 23%2% 4 21%20) 4 ...

Podobné& najdeme je§té dvé nezivislé formy, stupné 24 a 30;
jez zase definujeme tfm, Ze v bodech (1000) maji co nejvyssi
singularity. Bude pak
‘ 2ve . Bt - 443
X% ==2°3%7%.11.19.23 (206A"+587.———T —22.199 F)
pii ¢emz
F=1622° (232, + 232, 4 £32,) + 8221° (2223 4- 2323 +222%) ...
17 (st20 + 28220 + 24220) — 120 (s2283° + 2312 + s1lel?)
+ 10 (23823 + 23%2% + 21%25) + 22,250, (23 + 23* +21) + . .-
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a podobné

IX30—= 2133 5,7%.11.13.29(9704°C+ 192 BD—5.61 @),

kde znatf

G =25622°% (232, + 232, + 232,) — T6823° (2223 + 2325 +2323) ...

+ 1523 (53° + 25° + 20%) + . . — 108 (2585° + 2520° + 202}°)

— 6820 (2)%218 42322, 8 + 21%23%) 4 1580 (2323 ' + 23 %23 '+ 23 %23 ")
+ 60 (22823 + 2225 + 22%2%) 4 . ..

Existenci téchto dvou forem invariantnich daleko snadnéji
zjistime, politdme-li v druhé soustavé soufadnic, tu shleddme,
Ze nejvyssi tleny v paru soufadnic x,z, jsou bud ¢leny prosté x,ux;,,
nebo linedrni v wx,xz;, a Ze nemiZe identicky vymizeti Zzddnd
invariantni forma, kterd tyto ¢leny obsahuje. PonévadZ pak
existuji tfi formy prosté x,x,, stupiid 12, 20, 30, a ¢tyii linedrni
vV x,x, stupiii 8, 14, 18, 24, mdme aspoii téchto 7 primdrnich
invariantnich forem.

Abychom sestrojili invariantni formy v t&chto soutadnicich,
pisme v Gordanovych formulich za T, Tyl Y NASE T2, 7,%; A
Jjeho formy znaé¢me stupni v pirech proménnych. Pak bude na pf.
forma stupné 8 invariantni pfi G,;,, sloZena z &lend Fy,;, Iy,
Fyy Fyg, Fi;. Ponévadz md byti invariantni pfi 1, jimz se
;. a F,; zaménujf, a podobné Fyp a Foy, je

A=a I+ F7) + b (Fea+ Fag) + ¢. Fyu

Tato forma se neméni kollineaci T, coz involvuje jisté
vztahy mezi @, b, ¢, jez zistanou platnymi i pro specidlni hod-
noty soufadnic; kladme v T na pf. 2, =0, 2, = x; =t,, x, = 1,,
t. j. hledejme fez této piimky s plochou. Ale tato pfimka se
kollineaci 7' neméni, jen body jeji piechdzeji v sebe dle relaci
—dt =t —2h+ ok

o T Tt Vb
¢iky jeji s plochou jsou urteny formou
a(t,t; — 8tlt,) + b (815 + 483t3) — c 1343

a ta tedy musi byti invariantni p¥i bindrni substituci cyklické
tddu 3

2, =0, 2, =2z, = . Prise-

' i\D = — o't, — t,, t,i\/6=— 2t + ot,.
Z toho plynou ihned hodnoty a:b:c = 8:4\7:5\7.



486

Timtéz zpisobem mohli bychom vypotitati i daldi invari-
antni formy. Ale polty brzy jsou velmi rozvlaéné.

Zbyvé jesté dokazati, ze téchto 7 forem tvoif dplny systém.
To 1ze provésti pomoci Bézoutova theorému. Méjme kiivku Fadu m ;
ta protne plochu Fddu u v mp bodech. DokdZeme-li, Ze na
kiivce lezi vice neZ mu bodd plochy, bude celd kiivka lezeti
na plofe. Lezi-li pak dand kiivka na dvou plochdch ¢ a v,
bude moZno pséati rovnici plochy tfeti y, tou kfivkou prochéaze-
jici, ve tvaru y —u@ + vy, kde » a v jsou formy, jsou-li
splnény podminky ndsledujici: 1. je-li kfivka mnohonasobnou
fédu ¢ pro @ a r pro vy, je pro y mnohondsobnou fddu ¢ + r — 1;
2. obé plochy se podél kiivky nedotykaji, t. j. nemaji ve v3ech
bodech spoleénou rovinu tetnou.

Témto obéma podminkdm vyhovuje priseénd kiivka
ploch 4B, nebof je to jednoduchd kfivka obou ploch, kters
mé v bodé pétitetném (z, = 1, z, = z, = 2z, = 0) teéné roviny
na 4 z;,—=0, na B 2, = 0. Pro politini prisetikd slugi vy-
tknouti, Ze body sedmiletné (s, =0, 2,=—=1, 2, =0, 2, = 0)
jsou na kfivece body dvojnymi, v jichZz okoli plati rozvoje
=204, =14+..,55=—234.., 5, =4+..,
tak Ze jest potitati u plochy D tento prisetik za 2, u F za 3,
u Fzabau@ za 8 bodi. Kromé zminénych jiz pold péti-
¢etnych a sedmitetnych leZi na kfivce jestdé trojéetné poly, tak
Ze pro potet priselikd plochy invariantni stupné m s kiivkou
plati rovnice

96 m = 360 h, 4 504 h, -+ 840 h, + 2520 h,,

kde A, znadi polet prisekd v polech sedmitetnych, a tedy
nikdy neni h, =1, h, v pétitetnych, h, v trojéetnych a &,
v obylejnych bodech kiivky. Diskutujeme-li tuto rovnici Dio-
fantickou, najdeme, Ze vSechna Fefeni daji se vyjadiiti pomoci
fefenf pfislufnych k zndmym formdm C, D, E, F, G. V pii-
padech, Ze k uréitému stupni patfi vice soutini zikladnich
forem neZ linedrné nezévislych forem urtenych feSenfmi Dio-
fantické rovnice, existuji syzygie; nejjednodu$¥i z nich je
stupné 38
C(3%.52.TF —2%%4% — 7.17B%
+ D (— 2.3%.52.TE+2%3%24B)—2.3%%24G =0.
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Daldi syzyganty jsou stupiii 44, 48, 54, 60, 68, tak Ze
mezi nimi jsou jisté relace, jeZz representuji syzygie druhého
stupné.

Abychom zjistili, Ze pro kazdy stupeii daji souéiny zdklad-
nich forem nalezenych i pfes syzygie viechny mozné formy in-
variantni, potitejme dle Molienovy methody vytvoiujici funkei pro
pocet forem invariantnich. Formy invariantni jsou ty z linedrnich
kombinacf soutint proménnych z41242225224(2, 2, - 2, -2, =5),
které se transformuji grupou identickou substituci; poéet jich
tedy je ddn dle vét Frobeniovych o charakterech grup éislem 4,
které je koefficientem u 2 v rozvoji funkce

1 b
5040 > 7u(@)

kde h, znati polet elementd tiidy substituci v grupé, jejiz
charakteristickd rovnice je y, (x). Vypotteme-li tuto funkei,
dostaneme

1 + x2&+ x30__;_ x38__x44 — wBS
T—aT— 2D — 2 (I — 2 (1 — &)
Odtud vyéteme, Ze existuji primdrnf invarianty stupiid
8, 12, 14, 18, 20, 24, 30; soudiny invariantd stupiid 24 a 30
daji se vyjadiiti pomoci ostatnich forem, a kromé toho existuji
tfi syzygie linedrné obsahujici formy F a G.

O nékterych relacich metrickych a jejich uziti
k analytickému reseni problému Apollonického.
Napsal J. Sobotka.

1. Mezi vzddlenostmi libovolnych &tyd bodd 4, B, C, D
na piimce plati zndmd relace Eulerova
AB.CD 4+ BC.AD + CA. BD =0, 1)
jakoz i relace Stewartova
AB.BC.CA 4+ AB.CD* 4+ BC.AD* + CA. BD*% (2)

kterdzto relace plati, jak zfejmo, i tenkrate, kdyz D nelezi na
piimce ABC. Néasledkem toho lze relaci této ddti jeSté ndsle-
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