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Prispévek k theorii potenénich rad o vice
proménnych.
Dr. Karel Rychlik.

Budiz F (y, x,, 2,, . . . x,) potenini fada, postupujici dle
mocnosti y, x,, x,, . . . £, & nabyvajici hodnoty O pro y =0,
z, =0, 2, =0....2,=0. Necht F(y, 0, 0, ... 0) neni
rovno identicky nulle, nybrZ necht jest to potentni Fada poéi-
najici ¢lenem y™. Pak lze psati

F(y, , 5y « « « Zn) 1

=EW, 2, 2g . - . Za) Gy, ), Xy, . . . To),
kdez E (y, x,, 5, . . . x,) znali potenéni Fadu nabyvajici hod-

noty rizné od nully v bodé
y=0, z,=0, z,=0,...2, =0 a
G (¥, Zyy Zyy -« « Zn) 2)
=y + oyt ry" 7+ -t Py
kdez p,, p,, . . . pm jsou potenéni Fady, postupujici dle
Zy. Loy o o o Xn

a nabyvajici v bodé z, = 0, z, =0, .. . 2, =0 hodnoty O.
Diikaz véty této podal Weierstrass v pojedndni ,Einige auf die
Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Verinderlichen
sich beziehenden Sitze.“ (Werke II., str. 135—188), kdez na-
 zyvé ji vétou piipravnou (Vorbereitungssatz). Lze ji viak téz
dokdzati nejprve formédlng srovndnim koefficientd a pak doké-
zati konvergenci pomoci majorantnich funkef. *)

K tomu lze p¥ipojiti tuto pozndmku: Mdme-li potenéni fadu
F="Fp+ Fops+ Fais+ -« - - 3)

kdez Fi znafi souhrn ¢lend stupné %, méZeme vzdy linedrnf
substitucf dosici toho, Ze se ve vyrazu 7, vyskytuje tlen y™.

*) Viz na pf. Goursat, Bul. Soc. Mat. de France 36, Hartogs, Munch.
Ber. 39, Nr. 3, Dumas, Minch. Ber. 39, Nr. 18, Bliss, Bul. Am. Mat. Soc.
16, Brill, Mat. Ann. 69.
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Pak bude
Fo=f(y, , %3 - . « Zn) 4)
=y "+ Ayt 4 Ay + .+ 4,
kdez A, znadfi formu stupné % v proménnych z,, z,, ... Za
a uzijeme-li véty Weierstrassovy, bude v 1. a 2.
C=y"+ Py " +2y" 4 . . . Py ®)

Pi = Ak + Pr, it + Di k2 + - -
a pi,: znaéi souhrn ¢lend stupné /.

Véta Weierstrassova umoZiiuje definovati délitelnost poten-
¢nich Fad o vice promé&nnych zcela analogicky jako pii polynomech
a zavésti pojem resultantu a diskriminantu.

Ponévadz potenéni fada E (y, x,, 2y, . . . ») V okolf
bodu y =0, 2, =0, 2, =0, . . . 2, = O nemizi, jest pfeve-
deno hledéni hodnot y, x,, x,, . . . z, leZicich v okoli bodu
y=0, 2, =0, =0, ... 2, =0 a vyhovujicich rovnici

Fy, 2, 5, . . . ) = 0 na hledéni kofend rovnice
G (Y, zy, Zgy « « « Zn) = 0.

Dokézeme, Ze ke zndzornéni hodnot y, z,, z,, . . . x,
vyhovujieich rovnici F (y, z,, 25 . . . x.) = 0, stali koneény
podet soustav potenténich Fad

= P (u;, 4y . « . Un)
z, =P, (uy, uy, . . . Us)

Uy == Py (uy, Uy, . . . Un),

kdeZ u,, u,, . . . u, lze voliti jako rationdlni funkce y, z,,

Zyy . . . o P dikaze stati se omeziti na piipad, Ze diskri-

minant rovnice té nemizi identicky. Dikaz provedeme tplnou

indukei. Budeme pfedpokladati, Ze véta ta plati pro fady, po-

¢inajici ¢leny stupné mensiho neZ m-tého, a dokdZeme, Ze plati

pro fady pocinajici ¢leny stupné m-tého. Pro fady podinajici
¢leny stupné prvnfho jisté plati. Z véty Weierstrassovy plyne

pak totiz ihned

G Zyy Ty -+« Za) =Y + D, Ty Tpy -+« Ta)y
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takze ke zndzornéni kofend rovnice F (v, x,, %o, . . . &n) = O
stati jediny systém

y=—2p, (W, Uy, . . . Un)
z, = u,
Zg = U,
Zn = Un.

Je-li m > 1, kladme F — EG a utvoime diskriminant 4
polynomu v y, G. Jeito dle pfedpokladu diskriminant ten ne-
mizi, jest to potenéni fada, postupujici dle mocnosti z,, z,, .
Z,. Jedna z proménnych z,, x,, . . . «, bude miti v Gvaze né-
sledujici vyznané postaveni. Zalind-li o4 konstantnim ¢Elenem,
lze za onu vyznatnou proménnou voliti kteroukoliv z promén-

nych z,, ,, . . . &». Volme na pf. z, = . Nezalind-li 4 kon-
stantnfm ¢&lenem, nybrz Ctleny stupné J, provedme na promén-
nych z,, #,, . . . x, linedrni transformaci tak, aby se mezi

tleny stupnd & vyskytoval skutetnd Clen na pf. 29 a volme pak
za onu vyznalnou proménnou z, = z.

I 1ze psdti
f Yy @ xy T30 . . o Tn) (6)
=9y 2)+ ¢y 2, 2 x5 . . . Za),
kdez o (y, x) znatf soubrn Elend obsahujicich pouze y a .
Jest to forma stupné m v y a .

Nechf jest
9 @) =(y — e 2)1 (y —a@)? . .. (¥ — a2)% (7)
kdeZ &fisla e, @,, . . . @ jsou od sebe rézng a
7, +r2‘+ cee T rg=m.
Zavedme nové proménné
Yy — e,z =uzy'
z, = x%’,
z, = x%2'y

Ty = 2%y,
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nechdvajice z nezménéno. Transformace ta jest biraciondlna.
I bude

¢ (y, ®) = a"y"1 (@, — oy + y)r ... (2 — @y + y)e.
Clen 2my”"1 méa za koefficient
(e, — )t (, —ay) .. (e — “g)rﬁ’ )
kteryz jisté nemizi. Ze vSech ostatnich Elend v
G (y, ® %9, - . . Zn)

bude mozno vytknouti x aspoil v mocnosti m < 1. Z toho plyne,
ze &len z™y'"1 se s zaddnym z ndsledujicich ¢lent nezrudi.

Jest tudiz

Gy, x, 2y T3, . . . Tm) = 2" FO(Y', ) &'y, Ty, « « . T'w),

pfi ¢emz v potenéni fadé F® jsou nejniz§i ¢leny stupné na-
nejvyse r,, jezto se v ni nutné vyskytuje &len y“ 1.

Stejné jako jsme pomoci Cinitele y — e,z pfisli k potenéni
fadé F® lze pomoci ostatnich Einiteld

Y— @, Y — Gy, ... Y — 0

utvofiti potenéni fady F®, F® . . F().

Dokézeme nyni, Ze hodnoty y, z, z,, ... z., které v okoli
bodu y =0, x =0, , =0, . . . , = 0 vyhovuji rovnici
G @ Zyy o . Ta) =0, t. ] t62 F(y, @, 2y . . . 2,) =0
jsou identické se souhrnem systémd hodnot (y, =, z, . . . Za),
které obdrzime substitucemi

9.’11

Yy — &,z =zy, Y — x =y’
2, = 2%, z, =z,
()
z, =z z, = x*z',
z onéch systémd hodnot (¥, z, 2/, . . . &), které vyhovuji

rovnicim ,
FO (y', z, 2%, . .. 2)=0, ...

F(o) (yl, z, xtg, . x:n)zo
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v okoli bodu (y' =0, 2 =0, 2', =0, ... 2/, = 0), tak Zze
1ze rovnici G = 0 nahraditi souhrnem rovnic F*) = 0. Z relacf
8) a relace
G 2 &, ...2)=2"FV(y, x, a9 ...2) (9)
A=12 ...9)
plyne, Ze kazdé soustavé (y‘, z, 25, ... a’s) vyhovujici v okoli
bodu ' =0, =0, ', =0, .. . 2/, = 0 jedné z rovnic
FO (g 2, 2y, ... 2') =0
odpovid4 soustava (y, x, ,, . . . &,), vyhovujici rovnici
Gy, z, x'y . . . x5) = 0.
Potentni tada F&) (y', x, 2y, . ..2'%) pro £ =0, z', =0, ...
', =0 zatind ¢lenem y'rl, tak Ze dle véty Weierstrassovy kazdé
soustavé hodnot (z, z‘,, . . . z,,), lezicf v okoli N
(=0, 2, =0,...2,=0),
odpovidd », hodnot y’. Dvé riizné z rovmic
F,=0(4=1,2,...0)

poskytuji k hodnotém (z, z,, . . . 2’s), lezicim v okoli (x =0,
2y =0, ... 2, =0) rizné soustavy (y, , Ty, . . . Zn),
nebot pro soustavy (y, «, &,, . . . &), které obdrzime z I, =0,

konverguje pomér "i/}— pro =0 k «, a velitiny «, jsou od

sebe rizné. K systémim hodnot (z, «/,, . . . 2’5) urtuje tedy
soubrn rovnic F; =0 v celku », +r, + . . . 4 r, =m sy-
stémi (y, z, x4, . . . Zm), Vyhovujicich rovnici G — 0. Hle-
dejme naopak, kolik riznych soustav (y, x, #,, . . . Zu),
pro néz jest x, — x%'y, . . . 2, — z%', poskytuje rovnice
G = 0, Kladme do ni z, = z%’;, . . . 2, = 2%',. ObdrZime
tak z G potentni fadu G (y, z, #', . . . #») a bude G (y, O,
0, . . . 0) = y=. Poskytuje tedy fada ta v okolf bodu (x =0,
2’y =0, ... 2, =0)m hodnot, tedy i m soustav (y, =,
Lyy + o o Xn)e

Pro m systémi (y, x, x,, . . . x,), které lze pfi danych
hodnotdch =z, z’;, x‘s, leZcfch v okolf z =0, ', =0, ...
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', = 0, vypolisti z rovnic F;l) =0U=1, 2 ... 9), jest
vidy x, = 2%y, . . . @y = 2%} systémy ty vyhovuji rovnici
G = 0, jich pofet se shoduje s pottem systémi, které obdrzime
piimo z oné rovnice, zavedeme-li do ni x, = 2%y, ... Za
= z%', a jsou také od sebe, neni-li x = O, rizné. Jsou tedy
systémy (v, x, z,, . . . xn) Vypoitené z ¢ rovnic transformo-
vanych identické se systémy vypoltenymi piimo z rovnice

= 0. JestliZze tedy polynom g (%, 1) mé vice ridznych kofens,
miZeme ptevésti uvazovdni potentni fady F (y, z,, . . . Za),
potinajici Cleny stupn& m, na uvaZovdni konelného poétu po-
tentnich fad, pocinajicich ¢leny stupné niZSfho, pro néz véta,
kterou mdme dokézati, plati.

Uvazujme nynfi pifpad, kdy

(Y, ) = (y — ex)™. (1)

Kladme opét )
y — ax = zy'

z, = x%x', (89
xg = 2%z,
z, = 2%’y

Nechf jest pak
Gy, z, Zgy . « . Zn) = 22F (Y, x, &'y, . .. 25, (9)
F'(y'y x, o'y, . . . T'n)
=FE (y, 2, &y, ... 2%) G' @' x, &'y, . . . T'n).
I mohou nastati dva piipady.
Bud vyskytuji se v G’ &leny stupné niz§tho nez m. Pak
jest tvrzeni dokéazdno.

Neb jsou Eleny nejnizifho stupné m. Pak jest mezi nimi
nutnd y'™, jeito se y'™ nemiZe se Zddnym z ostatnich ¢&lend,
které jsou vesmés délitelny x, zrusiti.

Shriime opét tleny stupnd m v y' a x a oznafme pif-

slugnou formu ¢’ (y’, z). Md-li polynom ¢’ (—Z}—, 1) rizné ko-
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feny, pfevedeno tim uvaZovdni dané fady potenéni na uvaZo-
vini potenénich Fad, poéinajicich &leny stupné nizsiho nez m.
Zbyva tedy uvazovati piipad, kdy

9 ) ©) =¥ — o'2)"
a klademe-li do G’ (¥, =, «',, . . . 2'n),
Yy — &z = xy"
z'y = z%",

x/" ; xzxun
a oznatime souhrn &lent stupné m v y' a z ¢" (y", x), jest
opét " (y", ) = (y" — «"x)™ a dokdzati, ze se postup ten
nemiize opakovati do nekoneéna.
Zavedme do diskriminantu 4 postupné

z, = z°z’, z'y = z%z", 2P~ = gxlp—"
z, = %2, @'y = x%"; . ... 2PV = x%xPV
ZTn = 22’y Z'n : z?z," 2P~V :: Al

Ponévadz -se v ndm vyskytuje jisté &len z”, bude

4==24,

kdez 4' jest potentni Fada vz, a2, x(7, ... 2 zalinajici kon-
stantnim ¢Elenem.

Lze v8ak psati

4= PG+ @ %(;-, (10)

kdez P a @ jsou polynomy v y, jichZ koefficienty jsou potenéni
fady v z, o, . . . @n.
Zavedme do této rovnice postupné proménné

‘ { 4 ¢
Y, Xy Tgy '3y « . « Z'n
yu, x, xllq’ Z”3, . x“u

) (p) (
y(P, z, x(ﬁp), xaP, e xnp)_



477

Pak pfejdou P a ¢ v polynomy v proménnych resp. 3/,

y", . ..y, jichZz koefficienty jsou potentni fady resp. v z,
Ty Ty, o L By Lz, 2P, 2P, L 2P,
Pounévadz
G = zE'G’
G’ = 2= E" Q"

G(r—Y) — gm E(Pp G(p)’
bude
G = 2=rQ,

kdez @ jest potentni fada v y», z, (P, . . . 2P,

Uvéazime-li, Ze

3G _ Gy |, G )G 3z, __ 3G

W_'a“y‘ay+axay+ -+ wa oy oy D
a tedy

2G L VE'G 26" 5 bE
=y = (G 5 &)
bude postupné
gg_—:x(‘"—l)l’ /8
oy

Z rovnice (10) plyne pak, 7e 4 je délitelno aspoii z™=—1r
a tedy
(m—1)p =29,
_ ¢
P T
¢imZ nalezena horni mez pro p.

Piijdeme tedy po konetném poétu transformaci k potenéni
fad8, polinajici Cleny stupn& niZsiho neZ m, pro niz véta, jiz
mdme dokézati, plati, z Cehoz plyne platnost jeji téz pro pfed-
loZzenou fadu potenéni,
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