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Odvozenizékladnich vzorei sférické trigonometrie
pomoci nékterych poudek determinantnich.

Podévé
Dr. F. J. Studnitka.

Roku 1829 vySla v Praze od F. X. Motha, pozdéjitho
uéitele mého, kniha s nipisem

Die Lagrange-schen Relationen
" und thre

Anwendung m einer neuen Entwickelng aller Gleichungen der sphaerischen Trigonometrie, .

kdez velmi dévtipnfm spojenim jedendcti soustav vzorcovych,
jez Lagrange ponejprv v pojednini svém ,Solutions analytiques
de quelques probléemes sur les pyramides triangulaires® !) vyvi-
nul a Moth tudf# po ném pojmenoval, predeviim veliké mnozstvi
nejrozmanitéj$ich rovnic *) si zjednal a pak je tak sestavil, Ze
bezprostiedné z nich vyplynuly zédkladni rovnice sférické trigono-
metrie, kdyZ jim dén piislusny vyklad geometricky.

Mnohé z téchto rovnic predstavuji na prvni pohled vlast-
nosti determinanti a vyvinuji se v nauce o detcrminantech
spisobem vSeobecnym a velmi struénym zdroveii. ProceZ od-
hodlal jsem se k tomu pFimo vyvinouti pomoc{ poudek deter-
minantnfch zdkladni rovnice sférické trigonometrie, abych tim
ukdzal, jak dileZité sluzby tato novd terminologie kond i na
. tomto poli. Mél jsem tedy pii této prici vice na zfeteli pro-
sttedky, jakymi se pfijde k cfli, nezli zndmé vysledky, jich% se -
tu doséhne. ' _ |

) Nouv. Mém. de I’Acad. royale de Berlin, 1873,

?) Sestaveno tu 176 soustav vzorcovych vice ne% 700 rovnic obsahujicich,
~ z nich% mnohé jestd k daléfm vvahdm by slouZiti mohly.
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Nezli vSak prejdeme k tdloze samé, nutno sestaviti po-
mocné poucky z nauky o determinantech, jichz tu budeme
pouZfvati, jakoZ i nékteré poucky z analytické geometrie v pro-
storu, které obsahuji podstatu tohoto druhu vyvinu, aby pak
pomoci tohoto dvojfho materidlu tim rychleji provedena byla
dloha vlastnf a tim jasnéji vynikla Gloha, jakou tu hraji deter-
_minanty.

Méme-li dva determinanty a sice:

a, b, ¢
o= |a, b, ¢;|,
ay by ¢
e By 7
4= e B 7,
oy B3 Vs ,
a sestavime-li z nich podlé zndmych pravidel %) soucin
‘ a b o
D=la b, &,
a; by ¢

plati o subdeterminantech, jeZ tu oznadfme ¢irkovanjmi pisme-
nami- p¥islu§njmi, poucka vSeobecnd

o' oy b B F- i = 0% 5 %) ¢))
jestli pak ve zvlastnim pifpads pro k=1, 2, 3
O — Cg,
bk —_ ﬂk ) .
Cr = Y&,
z EchoZ jde bezprostiedné, Ze i
. 0—=4,

obdrifme ze vzorce (1)
azzb +p42k + yl‘zk f— ﬂ ky
aneb rozvmeme-h, ve formé determinantn{

st urren = [ TR BTSSR BT,

aneb ve formé obyée]né stejniny

%) Viz Studnitka ,0 determinantech pag. 35.

_.}'- %) Viz ,Casop. pro péstovéni mathematiky a fysiky R. IL pag. 77.
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(0,2 4 By 47,7 (3 + B3 +0%) — (s + B2 B3 + 72 75)° @)
= (@ B3 — 3 Bo)2 By 73 — B3 7o)’ + (V1 @3 — 73 ;)2
Nazveme-li pridruZeny determinant k o pifslusny krdtce

A’ a oznaéime-li subdeterminanty soustavy A velkymi pisme-
nami, poloZime-li tedy

4, B, C;
4, B, C,
4, B, C,

tu plati o subdeterminantech této nové soustavy pouclka, Ze
rovnaji se soudinu determinantu pévodntho 4 s pifslusnym
determinantem doplikovym téZe soustavy pivodnf °), tedy na pt.
(B2 03) — Aa
(C, 4;) =B, 4, ®3)
(4, B;) =y, 4 atd.

Znajice tyto poutky, predstavme si tfi roviny, které se
protinaji v jednom bodé, jejZ povaZujeme za poéitek pravoiuhlé
soustavy soutadnicové; rovnice téchto rovin jsou, zvolime-li tvar
normiln{ ¢) a oznacime-li kosinusy dhlé jednoduchymi pismenami,

Bi=e z+Bytrns=0,
Ry=0, 2 +B,y+7.2=0, @
By=eo; 2 +8y-+y2=0,
kdeZ plat{ zdrovei vSeobecns
%+ B+ 7% )

Uhly, jez uzaviraji Jednothve rovmy mezi sebou, urceny

jsou rovnicemi®)

cos (B, Ry) = a, oy +ﬁ2!33+7’2 V3
cos (Ry R,) = a3 oy 42 By 73715 (6)
cos (R, R,) = e ay B, B, + 7,72
Abychom si zjednali vyrazy i pro smusy téchto Ghld, pou-
Zijme vzorce (5) a sestavme

sin® (B, By) = (2%, 2“]“7’2 %) (032485243 %) — (o &3+ Bofis+-7273)7,
- nagez pomocf vzorce (2) snadno se obdrif

sin? (B, By) = (@, £5)* + (B 73)* -+ (2 @)%

%) Viz Studnicka »0 determinantech“ pag. 41. »
®) Viz Studnitka ,Uvod do analytické geometrie v prostoru® pag. 24.
") ibid. pag. 25.

a4'=

k)

4*
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zavedeme-li koneéné pro k=1, 2, 3 oznacen{

MY =A%+ B%+C% (M
povstane z posledni rovnice; oznacfme-li tu subdeterminanty
piisluSnymi pfsmenami velkjmi

' sin (B, R) =M,
a podobné sin (R, R)=M,, 8)
sin (R, R,) = M,
Rovina R,, R;, R, protind se s rovinou R,, R,, R, v piimce
Py, Py, Py
a tu jest rovnice :

piimky P, tedy y= B,

Alx,Z:A—lx,
B C,
” P2 ” Y= z’:‘xaz:A“o &,
' _ B _G
» P, Yy = Z;x’z—?l;w

Uhly, jez tyto piimky uzavirajf, uréf se podlé znimych )
vzorci A

s (P, Py — A2 4+ BBy + G, G

- 2 M3 !
cos (P, P)) = ﬁSﬁ,l_"l'j_Bj %ﬁf“ G G : ©)
cos (P, P)= Ayidy + f;[ll -ﬁ;{" GG

Abychom si pak zjednali vjrazy i pro sinusy téchto whld,
povazme, Ze tu
M,*M,* — (4,4, + B,B;, +C, C 2
sin® (P, Py) = ( Maz_ll!?[’ s GG
naéei pomocf vzorce (2) obdriime piedeviim
(43 By + (B, Gy)* + (G, 4,)"
sin® (P, Py)= 3 3 3
(B P)= RS

: 'avpouiij_emea-li vzorcd (3)
. . . AZ o 2 2 2
| sin?(P, Py) = ( I_M_j; g;[sj‘ ”)
a tudfZ konecné pomoci vzorce (5)

% ibid. pag. 42.
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. A
s@n(P.ZP:;) :W,
a podobng sin (P, P,) = ﬁ, (10)
3 1
Sin(Plpz):—.AT{MT.

Znajice i tyto vzorce, pfedstavme si, Zetriéder tfemi ro-
vinami (4) urceny protne se koulf, jejiz stfed lezi v bodu po-
¢itetnim, naCeZ obdriime sféricky trojGhelnik, jehoZz sférické
thly, jak oby&ejné, pismenami 4, B, C, a jehoZ sférické strany
pismenami @, b, ¢ budtez oznafeny. Podlé zdkond analytické
geometrie bude tu pak dhel
R, B,)= 4 (R; R,) =180°— B|(R, R,) =C
(P, P,)=180°—a |(P, P) =0 (P, P,) = 180° —c.

A tu jde ze soustavy (6)

oy oy~ By By 172 ¥ =cos 4,
oy &, - f; B, -+ 3 ¥y =—cos B, 1y

o ey By By v, 7. =c0s C,
podobné ze soustavy (9)

4,4,+ B, B, 4+ C,C, =— M, M, cos a,
A, 4, +B; B, +C,C,= M; M cosb, (12)
A 4, 4- B, B2+ 0 =—M, M,cosc,

vedlé toho pak ze soustavy (8)

M, =sind,
M, =sin B, (13)
M3—sin0,

a koneéné ze soustavy (10)
A = sin B sin Csina,
Ad=sinCsin Asinb, 14)
Ad==sinAsin Bsinc.

Vzorce, které dosud jsme tuto sestavili, predstavuji mate-
ridl, z néhoZ jest ndm nynf odvoditi ctvero znamych 9 zaklad-
nich rovnic sférické trigonometrie.

Délime-li rovnice soustavy (14) soucinem

sin A sin B sin C,
obdrZ{me bezprostfedné, prihlédneme-li k vzorcim (13)

%) Viz Studnitka ,Zékladové sférické trigonometrie“ pag. 8 et seqq.
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sina __ sinb __ sinc __ A :
sin A~ sim B~ sinC — M, M, M,’
coZz vyjadiuje sinusovou poucku neb druhy zédkladni vzorec
sférické trigonometrie. _
~ Zavedeme-li pak oznaden{

(15)

4, B, G
4=\4, B, C,|,

4, B; C;

4, B, C,

4'y =|4; By C,

4, B, C

a nazveme-li Az, By, € subdeterminanty k prvkim Ax, By Cp
piislu$né, obdriime podlé vzorce (1)

4,4,+B,B,+}C,C;, 4,* +B,*+ C,*
Uh+B.B+06=y 4 1 BB C,C, 4,4,1B, B+GG,
aneb povédZ{me-li, Ze podlé poucky (3) jest

U =B, C)=e, 4

U =B;0)=a,d

By=(C, 4;) =B, 4

¢ B, =(C4)=p,4

€, =4, B)=nd,

C=(4;B) =y, 4
a pouZijeme-li vzorci (12), predeviim

— M, M cos a, M,*
Ao+ BB+ = — M, M, cosc, My M, cos b

a tudfZ pomocf pifsludngch vzorcd soustavy (11) a (14) koneéné
sina sin b cos C = — cos a cos b+ cos ¢,
aneb jak obydejné se pfie,
¢0s ¢ = cos a ¢os b - sin a sin b cos C,
oz predstavuje proné zdkladnf rovnice sférické trigonometrie.
Stejnym splisobem obdrifme, poloZime-li opét
@ By 7

o B 7,
3 B3 s

)

4=
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o, B, 72
dy=|e3 By 7,
o B

podlé vzorce (1) predevifm
o0y~ Bofs 4 Va¥a 43® B2 - 7s°
44+ B B+606 0,0y By 7271y @0y By 73
a tudfZ pomocf vzorc2 (i1), (12) a (13)
cosd, 1
cosC, —cos B
coZ se obycejné uvddi ve formé
cos C = — cos A cos B—]-—sin 4 sin B cos ¢
co étorty zékladni vzorec trigonometrie sférické.
Vyjadiime-li kone¢né &tverec determinantu o tvarem

o B2+t o ey By By Py Vas 4 @ By Bs 71 Vs
ey 1PoBytravyy @ A B A+ 7% wp ey B, B V2 Vs
030, —BafyVa¥1y @ 0y B3 By Vs V2 &+ Bs® + 7°
G G2 C3
C2 Cp2 Ca3
C31 C39 C33
a oznatime-li pismenem C; subdeterminant k prvku ¢y patifci,
platf, jak zndmo, '°)
€31 Oy €35 Cpy +- €33 C13 =0
Sestavime-li hodnoty téchto subdeterminanti
Ci1y Chay Gy
stdle prihliZejice k vzorci (1), obdrifme
Oy = 4, + B* + (?,
C»=4,4,+ B, B, +C, G,
O3 =4, 4,+ B, B;+ C, G,
a dosadfme-li je i s hoduotami prvkd
. C31y C323 Ca3
do poslednf rovnice, povstane z nf predeviim
(0 @3 4By B: + 7. 7)) (4% + B* + G
(e a3+ B, 8+ 1. 73) (4 4, + B, B, 4 C, )
(3 @3+ B3 Bs + 73 ¥3) (41 4, + B, B+ C, GG) =0,
z kteréito rovnice jde pomocf vzorcd (11), (12) a (13)

— stn A sitn B cos ¢ =

| —=—co0sAcos B—cosC,

=4*=

10) Viz Studnitke ,O determinantech® pag. 23.
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— cos B sin* A — cos A cos ¢ sin A sin B} cos b sin Csin A= 8,
aneb délfme-li soudinem sin A sin B a pouZijeme-li piislusného
vzorce soustavy (15), konecné :
sin A cot B+~ cos A cos ¢ = sin ccot b,

coé predstavuje #7efi zakladnf vzorec trigonometrie sférické.

Jak z tohoto vykladu jde na jevo, plyne druhy zikladni
vzorec bezprostiedné z vyrazd, jaké se obdrii pro sinusy sfé-
rickych stran, kdezto prvni, tieti a Ctvrty vzorec predstavuje
geometricky vyklad pfimérené upravenych poucek z nauky o de-
terminantech. Zdrovei tu porovninfim zikladu pro vzorec prvni
a Ctvrty jde na jevo, Ze pro trojihelnik sféricky maji prvky
determinantu ptidruZeného 4‘ tenty% vyznam jako prvky deter-
minantu pivodntho 4 pro pridruZeny sféricky trojihelnik poldrni.

Ku konci budiz pfipomenuto, Ze nemd snad tento druh
vyjvinu vzorcl sférické trigonometrie, a¢ by i ostatni vzorce po-
dobné bylo moZnd ustanoviti, obylejné ndzornéjsi splisoby na-
hraditi neb docela vytisknouti, njybrZ Ze s jedné strany mé na
ném ukdzdno byti, jak se nékterych poudek determinantnich mi
8 prospéchem -pouZiti, s drubé strany pak objeviti hlub§i spo-
jenf a vnitinf pisku, kterd rozlicné tyto vzorce viZe. A cile
tohoto jest, tudfm, dosaZeno. Kdyby pak nékdo pobidnut byl
timto pojedndnfm, aby seznimil se bliZe se zdklady nauky o de-
terminantech, byl by ucinek téchto fadkd tim vydatnéjs{!

Poznamenani.

Abychom vyvinuli zdkladnf vzorce sférické trigonometrie,
nemusime, jak tuto bylo uinéno a jak obycejné se stivd, na
pomoc briti kouli, jelikoZ se tu jednd pouze o dhly sklonu
dvou rovin a pomér jich k plosnym dhlim, stykajicim se v jednom
rohu. Uzfvdnf koule jest reminiscenci na staré doby, kde se
uZfvalo vzorch sférické trigonometrie pouze v astronomii, jejiz
potteby vlastné splodily toto odvétvi mathematické; neb v kry-
stallografii odstrafiuje se co moZnd tento kulovy podstavec, aby
“tim Jasnéjl vynikly -hrany.
~ Ze sférické trigonometrie celou svou podstatou patif vlastng
do .analytické geometrie v prostoru a sice tam, kde se jedn4
- 0 pomérech, jaké poskytuji tfi roviny, bylo ddvno jiZ vysloveno,
. ackoliv nikdo - pro - obifrnost nepolozil poucky  této zvlditnf a
- stdifm zasvécené nauky tam, kam patif.
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Jak stard tato nauka jest, nelze pfesné urciti; tolik vSak smi
se tvrditi, Ze prvni astronomové, ktef{ méfili oblouky nebeské,
jiZ byli vedeni k zpytovini pomérd, jaké tu plati. Urcité do-
klady poskytuje ndm vSak teprv III. kniha Sfériky Menelaovy
a prvnf kniha Almagestu, kdez prvni poucky sférické trigono-
metrie jsou vyloZeny. DalSich péstiteld nalezl odbor tento u
Arabi, kteii.tak pilné se zandSeli sférickou astronomii, a po
nich v Evropé stfedni, kdeZ zejména Regiomontan a Koprnik
mnohym doplhikem vzicnym ji obohatili. Ryze védecky a sou-
stavné vyvinul pak tuto nauku Fuler v Mém. de Berlin, 1753
pag. 234 a Acta Petrop. 1779, I. pag. 92, naceZ Lagrange
v Journ. de l'ecole polytechn., Cah. 6. pag. 270 ji uvedl na
jediny princip, co? Gawuss mnohymi poznémkami doplnil. Dal-
Stho zdokonaleni dostalo se nauce této Mobiusem, ktery odstra-
niv podminku, Ze strany a uhly sférickych trojGhelnfkd nesmi
ptesahovati 180°% zcela vSeobecné ve své analytické sférice
jednd o zdkladech sférické trigonometrie, coZ po ném mnoz,
jako Baltzer, stejné provadéjf.

0 méfeni zems.

Napsal
Emanuel Cubr.

(Pokratovént.)

6. Rozsdhlou prdci majici urcenf tvaru a velikosti zemé
z méteni stupiiii za icel provedl Bessel; -opiral se pii tom o vy-
sledky Schmidtovy, roziifil viak zéklad, ptipojiv jeSté dalSf tri
méfeni, a sice své vlastni ve Vychodnim Prusku konané, déle
pak vysledky oné ¢dsti ruského méfenf, pokud prdvé pokroéilo,
totiz od Relinu k Hoglandu, a méfeni dinské Schuhmachrem
provedené. Prici tuto uvefejnil v ,Schuhmacher’s Astronomische
Nachrichten.“ _

Poméry pouZitych méfenf sestaveny jsou v nésledujici
tabulce. ¥)

*) Srovnej plvodnf praci v ,Schumacher’s Astrom. Nachr 1887 X1V,
Nr. 333, a 1842, XIX.
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