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hnouti k hypothesdm o souvislosti ,elekttiny* s jednotlivymi
molekulami neb snad atomy hmotnymi, jak stal se téZ uZ po-
kus v aetherovém modellu Lodge-ové, o némZ jednd ve své
knize ,Modern Wiews on Electricity; referdt o knize té p¥i-
neslo ,Athaeneum® ro¢. VII. 1889 str. 73.

0 poméru funkei goniometrickych k nékterym
vyrazim algebraickym.
Napsal
prof. Dr. F. J. Studniéka.

Pii skladén{ IL svazku algebraické analyse, kteryZ obsa-
huje wvod do nauky o niZsich funkcich transcendentnich, bylo mi
téZ objasniti pomér funkef téchto k funkefm algebraickym viibec
a tedy zvl4sté téZ pfihlédnouti k obsahu spisku ,Sur la théorie
des fonctions numériques simplement périodiques®, jejz Ed.
Lucas r. 1878 v Bruselu vydal. A tu jsem poznal, Ze stran
algebraickych vyrazii tam U, a V, zvanych moZnd hned spfedu
Fiditi dedukci smérem jinym, rychleji k cfli naSemu vedoucim,
jakoZ tuto budiZz ukézéno.

Sestrojime-li s Lucasem, nevychdzejice vSak od rovnice
kvadratické, pifmo vyrazy algebraické

I (1)
e p—"
kn = a® - b, (2)

pozndvime ze slozeni vyrazu (1), Ze tu plati

a2 — b2n a” — bn

b = —— == ———(a" 4 b7),

a—>b

a tedy se zietelem ke vzorci (2)
Son = 8n . Kn . 3)

Déle pozndvdme ze sloZenf obou téchto vzorcd, zavedeme-li
tam k vili kratkosti
d=a—0, 4)
Ze tu soucasné plati
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an — b = 6 8,

am 4 b = ky,
takZe sedtenfm a odeétenim na obou strandch vznikne
2am = Ky, -+ 0 8 , (6))
2™ = kpp — 0 8y, (6)
a tedy i podobné pro m —=n jest
2a" =k, - 0 8y,
260 = ky, — 0 s, ;

z téchto vzorcl pak snadno lze odvoditi napfed ndsobenfm pii-
sludnym

4am+" = Ly kon ~ 0( 8 kn - Sn fom) + 0% 84 80 s
4o+ 1 = oy kg — O (8 K —+ 8n Kom) + 02 81 Su s
naceZ seftenfm a odectenim vzejde podle vzorcd (1) a (2)
s ton = K Ton - 02 S 8n ()
28m 4 n = Sum Kn — 5 Km )]
z CehoZ patrno, jak tyto vyrazy s pifponou (m =) vyjadfujf

se obdobnymi vyrazy s pfiponou m a n, takZe vzorce (7) a (8)
predstavuji souctovou poucku jejich.

Zsrovein plyne z nich pro m —n pffmo
hegn = kn? + 07 8,2, ()]
’ Son = 8n Kn , (10)
pii CemZ posledn{ relace souhlasi se vzorcem (3).
Z tychZe vzorch (7) a (8) plyne mimo to
2 (km-tn = O5mp-n) = (him = O) (R == O,
takZe pro m —mn se tu obdrif
2 (Ffegn = 82n) = (Fon = ds,)%.

Podobné bude dsle, zndsobime-li u tohoto vzorce na obou
strandch napted soultem (% - Js.), uZijeme-li pak vzorch (7)
a (8) a polozime-li koneéné m ==,

22 (Kig = d8g) = (Fon - 08,)°.
A Ze se takovymto postupem dal§fm ptijde ku vSeobecnému
vzorci

271 (kpy + 08,) = (b = d3,)", (11)
netfeba ani zvlasté pfipominati, zasluhuje vSak bliZstho po-
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viimnutf, Ze tu » znaéf celistvé éfslo a tedy pravd strana vzorce
(11) podlé binomické poucky byvsi rozvinuta poskytuje koneény
pocet ¢lent podlé mocnin veliCiny 0 postupujicich.

Ze posledni vzorce majf co do slozeni svého podobnost
se zndmymi vzorci goniometrickymi, poznd se ihned, cteme-li
misto 8 a k zndmé sinus a kosinus, jelikoZ pak rozdil ¢inf jenom
koefficienty 2 a o.

Abychom docflili tiplného souhlasu, tfeba jen 0 vzorcem
(4) stanovené uréiti pfiméfené podlé toho.
PonévadZ z pivodnich vzorci (1) a (2) pro » —o plyne
w4k =4,
pron =1 se viak obdrzi
sk =14+ b)Y

nutno, aby na pravé strané platilo, méli tam soucet opét 4 ¢i-
niti, patrné

a+b= V3, 12)
&m¥ prod podminka pro libovolné dosud veli¢iny a, b stanovena;
a pondvadZ pak pro m =2 z tfchZe vzorcii zdkladnich vznikne

814k =34 (a* +-b7),

nutno mimo to, ma-li soucet na pravé strané opét 4 Ciniti, aby
soucasné bylo téz

a®+ b =1, (13)
¢im¥ druhd podminka pro obé veliCiny a, b stanovena, takZe
jsou nyni jiz vzorcem (12) a (13) ureny. Plynet tu primérenym
feSenfm napted

ab=1 (14)
a z rovnice na vzorci (4) spocfvajici pak
02=a?—2ab+02=1—2,

takze konecné se obdrii

0?=—1,

0=V —1=4 (15)
¢imZ o presné jest urceno. A tim stanoveny i nové vyrazy zvla3tni

Gn, %, Misto vSeobecnych s, k,, 0 nichZ plati predevifm, jakoZ
snadno moZnd p¥ehlédnouti,
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K = %, (16)
Opn=—0_y; 1)
predchézejici vzorce (7), (8), (9) a (10) proménf se pak v
2% +n == %% — G O, (18)
2640 = O %n —+ Oy %m, (19)
2%9m = %) — Or, (20)

Om = Gnkn (@1
a mimo to vznikne ze vzorcd pévodnich ‘
63 = — (a®*— 2 a"b" -} b*),
= a4 2a"b" | b
jednoduchym setenfm se zietelem ke vzorci (14)
Gn + % = 4 (ab)y* = 4. (22)
Ze poslednf vyrazy a relace tésné ptiléhajf k zdkladnim
vzorcim goniometrickym, patrno, takZe jenom tfeba k nim pffmo

raziti prechod.
PonévadZ tu dle piedeSlého plati

a-+tb=1v3,
a—b=1,
obdr#i se jednoduchym FeSenim
1 .
a=35(V3+49), (23)
1o e .
b:—2—(\/o——z), (24)

vyjédifme-li pak tato Cisla soujemnd tvary kanonickymi, bude
o téchto sdruZenych hodnotdch platiti

a=r (cos @ -} ¢ sin ),
b = (cos ¢ —7sin ),
z ¢ehoZ plyne déle
_ 1 SR |
rCOS Q0 = —2—\/3, rsmg_..g,
takZe konecné tu jest
r=1 (25)
1
o= arctg V3 = 30°. (26)
I bude tedy, uZijeme-li poucky Moivreovy
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%, = 2 COS nQ, (27)
¢, = 2 sin ng, (28)

coZ srovnavd se s diivéj§fmi vzorci pro » = o, jelikoZ
6, =0, z, =2,
a pro n =1, jelikoz i tu
o, =1, %, = V3,
jakoz i pro n = 2, jelikoz pak
oy = V3, %, =1.
TaktéZ poskytne vzorec (21) zndmou relaci
sin 2ng — 2 sin ng cos ng
a vzorec (22) podobné
on %5 =4,
z CehoZ plyne zndmy vzorec zdkladnf
cos® ng -} sin’ng = 1;
ze vzorce (9) plyne pak
cos 2ng = cos® ng — sin® ng,
ze vzorce (11) konecné poucka Moivre-ova, a rozvineme-li tam
dle binomické poucky, zndma dvojice vzorci

7 —1 o T2 2 r—4 4
2 T Uy =y — 1% O Tk On— . ..

r—1_ __  y—1 r—3 8 r—5 6.
2" T O = Ky Op——Ty¥hn O TyHn Op v e

JakoZ patrno, netieba tu odvozovati, jak Lucas ¢inf, vzorce

a,,:2sin(ﬁ7’—li),

2 b
n ., a
””—2008(—2~ZT),
jelikoz tu plati
a __ V341 _

1 ,
takZe uZijeme-li zndmé relace
l(—;——i—% V3):z'arctg V'3,
obdrzime pffmo vzorce (27) a (28).
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