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0 nové poucce determinantni.

Napsal

Dr. F. ). Studnicka.

Jak zndmo, zvysi se stupell determinantu libovolné pfi-
ddvdnim tak zvanych polordmcd, majicfch v rohu 1, dile pak
v jedné strané prvky libovolné a v druhé strané samé nully,*)
jakoz patrno z ptikladu

L e B, v

a;,, b 2y _ 10, 1, &, y
=10, a, b = .

ay, by 0. a b 0, 0, a;, b,

» 0, 0, a,, b,

Zvysovani toto slouzi casto velmi dobte pii ndsobeni de-
terminantfi, o jehoz vysledku vime, Ze se jevi opét co determi-
nant stupné takového, jaky je nejvySsi mezi jednotlivymi ¢ini-
teli, takze na p¥. souin Ctyt determinantli, z nichZ jeden jest
stupné druhého, dva stupné ttetiho a poslednf stupné patého,
jest determinantem stupné patého.

Kdo vi, jak nesnadno se vycisluji determinanty stupiid
vyssich, zejména patym pocinajic, zajisté se zeptd, zdali neni
moznd stupeh determinantu téZ libovolné snfZiti, v predchaze-
jicim ptikladé, dejme tomu, na stupei tieti uvésti Cinitele po-
sledntho, aby soucin byl determinantem stupné taktéZ tietfho.
A v té prifiné Ze moznd vyhovéti, budiZ v nédsledujicich radcich
ukdzéno.

JiZz v zakladech nauky o determinantech se ukazuje,**) Ze
hodnota determinantu se neménf, p¥ipocita-li se ku prvkim
kterékoli Fady p-ndsobnd hodnota soulehlych prvkd nékteré

*) Viz Studniéka ,0 determinantech“ pag. 22.
**) Viz Studnidka A]gebra. pro vyssi ti{dy stfednich skol“ I. vyd pag
125 II. vyd. pag. 112, s h
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fady soubéZné. Této vlastnosti mizeme predevsim uZziti k tomu,
abychom v jedné fadé determinantu zjednali si prvky stejné,
naceZ se snadno sniZi co do stupné o jednotku odecitinfm Fad
druhych. A opakuje-li se v determinantu takto sniZeném pochod
tento dale, sniz{ se co do stupné tak, Ze obdrifme konecné
vzorec ukazujici, juk se determinant stupné n-tého dd vyjadriti
determinantem stupné (n—%)tého.
PonévadZ miiZeme beze zmény hodnoty determinantu Fadky
v ném soumérné vyméniti za sloupce*) a po piipadé jen se
zménou oznaéen{ kaZdy sloupec ptivésti na prvni misto,**) ne-
ubliz{ se ni¢im vSeobecnosti u vedenf diikazu, ptidriime-li sc
vesmés sloupce prvntho, od ného vidy vychdzejice.
- Polozime-li za zdklad determinant '
a, by ¢ ... 0
a, by ¢ ... 0
d=\|a; by c;... 1 (1)
‘ n by Cn.e. la
a pripoéteme-li ku prvkim k-tého Yddku my-ndsobné hodnoty
soulehlych prvkd fddku prvnfho pro
; ' k=2 8,4, ..,n,
obdrzime podle piedchézejictho pravidla
L/ ) by 1 O yoen
@y My @y, by +my by, oy Fmy ey, oy b fmy 1
4= a.a‘{‘ms Uy by +mg by, ¢t myeq, oy I -myly .

n + i ayy by 1 by Catmacyy oy lo M0l
Aby se'pak staly hodnoty prvkd sloupce prvniho stejnymi,
nutno, aby nésobitelé m; vyhovéli podminkdm témto:

. ¥ 22
a, +my, a, ='a,, z ¢ehoZ plyne m, = -——ai
1
T ol —_— — a/3
az +ma a4y = ay, » ) my — 1— _a_
T , )
. . . . . PR . . . . . N
A My 4y = ay, ) my =1 T
1

%) Viz Studnika ,0- determinantech® pag. 21.
*¥) ibid. pag. 22.
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Dosadime-li tyto hodnoty do piedchizejicfho determinantu
a vylouc¢ime-li pak spoleéného éinitele a,, obdrifme napfed - .
17 bl

1, b2+bl(1 ——), cz-{—cl 1_&),...
d=a,|1, b, +b(1———~) ,-}—c,(l———,... ;

1, ba —+ b, (1 — 671 , c,,+c,(1__

uvedeme-li pak slozené prvky na stejného jmenovatele a ode-
Cteme-li na to prvky tddku prvniho od soulehlych prvki fddkd
ostatnich, obdrZime po krdatkém zjednoduSen{
(@) by), (81 €3)y (@) da)y o oy (a0 1)
(ay by), () 63); (ayd3), .2y (ay L)

4= _(;;”_‘:Q (‘fl by, (a4 ), (4, dg)’ cen (0 l4) )

@

(‘;1 b)y (@ €a)y (@ du)y « oy (ay b)|
kdez uzito oznaceni determinantu Binetova, podle néhoz

@=w,

|
Ze vzorce (2) patrno, jak determinant stupné n-tého mond
vyjddiiti determinantem stupnd (n—1)ho, jehoZ prvky jsou viak
determinanty stupné druhého.
Jestli tedy ve zvldstnim p¥ipadé » =3, obdriime znamy
vzorec

= a; bj-— a,-'b.-.

ay (@, by ¢3) = (a, by) (ay ¢5) — (a, 3) (ay¢)
anebo zavedeme-li kratsi oznaceni
= (a,b;3¢5) . ;
(2 z) =0y (o 03) =B, (“1 b;) = G, (“x c'z) = B,,
ve spisobu zndméj$im ¥) , .
da, = (B, G). . : " (3)
Nezli postoupime ddle, uZijme obdobnych vzorcd
A = (G, 4y) s i
de, = (4, B;) T o
a nasobme posledni t¥i rovniny, jak po sobé: jdou; vehcmaml

*) 11)1(1 pag. 41,
7*
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4,, B, G,
nateZ obdriime, secitajice na obou strandch,
A(ay A, +b, B, +¢, C\)=A4, (B, C,)+ B, (G, 4,)+ C, (4, By),
. anebo Advedeme-h piislu§né hodnoty za tyto trinomy,
A4*= (4, B, G))= .

Pridrufeny determinant stupné tretiho rovnd se tedy druhé
mocniné determinantu pévodniho, coz zvlaStni jest pripad pra-
vidla vseobecného, odvozeného pomoci poucky o nasobeni de-
terminantd.*)

Vratime-li se nyni k determinantu (2) a provedeme-li tu
stejny obrat, jako v determinantu (1), obdrzime dile, za niso-
bitele w: volice,

(a, by) y (ag ¢) .
(@) b5) 113 (a, b ), (a, ¢3) + &, (o, 02)1 .
4 = ;l',.-z (‘fl bs) + 1y () bg), (@, i)+ 4 (ay ¢,), . )

l(dl bn) + tn (a1 by), (ay ) + (3 ), ... !

kdeZz nutno, maji-li hodnoty prvkit sloupce prvniho byti stejny,
aby ndsobitelé w; vyhovéli podminkim témto:

(a, by) + w5 (@, b)) = (a, b,), z Cehoi jde uy =1 —

(al b 1)
(e, 2)

.'\‘(a1.‘b‘4) + @4 (@ by) : (2, b,), » » Mg=1— %"b:; y
. ’(alb”, +y’"(al b2) = (al bz)» » w M= 1— ‘ﬂ“i)—
(ay b))

Zavedeme-li tedy tyto hodnoty do vzorce piedchdzejiciho
a uvdzime-li, Ze podle vyznamu vzorce (3) plati
(a, b a, (a, b, ¢
@ o)+ [1 =G o = 0 B0

a, b, a, (a, b, c
;(“1 ¢y) + [l — ((al 5 ; ] (ay ¢3) = (ay ;) + _1(7;17;—)—4_)
obdrz1me Z posledm xovnmy, odecteme-h pak od plvku druheho,
tfetiho, ..., poslednfho Pddku soulehlé prvky fFadku prvniho,
mwyzdviienf spoleénych Ciniteld konecné

*) ibid. pag. 40.
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l(al by ¢5)s (@3 0y dy), ..oy (a, 0y 04)
1 (@ by ¢}, (a3 0, d), ..., (o bz_ ll)_ C @
4= W (‘_‘1 by c5), (ay by dy), ..., (a4 bz %) ,

(@, 85 ¢n), (ay b, dn), ..., (a) 8, 0) I L
Ze vzorce tohoto jde na jevo, Ze determinant stupné n-tého
moznd vyjadtiti determinantem stupné (n— 2)ho, jehoZ prvky
jsou determinanty stupné tfetiho.
Pro » —4 plyne pak ze vzorce (4) zndmd rovnina
A (ay by) = (ay by ¢3) (a, b, dy) —(ay b, ¢,) (a, b, ds)
anebo zavedeme-li krat§{ oznaceni
4= (a, b, cy d,) ’
(a, by ) = Dy, (@) by &) = C, (a, by ¢)) = Dy, (a, b, dy) =G,
ve formé obvyklejsi
4 (ay b)) = (G D). ®)
Nezli pokracovati budeme v dalSfm postupu, sefadme tuto
jesté obdobné rovniny
A (ay ¢,) = (B; Dy)
d(ay dy) = (B; C})
4 (b, ¢;) = (4, Dy)
4 (b, dy) =(4; Cy)
4 (¢, dy) = (4, B,)
a ndsobme vSech Sest, jak po sobé jdou, podobnymi rovninami,
stejnolehlé spojujfce v soucin, totiz
4(e; d,) = (4, By)
4(bd) =(4,0)
A (by ¢) = (4, Dy)
d(ay d,) = (B, &)
A(ay ¢,) = (B, D,)
A (az b)) = (G, Dy)
a sestavme pak algebraicky soucet
4*[(ay by) (c3dy) — (a3 ¢,) (g d,) 4 (aydy) (byey) |-~ =
+ By cy) (a3 dy) — (b dy) (az¢) p =
+ (e dy) (a3 5,)
=(4B,) (G D,) — (4, G,) (B; D,)+ (4, Dy) (By 04)
+ (B, G) (43 D,)— (B, D,) (4, 04')
+ (C, D,) (4, By);
obdrZfme tu pomoci p¥fsluSnych symbold _
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4= (A4, B,C, D)=,
coZ znamend, ze p¥idruZeny determinant stupné &tvrtého se rovnd
tFett mocnind determinantu pizvodhiho.

Ze bychom, vritivie se k odvozeni pivodnfmu, obdobnjm
spﬁsobem obdrzeli pomocf vzorce (5) z rovniny (4) déle

(@ by c3dy),(ay by c58),. .., (ay bycyl,)
S 1 (albcd),(albces), e (0 by 03 k)
4——(71:":),,__ (“ b, ¢y dy), (a, b, 3 ee))"'a (2, bfz & b)), (6)
(“1 by 3 dn), (@y by ¢y €n)y . oy (@) by 3 1)
pozndva se z predchizejictho postupu velmi snadno; i moZnd
tedy determinant stupné n-tého wvyjddiiti determinantem stupné
(n—3)ho, jehof proky jsou determinanty stupné ctvrtého.

7 dosavadnfho postupu poznivdme, jak sniZenim stupné
determinantu zdroven stejné se zvysi stupen prvkd jeho, takie
vidy, jako v 'determinantu pivodnim (1), ptedstavuje soucet
(n 4+ 1) stupen determinantu se stupném prvku dohromady.
A ponévadi tu indukce zcela vystac¢uje, moind podle vzorci
(2), (4) a (6) sestaviti vzorec vSeobecny
(@ by .. )  (ayby.. %) .

[ @y by - o gy (@ by oo tag),
(al ()2 e -11;.+2), (al b‘z e ih+2), eeely (7)

1

4= (ay by - . gna)*™

(@ by ... hy) (@ by, %) 5 ..
jimZ se vyjadfuje poucka na pocitku jiZ vyslovend, Ze deter-
minant stupné n-tého moind vyjddiiti determinantem stupné
(n — h -}~ 1ho, jehoz proky jsou determinanty stupné h-tého.
Pro n =h -1 plyne pak ze vzorce (7) relace
(@ by oo i) (@ by .. 4) )
(@ by .o bigs)y (@ By vy’ O
j{Z moind riznym splsobem dobfe uZiti, jakoZ jsem na réznych
mistech ukézal.*)
VSeobecny: vzorec (7), jejz bychom transformaénim mohli
nazvati, zajisté jest tak tundamentalnfm, jako vzorec rozkladny,
. multiplikaénf a pomér pfidruZenosti vyjadinjict, kteréz tii vzorce

Ay by ... gr1) =

*). Viz Studnitka »0 duchu mathematickém*. basop p. péstov. math.
a fys. Rog. VIIL pag. 85
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zékladnimi obycejné sluji; neb uzivinim jeho p¥ichdzime k di-
leZitfm vysledkim i v theorii i v praksi.

Jak difve bylo jiZ ukdzdno, odvozeny pii zvliStnfch pif-
padech vzorce (3) a (b) a stejnym postupem jest mozZnd vyvésti
i vzorec vSeobecny, jejz symbolicky vyjadfujeme rovninou

A = 4",
znaci-li 4 determinant pridruZeny a 4 determinant pivodnf
stupné n-tého.

Co do stranky praktické mozind vzorce transformaénfho
prospésné uziti k vycislenf{ hodnoty determinantu, zejména je-li
stupné vysiho, JiZ pii determinantu stupné pétého jevf se tato
vyhodnost jeho; ueb obyCejnym rozkladem v soucet soucind,
kdeZ prvnf Cinitel jest determinantem stupné druhého, druhy
pak stupné tietiho, obdrZeli bychom deset determinanti druhého
a taktéz deset determinantd tietiho stupné, kdeito uZit{fm vzorce
(4) jen jeden determinant stupné druhého a devét determinantd
stupné tietiho tfeba vyéisliti, P¥i determinantu stupné sestého
vyzaduje se podle téhoZ vzorce (4) jen Sestndcte determinantii
stupné tietfho, kdeZto obylejny vzorec rozkladny jich pied-
poklada ctyiicet.¥)

Poznamka k ¢islam Bernoulliho.

Podal
V. lung v Pardubicich.

1. Pii rozvinovini niZSich funke{ transcendentnich ¢gx a
cotz v nekonetné fady dle stoupajicich mocnosti oblouku «
prichizime na tak zvanid ¢isla Bernoulliho,*) jeZ podléhaji za-
jimavym rovnicim rekurrentnfm.

7e zndmych vzorci:

sinx:x(l—l—f%) (1——2—%~) (1 -—3:8—;,)mmf 1)

*) Toto odvozenf-vzorce (7) uvefejnil jsem poprvé v ,Sitzungsber.
d. kon. b. Ges. d. Wiss.“ 28, Nov. 1879.

*) Viz ,Herr“: Hohere Mathematik. II, Band. pag. 168—170. (1864)
aneb ,Schlomilch“: Handbuch der hoheren Analysis. pag. 211, (1862).
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