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Příloha k Časopisu pro pěstováni mathematiky a fysiky. 

O různoběžníku opsaném kružnici.*) 
Pojednává 

Vavř. Jelínek, 
prof. v Novém Městě u Vídně. 

Následující úvahy buďtež doplňkem pojednání „O licho
běžníku opsaném kružnici", započatém na str. 132., ročn. XXIII. 
tohoto časopisu. 

Upozornivše na vztahy mezi stranami protilehlými: 

a-\-b = c -\- d, 

a stranami protínajícími se: 

a — c = d — 6, a — d = c — b, 

pak na vztahy mezi úhly a -\- (i -\-y-\-d = 360°, tedy: 

- | (« + /J) = 180° - y (y + *), \ (« + 7) = 180° - | ( / i + d), 

pojednáme napřed o vztazích mezi přímkami a úhly a pak 
o ploše tohoto čtyřúhelníka. 

A. I. Z trojúhelníka AOD (obr. 1.) vychází: 

*) Srovnej: Wilh. Binder, Zur Theorie des ebenen Tangentenvier-
eckes. Zeitschrift fur mathem. und naturw. Unterricht. XXIV., 1893. 
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/ ta, tů\ S Í 4 > + d) a = r Icoty + cotyl = r-
a . ó ' 

sm y . sm y 

tedy 

(1) a s i n y s i n y = r s i n y (a + á) = r sin y (fi + y) 

a podobně z druhých středových trojúhelníků: 

b sin y sin y = r sin — (P + y) = r sin y (« + ď), 

c s i n y s i n y = r s i n y (a + /?) = r sin y (y + ď), 

d sin y sin y = r sin — (y + ď) = r sin y (a + /3). 

Z rovnic těchto následují vztahy mezi protilehlými stra
nami a k nim přilehlými úhly: 

. a . á . p . y 
a sm ----• sm -^ = b sm ~- sm -£-, 

K } . a . 8 . . y . d 
c sm y sm y = a sin y sm y , 

pak vztahy mezi dvěma protínajícími se stranami a třemi k nim 
přilehlými úhly: 

a sin y sin y (a + (i) = c sin y sin y (« + *), 

(3) 
a sin y sin y (y + ů) = d sin y sin y (a + ó), 

b sin y sin y (a + /3) = c sin y sin y (/? + y), 

6sin- |-s iny(y + ď) = ds inySÍny(/3 + y). 

a) Ježto opsaný různoběžnik jest určen čtyřmi svými 
prvky a třemi obvodovými úhly i čtvrtý jest dán, užijeme rovnic 
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(2), (3) ku vypočítávání stran tohoto čtyřúhelníka, známe-li tři 
jeho úhly a jednu stranu. 

Součinem rovnic (2) obdržíme vztahy mezi protilehlými 
úhly a součiny je svírajících stran: 

ac sin2 — = bd sin2 -—, 

ad sin2 — =bc sin2 -—-. 

Součin pak dvou a dvou z rovnic (3) dá vztah mezi součiny 
protilehlých stran a úhly přilehlými k těmto stranám: 

ob sin2 ±-(a+fi) = cd sin2 -£-(« + ď) = cd sin2 4" (Z5 + y), 
(5) 2 2 2 

a& sin2 -1 (y + ů) = ód s i n 2 y QJ + y) = cížsin2-|-(a + ď). 

&) Rovnic (4) a (5) užijeme, vypočítávajíce úhly různo-
běžníka, jehož jeden úhel a tři strany známe, ježto pak i čtvrtou 
stranu můžeme považovati jakožto známou. Je-li na př. dán 
úhel a, obdržíme z první rovnice (4) úhel y; oba tyto úhly pak 
dosadíme do první z rovnic (5) a vypočítáme /3, neb do druhé 
z rovnic (5) a najdeme ď. 

Tytéž rovnice slouží také k řešení čtyřúhelníka, jehož dva 
protilehlé úhly (a, y) a dvě strany jsou dány. 

c) LeSí-li tyto dvě strany (a, b) proti sobě, najdeme dle 
rovnic (4) obě druhé strany takto: 

Ježto d = a -f- b — c, zní první z rovnice (4) 

ac sin2 -̂ - = b (a + b — c) sin2 -—, 

z níž vychází třetí strana 

c = -

b(a + b) sin2 -|-

asm2 -5-+ 6 sin2 ~-

Z téže rovnice (4) nabudeme, dosadivše c = a -j- 6 — d, 
čtvrtou stranu 

4* 
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(X 

a (a ~\-b) sin2-^-

asin2-^- -f b sin2-^-a 

d) Svírají-li dané strany (a, d) některý z obou neznámých 
fc, dosadíme zase do první z rovnice (4) poprvé c = a -f b — d, 

podruhé b = c -\~ d — a a obdržíme 

Ъ=: 
a (a — d) sin2 -~-

1 • 2 7 • 2 a ' 

asm y — a s i n J y 

d (a — d)sin2-^-

d s m 2 - ^ — a sin'-5-

Jiný vztah mezi stranami a úhly opsaného čtyřúhelníka 
vyjde z věty: „Kterákoli strana libovolného čtyřúhelníka se 
rovná součtu z průmětů ostatních stran na stranu první." 

І I ftJ 
Obr. 2. 

Je-li totiž v obr. 2. BMJ.AD, CNJ^AD aBQ| |AD, 
shledáme, že AD = MN f- AM -f ND, aneb, ježto úhel 

x = x'= 180° - (y + ď), 

(6) a = ~- b cos (y f ď) -f c cos « -f d cos ď. 

Ve čtyřúhelníku opsaném jest však také 

a = — b -j~c f d; 
tedy 

— 6 cos (y +• "#) -f c cos a -f d cos í =; — 6 -f c -f d, 
neb 

b [1 — cos (y -f ď)] = c (1 — cos a) -f d (1 - cos á) 

a konečně 
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b sin2 y (y + ď) = c sin2 y + d sin2 y 

Také z druhé rovnice (5) nabudeme 

6 sin2 i - ( r + < ? ) = ^ sin2 y (« + d) 

a spojíme-li obě tyto hodnoty rovnicí, obdržíme vztah mezi 
třemi stranami a dvěma úhly k jedné této straně přilehlými: 

(7) ac sin2 ---- -f ad sin2 -^ = cd sin2-^- (a -f á) 

a podobně 

bc sin2 ~- + bd sin2 ^- zz cd sin2 --r- (/3 -f* 7)1 
Li £1 £ 

ac sin2 --j- -f- bc sin2 ~ zz ab sin2 -— (a -f /3). 

ď r 1 
ad sin2 -^ -f bd sin2 -̂ - zz ab sin2 -5- (y -f ď >• 

Kovnic těchto užijeme, řešíce čtyřúhelník opsaný, jsou-li 
dány dva sousední úhly (a, ů) a dvě strany. 

e) Leží-li tyto strany (c, d) proti sobě, obdržíme z první 
těchto rovnic 

cd sin2 -£- (a f d) 

csm2 y -f c ž s m ^ 

a pak b zz (c -f d) — a. 
/) Svírají-li dané strany (a, c) jeden daný úhel (a), na

jdeme zase z první rovnic (7) 

ac sin2 ~̂ -

w —— -1 ———— — 

cún2^(a^d) — aún2-j 

a čtvrtou stranu z rovnice a + b zz: c -f- d. 
V případech c), ď), e) a /) najdeme neznámé úhly dle 
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rovnic (5), dosadivše do nich dané úhly a dané i vypočítané 
strany. 

(Mají-li dané strany k daným úhlům jiné polohy než v pro
jednaných případech, rovnice (4) a (7) přecházejí v rovnice 
druhého stupně a vzorce pro neznámé strany jsou pak nepo
hodlné). 

II. Vzorce k vypočítávání poloměru r z jedné strany 
a obou k ní přilehlých úhlů najdeme dle rovnic (1), na př.: 

. a . ů 
a srn --J- srn — 

(8) r= j . 
s i n y ( « + ď) 

Jsou-li dány dvě protilehlé strany (a, b) a úhly (a, /3) 
přilehlé k jedné neznámé straně (c), vyjádříme poloměr r napřed 
touto neznámou stranou dle třetí z rovnic (1), 

. a . (i 
c sm --j- sin ý 

r = • 

s i n y ( « + 0 ) 

a dosadivše pak 

ab sin2 ~ (a + /3) , 2 1 

c = 
a sпr -y + 0 sпr ~-

ze třetí z rovnic (7), najdeme 
. a . fi 

j s r n y s r n y 
(9) r = ab sin _ (« + /J) . 

a sin2 y + 6 sin2 -— 

Jak vypočítati jest r, jsou-li dány dvě protilehlé strany 
(a, b) a dva protilehlé úhly («, y), ukazuje níže uvedený 
vzorec (20). 

III. Znamená-li ux úhlopříčnu, ležící proti úhlu a, a u2 

úhlopříčnu proti úhlu /í, platí pro každý čtyřúhelník 
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u\ = a2 -f c2 —- 2ac cos cc, 
u; = c2-\-b2 - 2bc cos /3; 

tedy součtem 

ttí + «í =a2 + b2 + 2c2 — 2c (a cos a-f icos/3). 

Ježto dle věty vyjádřené rovnicí (6) jest 

a cos a -f b cos fi zz c -f- d cos (a -f d), 
vychází, že 

< -f w2
2 = a2 -f b2 + 2c2 — 2c[c-\-d cos (a -f d)]; 

tudíž 

< -f wj = a2-f- b2 - 2cd cos (a -f d) = a2 -f 62 zz 2cd cos (/í -fy). 

Poněvadž v opsaném čtyřúhelníku jest 6 zz c -f d — a, 
obdržíme postupně 

i*; -f t»* = a2 + (c + d — a)2 — 2cd cos (a + d), 
= a2 -f c2 + d2 + a2 + 2cd - 2ac — 2ad 

— 2cd cos (a -f d), 
zz (a2 — 2ač -f c2) -f (a2 — 2ad -f d*) 

+ 2ed [1 — cos (a + d)], 

(10) < +w 2
f = (a—c)2 + {a — d)2 -f 4cd sin2 ~- (« -f d) 

= (a — c)2-f (a — d2) + 4ážsin2y(/?-f r ) . 

Podobným způsobem vyvineme z rovnic 

w* zz a2 -f c2 — 2ac cos a, 
u2 zz a2 -f d 2 — 2ad cos d 

napřed pro obecný čtyřúhelník: 

ul + ul = c2 + d2 — 2ab cos(y + ó) = c2 + d2 — 2ab vos (u + p) 

a pak pro čtyřúhelník opsaný: 

(10) u\ -f u\ zz ( a - C ) 2 + (b - c)2 + 4ab sin2 A (« + «, 

= (a — c)2 + (i — c)2 + 4aô sin2 i - ( ľ + d). 

2 
1_ 
2 
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Je-li opsaný čtyřúhelník deltoidem, jest a = d, b = c, 
a tedy 

u\ + Wj = (a — c)2 + 4ac sin2 — (a + ď), 

u? + w2 = (d - b)2 + 4bd s i n 2 y (y + ď). 

V opsaném lichoběžníku o pudících a\\b jest 
a + 0 = y + * = 180°; pro tento tedy platí 

i*J + M2 = (a — c)2 + (6 — c)2 + 4ab. 

Dáme-li zde (d — b) místo (a— c), obdržíme, zmocníce 
oba dvoj členy, 

u\ f u\ = d2 — 2bd + 2b2 — 2bc + c2 + 4ab, 
ití + w2 = O2 + d2 + 2b (b — c — d) + 4ab; 

a poněvadž b — c — cř = — a, setkáme se s rovnicí 

w 2 + ^ = c2 + ri2 + 2ab, 

kterou jsme jiným způsobem vyvinuli na str. 182, ročníku 23. 
B. Obecně známé vzorce pro plochu P čtyřúhelníka opsa

ného kružnici jsou 

(11) P = r(a + b) = r(c + .i), 

(12) P = r2 (cot -J + cot L + cot -J. + cot | - j . 

I. Rovnice tyto přizpůsobíme rozličným případům takto: 
Z rovnice (11) obdržíme, nahradíme-li v ní po každé jednu 

stranu poloměrem, řídíce se dle rovnic (1): 

s in T (/3 + y) S i n («- |-í) 
(13) P = ar + r2 =zbr-\~r2 = — , 

. p . y . a . o 
sin •— sm -^ srn -5- sm -̂ -

sin Y (y + ď) sin — (a + 0) 
= er + r 2 ^— = dr + r 2 --— ; 

sin + sm — sm T> sm -~-
ÍJ Li Ct U 
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nebo zaměníme-li dle těchže rovnic v (1) poloměr stranami: 

. a . á . 8 . y 
sin -ň- srn -^ sin ~ sin —• 

(14) P = «(a + o) - i £_ = 6(a + 6) ^ J 

s i n y ( « + d) - i n — ^ j + y ) 

. a . 8 . v . S 
srn -5- sin ij- .sin-^-sin-5-

__c(c + d)—__ £_ = d(c + (ž)—__ __ 
sin-2-(« + /.) sin-gíy + dj 

aneb dosadíme-li hodnotu pro r z rovnice (9): 

. a . & 
sin --- sin-s 

(15) P = a&(a + b) sin -£• f« + 3) 
asinJ-5- + o sm'-^ 

čili podobně 
. y . á srn •£• sin T 

P = ab(a + 6) sin -±- (y + d) 
2 ' ' ' • 2á i „ • 2 r ' 

. a . d 
x srn -j srn y 

= cd(c + d) sin — (« + ď) - -j- , 
csirr --J- -f ásm y 

• 0 • V 
1 srn y srn Ý 

= cd(c + d) sin --y (/3 -f- y) 
2 • 2 i8 i ^ • 2 r ' 

csm2-^- -f- dsm2-^-
Pro logarithmické vyčíslení vzorce (12) sečteme čtyřčlen 

cotangent takto: 

cot -^ + cot -~ 4- cot — -\- cot --j-

siny(a-h/3) s i n y (y + tf). 
= " 7 " « . /S + . y . * - sm ----- srn •—• sm ~ sin --j-
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. a . p . y . 
н sm ү sm ý + sm ý sin 

^SІП^ (« + Д - ^ ß д sin — sin ү sin ү sin 

V součtu 

c • « • ß i • Г . ď 
b = sm — sm -~ + sm ý sm — 

jest sin Y = sin y (a + /3 + y). Vyjádříme-li tedy tuto funkci 

funkcemi jednotlivých úhlů, nabudeme 

o . a . 3 . . a 3 . y y 

b = srn Ysin y + sin y c o s 4r s m "o" c o s 2 
. « . ř . , y , a . /3 . y y 

— sm y sm — sm2 -— + cos Y s1n +- sm -~- cos -~ 
+ cosy cos-|-sm2-|-, 

a sečteme-li zde napřed jen první a třetí člen, kladouce při 

tom 1 — sin2-|-= cos2 y , najdeme 

c . a . 3 - y . a 3 . y y 
S = sm Y sm y c o s "o" + s m ~o c o s 2 s m 2 c o s 2 

i a . /J . y y . a /3 . y 
+ cos y sm y sm — cos —- + cos y cos y sm2 y , 

pak 

S = sm y cos Y (sm y cos y + c o s "9" s m "o") 

+ cos y sm Ý |sm -|- cos ̂  + cos | - sin fj 

a konečně 

S = sin — (a + y) sin y (0 + y) = sin y (a + y) sin y (« + ó). 

Jest tedy 
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COty + COt y + COt-J + COt y 

sm y (a + P) sin y (* + y) sin y (a + S) 

. a . 8 . y . Ů 
sm -̂ - sm -jr- sm -— sin — 

U ÍU Ci Jj 

a dle rovnice v (12) 

sin — (« -f 0) sin — (a + y) sin -^ (a -f d) 
( 1 6 ) p = H - l — - — ' , . . . / • 

sm --j- sin -~ sm -~- sm ----

II. ' Součet ploch obou trojúhelníků, ve které tento čtyř-
úhelnjk rozdělen jest úhlopříčnou u^ lze vyjádřiti: 

P zn --- (ac sin a ~\- bd sin y) = ac sin — cos -- ~f- bd sin -~ cos ^ . 

Ježto pak z rovnice (4) vychází, že 

• 2
 a 

ac snr — 
bd = ~ 

s i n а т 
jest 

T» / • a a 

P = aclsm-^-cos -^ 

- 2 a V 

sur -77- cos —-+ 
• 7 s m ү 

. a 
sm 
QXXX ~ y . 

2 / . a y a . y\ 
= «c y í sm y cos -|- + cos y s m ÝJ s m 2 

. a 
SIП-Õ-

(17) P = «,sш-±-(« + y) ± 
sin -£-

nebo podobně 
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• Y 
1 s i n 2 P = bd sin -7T- (cc + y) , 
2 . cc 

Tímž způsobem obdržíme z 

P = — (Je sin (i ~{- ad sin ď) 

vzorce pro plochu 
. /J . á 

sin-5- sin-s-
P = 6csiny(/3 d) J = a d s i n - ± - ( / i + e)) £ . 

sin — sin -|-

Součin prvních dvou nebo posledních dvou rovnic v (17) dá 

(18) P = ^afcď . sin i - (« + y), 

a jestli tento čtyřúhelník zároveň jiné kružnici vepsán 

Yz=:^ábčd. 

Najdeme-li z první rovnic (4) strany 

b(a + 6) sin2-^- c(c -f- d) sin2 — 
C = : , 0 = 

a sur-5- + o sur -̂ - c srn'5 — + d snr -— 
2 u 2 2 

a dosadíme-li první hodnotu do prvního ze vzorců (17), druhou 
do druhého vzorce., najdeme 

srn -5- srn -£-
(19) P = a6(a + 6) sin ~ ( « + ? ) -

asin2-^- +bs in 2 ~-

a . Y 
1 sm y sin ±-

= (?<Z(e + d) sin -^- (a + y) 
csin2---- + dsin2-— 

2 2 

Kdybychom pro změnu obou posledních vzorců (17) po
dobně užili druhé z rovnic (4), našli bychom 
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sin T sin — 
P_= ab(a + b) sin-^(/3 + ď) ^ í - g -

a s i n a y + 5sina~-

. 0 . ď 
sin y srn y 

= Cd(c + ď) sin y (fi + d) g gr . 
c s i n 2 y + d s i n 2 y 

Srovnáním těchto výrazů pro plochu se vzorci (11) vyjde 
vzorec 

cc . y 
1 sin y srn -J-

(20) r = ab sin — (« + y ) --
asm2—- + osnr-^-

_W _W 

atd. 
Vyjádříme-li dále dle první z rovnic (4) stranu c stranami 

a a <2, neb stranu d stranami b a c, a dosadíme-li nabyté 
hodnoty do prvních dvou z rovnic (17), shledáme, že 

cc . y 
srn — sin jr 

(21) P = ad(a — d) sin -i- (a -f- y) 
2 j • 2 y • a a 

ásin2— a s i n a y 
cc . y 

1 s m 2" S m 2 
-= 6c(c — b) sin -̂ - (a -f y) 

bsnr-^ csiir--y 

Podobným způsobem obdržíme z druhé rovnic (4) a z obou 
posledních vzorců (17): 

P z= ac(a — c) sin — (fi + ď) 
s m y sin ð 

2 
• « ß c sm2

 y — 

• ß 
Я--5" 

- a sin 2 

в m T 

ð 
~2 

= bdib-d)ain±((t+ay 6 w 

d s i n 2 — — Asin2-^ 
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Kdybychom dle rovnic (3) vyjádřili v každé z rovnic (17) 
jednu stranu stranou druhou, obdrželi bychom tyto vzorce pro 
plochu: 

• a • $ • 1 / i o\ 

srn T srn --- sin — (« + /3) 
(22) r = « a — | f sin + (« + y) 

sin — sin ~ sin y (a + $) 
& . v 1 sin y srn -|- sin y (y + í) 1 

= &a g j sin y (« + }0, 
sin y sin y sin y (/J + y) 

• a • P • 1 / i *\ srn y srn y sin — (a + #) x 

= * ' . y • tf . 1 — — 8 i n T (« + *> siny sin y sin y (a + 0) 

srn y srn y sin y OJ + y) 1 

= d* a fl 1 S Í n T ( K + y )" 
s iny s i n y s i n y (y+tf) 

Vzorec pro plochu čtyřúhelníka, daného poloměrem ve
psané kružnice a obvodovými úhly, který jsme již v (16) přímo 
stanovili, vyvineme krátce bud z rovnice (17) nebo ze které
koli rovnice (22), zaměníme-li v ní dle rovnic (1) strany polo
měrem. 

Touto záměnou přejde na př. první z rovnic (22) ve tvar 

s in 2 y(« + d) 
p - y 3 i 

• 2 K • 2 ď 

s m 2 y s m 2 y 

s iny s rny s i n y (« + /3) 1 

sin --•(« + y), 
• P • V • 1 / i J* 2 

s iny sm-y s m y (« + <?) 
čili 
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sin y (a + fi) sin — (a + r) sin y (« + i) 
P = r2 ^ — x . 

a . a . y . o 
sm --r- sm —- sm -~- sm — 

a ú £ __» 

III. Srovnejme ještě tuto plochu P s plochou p čtyřúhel-
níka do téže kružnice vepsaného, jehož strany spojují body, 
v nichž strany opsaného se dotýkají kružnice. 

Znamenají-li «', /?', y\ d' středové úhly čtyřúhelníka ve
psaného EFGH (obr. 3.), ležící proti jeho stranám a proti stej
nojmenným obvodovým úhlům «, /?, y, á čtyřúhelníka opsaného, 
najdeme postupně 

r2 . c 

p = — (sin ď + sin fi' + sin / + sm á') 

= y [sin ď + sin p + sin y' — sin (ď + p + /)] 

= r2 [sin 1 («' + p) cos i - K - p) ~ cos i - («' + /?' + 2/) 

• siny (*' + /*')] 

= r2 sin y («' + ČO [cos y («' ~ /»') - cos y («'+č'+2/)] 

= 2r2 sin y («' + j8') sin y («' + yO sin y flJ' + / ) 

= 2ra sin y («' + p) sin y («'+ f) sin y («' + *'). 
Poněvadž pak 
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1 («' + P) = 180°- 1 (« + /?), a t. d., 
jest 

p = 2ra sin y (« + (3) sin y (« ~f y) sin y (« + á) 

a se zřetelem k rovnici (16) 

(23) p = 2P sin -|- sin y sin -|- sin y . 

O některých vzorcích goniometrických. 
Napsal 

Dr. Antonín Pleskot, 
s. p r o f e s s o r v P r a z e . 

Mnohé úlohy, zejména geometrické, mohou různými spů-
soby býti řešeny. Jest-li že úlohy takové připouští řešení jedno
značné, pak ovšem výsledky, jichž se doděláme, musí býti iden
tické. V tom spočívá pak důležitý spůsob, jakým možno zjednati 
si množství vztahů identických. 

V následujícím chceme ukázati, jak možno vyvinouti růz
ným řešením trojúhelníků některé vztahy goniometrické týkající 
se úhlů, jichž součet rovná se 180°. 

Vztahy ty lze snadno nalézti ze známé úlohy jak řešiti 
trojúhelník, dány-li jsou jeho úhly a poloměr kružnice opsané 
aneb vepsané. 

Označme vrcholy trojúhelníka písmenami A, B, C; strany 
nechť jsou a, 6, c, úhly «, /?, y, poloměr kružnice opsané ít, 
vepsané r, obvod s a plocha p. 

I. Stanovme plochu jp, je-li dáno K, «, /?, y. 
Plochu trojúhelníka můžeme stanoviti dvojím spůsobem; 

bud dle relace 
ab sin y 

p=—2— 

aneb tak, že ji vyjádříme jakožto součet tří trojúhelníků rovno-. 
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