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Casopts pro péstovéni matematiky a fysiky, rot. 73 (1949)

Etude des fractions continues suivant un module
entier m> 1.
Eugen Bunickif, Praha.
(Regu le 27 septembre 1947.)
I. Dans P’article ,,Kettenbruchentwicklungen der Quadrat-
wurzeln aus den ganzen inexakten Quadraten (Véstnik Kril. des.
spol. nauk, 1942) j’ai étudié les fractions continues suivant le mo--

- dule 2 (L c. §§ 7—11, pp. 5—11). Ici je vais étudier les fractions con-
tinues de la forme

1] 1 | )
— y Oy ooy @, . ' 1
a’l + la2 + + Ia [a'l 2 ] ( )
suivant un module entier m > 1 quelconque mais fixe; dans (1), les
a; sont des nombres entiers, @, = 0, a; > 0 pour k= 2,...,n.
Formons 1a suite des réduites =2, ..., =, oll
& @n

P, = a,, P,=a,a,+ 1, Py = ayPr +‘PL~_2 @)

Q=1 @, =a, Qi = Qi1 + Qi

pour k > 258l Ponpose Py =0,Q_1=1,Py=1,Q, =0, (2) est
vrai méme pour k= 1, 2. Désugnons par «i, Pi, ¢i les résidus de
a;, P;, @; (bien entendu: les plus petits résidus non négatifs suivant
le module m). Les schémes

~

) (“1: a25 . ;'y ‘xﬂ): - . - . (3)
N 1P+ -« Pn L -
(%q: Qn) . . )

seront appelés la série ca.nomque et le tableau de (l), les o; sont les

termes de (8), les eouples * sont les colonnes de (4). -

%

) Désxgnons par Fy Pensemble de toutes Ies fractmns (I)oun
a une valeur donnée et par F' I'’ensemble de toutes les fractions (1)
avec quelconque Deux fractmn.s de F, sont dites du ' méme type



s'ils ont la méme série canonique; donc il y a m® dxfférents types
dans F,.
Théoréme 1. Le tableaw (4) est déterminé d’une maniére univogque
par la série canonique (3) et réciproquement.
Démonstration: La premiére partie est évidente. De (2), on
déduit x, = p, et

P@Qi—2 — QiPis = ax(Pr1Qi-2 — Qi—1Pi—2) = (— 1) ay,
d’o
o = (—1)* (qepr—2 — Prgr—2) (mod m)
pour k > 2.
3. Appellons en général une ,,colonne‘ chaque symbole

; (ro=0,1,...,m — 1). (5)

Cette colonne sera s»admissible 8'il existe dans ¥ une fraction dont
le tableau contient cette colonne.

Théoréme II. La colonne (5) est admissible si (r, 0, m) =1 et
dans ce cas seulement. (Remarquons que cette condition est symé-
trique en 7, g.)

Démonstration. A) Si la colonne est admissible, il existe une
fraction irréductible P;: Q; telle que P; = mt + r, Qi = mu + o
(¢, w entiers), done (m, r, o) = 1. B) Soit inversement (r, g, m) = 1.
Posons r = dx, o = 88, ou 6 = (r, p). Il existe donc deux entiers
t > 0, u > 0 tels que ft — au = 1; d’autre part fr — xp = 0. En
posant P = mt + r, @ = mu + p on obtient P — x@Q = m. Cha-

- que diviseur commun de P, @ serait donc aussi diviseur de m et de
r=P—mt op=Q — mu. Donc (P, Q)= 1; par suite, dans le
tableau de la fraction coytinue P : Q = [a,, ..., a], la k-éme co-
. lonne est represenbée pré01§ément par (5). (En choisissant a1, - . .,an
d’une maniére arbitraire, on voit que [a,, ..., @;] & aussi la propriété
demandée.) ' '

Théoréme IIl. Soit donnée une colonne admissible; alors il existe
un tableau (4) dans lequel cette colonne occupe une place avec U'indice
-tmpasr et de méme un mbleau dans lequel elle occupe une place avec
Vindice pair.

' Démonstration. Soit [a,, @3, ..., 0] = P : Q une fraction

* dont le tableau contient la colonne donnée sur la k-tiéme place 4

‘suffit de montrer qu’il existe une fraction dont le tableau contient

.oette colonne sur la (k 4+ 1)-dre place Si a; = 1, alors [a,, a,, ...,

. -1, ], ot by =m + 1, a le méme; tableau comme la fraction

.. donnée, mais by > 1. Nous pouvons donc supposer a; > 1. Alors

-on & aussi P:Q = [a, ..., @p—1, ¢; — 1, 1], dene la colonne doanée

appara.iﬁ ici sur la (k + 1)-ére place.

ute



4, Théoréme IV. Le nombre de toutes les colonnes admsissibles est

. k 1
A(m) = m*U (1 — ———),

P
o Py, Py, - -, Pr SONL les facteurs premiers de m, différents entre euz.
Démonstration. Soit N(v, v, ..., ¥4) le nombre de toutes les
colonnes (5) ou r et p sont divisibles par p, p,, ... . Ona
Am)=m* — 2 No) +_ 2 N, vz) -
"< V. s
+ (__1)1c N, 2, ..., k) ()
Mais évidemment
| N )=
Vi Vo, oney Vo) =
v P Dh,

en substituant cette valeur dans (6), on obtient la formule cherchée.

Remarque. Remarquons une ressemblance avec la formule pour
le nombre de classes premiéres avec m, c’est-a-dire avec

1
qp(m)—mﬂl(l —E)

D’une maniére analogue, on obtient aussi cette formule pour g(m)
en comptant d’abord tous les nombres qui ne sont pas premiers
avec m. On voit aussi que A(m) > m ¢(m). )

5. Théoréme V. Soit (a, b, m) = 1. Alors la congruence )
ax + by + ¢ = 0 (mod m) (7)

a précisément m solutions différentes par rapport aux inconnues z, y.
Démonstration. Sow (@, m) = 8. Alors (7) équivant au
systeme

by + ¢ = 0 (mod 9), — +by+ %O(mod —6-). 8). -

Mais la premiére de ces congruences a exactement une solution
(mod 8) (parce que (b, 3) ='1), done —"61 golutions (mod m); et &
chaque solution y de la premiére congruence correspond exacte-

ment une solution z de la secondé (mod ) done solutxons modm

Remarque. Si (@, b,m) = 4 > 1, alors (7) n’a pas de solutmns
que si ¢ est divisible pa,r A jet da,ns ce cas, (7) éqmvaut -

——a:+ A Y4 — Y. —-O(modA)

L . ,~ om



ce qui donne pour z, y précisément 1/7;- solutions (mod —131), donce

—';i . 42 = mA4 solutions (mod m).

Désignons par 7', 'ensemble des tableaux de toutes les frac-
_tions de F,. Donc (Théoréme I) T, consiste de m® éléments. En
particulier, 7', est formé de toutes les colonnes (5) ou ¢ = 1. Nous
allons montrer comment on peut former ensemble 7', pour chaque n.
Soit p, ¢ une colonne admissible; elle figure donc dans un tableau
(4), p. ex. avec l'indice », c’est-a-dire p = p,, ¢ = ¢.. Sin > ».ona

qrpv—{-] - th-+1 = (__l)v+l (mOd m)> (9)
etsi»> 1,o0na
@Pr—1 — pgi—1 = (— 1)1 (mod m). (10)

Dong, la colonne d’indice » + 1 (pour » < ) et de méme la colonne
d’indice » — 1 (pour » > 1) doit satisfaire (en désignant cette co-

z
lonne par y

4 la congruence

& la congruence ¢,z — py = (—1)—1, c’est-d-dire

»x — py =1 (11)
ou

T —py=— 1| (12)

(mod m), suivant que » est impair ou pair.!) Mais (11) (et de méme -

(12)) a exactement m solutions (Théoréme 5). Nous pouvons donec

construire un ensemble de tableaux & 7 colonnes comme il suit:

1

“1,...,m — 1). Si les colonnes 51 5’ ont été déja choisies (et si
e

Choisissons pour ;’1‘ Pune qu;elconque des colonnes ¥ (p =0,

¥ < n) choisissons pour Prt1 ufie quelconque de m solutions T de
: +1

(11) ou de (12) (selon la, parité de ») telle que 0 <z <m, 0 <

£ 4 < m. On parvient enfin & un tableau & n colonnes; on obtient

- en tout m® tableaux différents & n colonnes et, evxdemment cha-

que tableau de 7', est contenu parmi ces tableaux. Mais le nom-

‘bre de tous les tableaux de 7', étant égal & m", on voit que les.

;&bleaux que l’on obtient ainsi sont précisément les m* tableaux
e Ty :

6. Une colonne admisgible g " étant donnée, nous allons appeler

_ 1) Cesn deux congruences sont identigques pour m = 2, différentes pour
m > 2. "

< ‘.llﬂ‘"



,,voisinage facultatif'* de cette colonne l’ensemble de toutes les
solutions z, ¥ (0 < z, y < m) de (11) ou-de {12) selon la parité de ».

Nous savons déja que, si un tableau (4) contient la colonne P la

colonne précédente et la colonne suivante appartiennent & ce voisi-
nage facultatif.

Pour construire ces voisinages facultatifs, posons 4 = A(m)

{Théoréeme IV) et désignons par :;'_ (¢=1,...,4) les colonnes
1
admissibles; désignons ensuite par :)“ resp. par 2}’; (k=1,..., m)
Tk K

les m solutions de

oix — r;y = | resp. de gix — r;y = - 1 (mod m).

Nous obtenous ainsi les schémes suivants, donnant tous les voisi-
nages facultatifs de toutes les colonnes admissibles:

1 (v impair)- I (v pair)

r T oo Typg ry " T im
’ ’

0 011 c- Q1 & @n - Q1

Ta T Tom Ts s " om
’ w4

o | o o | O om

T4 AL Tam T4 Ta1 T Am

Q4 €41+ Qum Q4 Q41 Q4m

On obtient le schéme II, en posant
i = — T, 0'x = — pix (mod m).

Le procédé décrit dans 5 montre comment on peut utiliser les
schémes I, IT pour constrmre tous les tableaux de 7.

7. Soit ﬂ. une colonne admissible; désignons par T ('n, ﬂ)
Fensemble de tous les tableaux de 7, dont la deljniére colonne est ;.'

Soit, de plus, g une colonne du voisinage facultatif de & ") e et goit

(sin > I.) T(n,gg) Pensemble de tous les tableaux de T( ,g)'

2) 'Cette derniére colonne correspond & l'indice ».

i .




dont I'avant - derniére colonne est 7(; Soit v(n, ;) resp. v(n,’é ;)
le nombre de tous les tableaux contenus dans T(n,g resp. dans
T( ' /3) (P. ex. on a v(l ﬁ) =0, s f #+1.) On a évidemment,

en désignant toujours par gi- (t = 1,..., A) les colonnes admissibles,

4
mh = > vin, 7’.')' 13

igj_ ( _@‘i ( )

Ensuite, en supposant toujours que 7(; appartienne au vbisinage

facultatif de % L il suit des considérations dans 5, 6 que

w(n,’(’s g) - v(n — 1;75). - (14)
Enfin, on a
AR Sk (15)
v(n, 9) = kzlv(n -1, Uk)’
ol les colonnes 'Z: forment le voisinage facultatif de la colonne ad-
missible ;
En conservant les notations des schémes I, IT dans 6, on voit
que . :
) 2 ' '
0(2;;-{- 2, 9{) S (2,u+ 1, ) (=12, 4;5=0,12.)
s k=1
(16)
y(zp +1, ;') 3 (2”, rm) G=1,2. . Ad;p=1,2:) (17
8, . k=

On a v(l,'i‘) =1, mais »{1,%) =0 pour toutes les - colonnes
admissibles ot 8 4: 1. On voit donc que (16), (17) permettent de

trouver successivement toutes les valeurs v( ‘) (t=1,...,4).
'Nous en allons donnetr une détermination exphcxte pour m = 3.
h x %

Cox

8. Soit maintenant m = 3. On ‘a A(3) = 8 colonnes admis-
sibles, et les schémes I, IT dans 6 prennent la forme suivante:

BT



I, v impair IL, v pair

1 0 2 1 1 0 1 2
1 2 1 0 1 1 2 0
0 1 11 0 2 2 2
1 2 10 1 1 2 0
2 2 0 1 ’ 2 1 0 2
1 2 1 0 1 1 2 0
2 0 1 2 2 0 2 1
2 1 2 0 2 2 1 0
0 2 2 2 0 1 1 1
2 1 2 0 2 2 1 0
1 1 0 2 1 2 0 1
2 1 2 o 2 2 1 0
1 2 0 1 1 1 0- 2
0 2 2 2 0 1 1 1
2 1 0 2 | | @ 2 0 1
0 1 1 1 0 2 2 2

Parce que 4 = 8, les équations (16), (17) forment en tout 16
équations aux différences finies pour les fonctions

v(n, i) = X(n)‘, v(n, (1)) = ¥Y(n), v(n, %) = Z(n), v(n, §)= x(n)",

v(n, (2)) = y(n), w(n, ;) = z(n), v(n, (1)) = Ul(n), v(n, ?)) = u(n).
On a
X()=Y(1)=Z(1) =1, - (19)
(1) = y(1) = 2(1) = U(1) = u(l) = 0.
Pour simplifier les calculs, posons encore ‘
- X(0) = Y(0) = Z(0) = z(0) = y(0) = 2(0) = «(0) =0, (20)
U0 = 1. ‘
Les équations (16) prennent maintenant la forme (« = 0)

X2u+2)=Y2u+ 1)+ 22u+ 1)+ w(2e+1) (21)
Y(2u+2) = Z@2u+ 1)+ x(2u+ 1)+ w2 +1) (22)
Z(2p+2) =X+ 1)+ y@u+ 1)+ w2+ 1) "(23)
2(2u+ 2) = y(2u + 1)+ Z(2u + 1) + U(‘mi 3 gg;

y2u+ 2)= 22+ 1)+ X(2u+ 1) + U2y
‘ ‘ ‘ 116



22+ 2) = 2@u+ 1)+ ¥+ )+ U@p+1)  (26)

U2p+2)=X(2u+ 1)+ Y(2u+ D+ 2(2u41) (27)

w(2p 4 2) = 2(2u+ 1)+ y(2u+ D+ 2(2+1). (28)
De méme on obtient des équations (17) une série des équations que
nous allons numéroter par (21’) — (28'); elles proviennent de
(21)—(28) en remplagant 2u + 1, 2u + 2 par 2y, 2u + 1 et en .
interchangeant, aux seconds membres de ces équations, les majus-
cules avec les minuscules; p. ex.

X(2u+ 1) = y(2u) + Z(20) + U(2p) (21')
etc. En utilisant (19), (20) on voit que ces équations restent vraies
méme pour x = 0, donc pour chaque g => 0. Pour simplifier I’écri-
ture, écrivons Xy, ..., u, au lieu de X(2u + 7), ..., u(2u + r); alors
les derniéres 16 équations prennent la forme

Xo=Y4+ 24+ %, (29) Yo=2,4 z,+ w, (30)

=X;4+ 5+ uw, (31) %=y, + 4+ U, (32)
5= 2+ X, + U, (33) =2, + Y, 4+ U, (34)
U= X, + Y1 + Z,, (35) U= %, + Y+ 2, (36)
Xi= yo+ %+ U, (37) : Y1 = zo + Xo+ Uy, (38)
Z,= x+ Y, + U, (39) = Yo+ 2+ up (40)
h=2y+ m+ u, (41) zl Xo+ yo+ % (42)
U= 2+ %+ 2 (43) =X+ Yo+ Z,. (44)

Remarquons encore: Un changement de u en u + k correspond au
ohangement de » en r 4 2k (p. ex.

X2 (u+ k) + 1) = X(2u + (2k + 7).
C’est-a-dire chacune des équations (29)—(44) reste vraie si 'on
ajoute & tous les indices un nombre pair 24 > 0; p. ex. on a
X¢ = Y; + 25 + u;. En retranchant (32) de (29) et en utilisant
ensuite (38), (39) et (41)—(44) on obtient X; — 2, =Y, — y, +
+2—2Z, + u, — U, = 3(Xy — 7)), c’est-d-dire X(2,u+2)——
- -’&‘(2# + 2) =3 (X(2,u) - 1(2/4)) Mais (voir (20)) X(O) == Z(O)
donc
X(2u) = :v(2p) c’est-a-dire X, = :1:,, (45)
’,On obtient de la méme maniére S
, Y“?la‘—3(yo Yo)» Z, — 2= 3(%, — )
_Ad’otl _ '
- L Y=y  (46) Zo= 2. (46")
-Emmtex,—Y,—Y——Z-{- —x1;2Xo—2Yo+yo—"Zo::
= Xy — Y, (voir (45), (48)). Amm X(2p + 2) —~ Y(2u + 2) =
e X(2;4) Y{2u) et (voir (20)) X(0) = Y(0) = 0, donc X(2u) =
Y( ,u) D’une mamére ana.logue X, - 7, —»X — Z,, d'ob

418



X(2u) = Z(2u). En' utilisa.nt.(45), (46), (46') on obtient

Xo= Y0=Z0—‘——xo=y0==z,,. (47)
{47), (37)—(39) et, d’autre part, (47), (40)—(42) donnent
X, =Y, =2, = 22,4 U,, (48)
X =y =2 = 2% + . . (49)
Ensuite, (35), (36) et (43), (44) donnent
U, = 3X,, (50) u, = 3x,, (61)
U, = 3=, (52) u, = 3z,. (53)

En employant ces équations et en a.ugmentant éventuellement les
indices de 2, on obtient:

ty = X, + @ -+ 3z, (voir (29), (47), (48), (49), (53)).  (54)

B = X3 + %3 + 32, (65)
Xy = 2z, + U,, @3 = 23, + u, (voir (48), (49)), (66)
X; + 23 = 4%, 4 3 (X, + ;) (voir (56), (50), (51)). (67)
z, = Tz, + 3 (X, + z,) (voir (55), (67)). (58)
Mais (58) et (54) donnent

— 10z, + 92 = 0. _ (69)

En posant z(2u) = n(p), (59) prend la forme ,
7(p + 2) — 10q(u + 1) + 9q(u) = 0. ' (60)

Les racines de I’équation caractéristique ¢ — 10¢ + 9 = 0Osont 9, 1,
de sorte que la solution génerale est 7(u) = ¢; . 9% 4 ¢,. Les condi-
tions initiales sont %(0) = z(0) = 0 (voir (20)), n(1) = z(2) =1
(voir (32), (19)), d’olt ¢; = — ¢, = §. Donc

Xo=Yy=2Zy=T=yo=2= (3% — 1), (81).
c’egt-a-dire (voir (18))

1 ) ' 2 2\. 0
v(2y, 1) = v(2‘u,‘ 1) o v(2y, l) = v(2,u, 2)‘= v(2p, 2) = (62)
' = 7(2/4, 1) = § (3% — 1). -
- L’équation’ (13) donne (voir (18)) ,
-X(n) + Y(n) + Z(n) + a(n) 4 3/(") +2(n) + U (n) + . (63)
7k un) = 3n.

(Remarquons que cette équation peut- étre aussi obtenue en ajou-

tant (21)—(28) d’une part et (21°)—(28’) d’autre part: on obtient-

que le premier membre dans (63) est multiplié par 3, si » augmente-

d’une unité, et sa valeur pour n.= 1 est égale & 3 d’aprés (19)) En-
PR
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posant n = 2 dans (63) et en employant (61), on obtient

U(2p) + w(2p) = § (3% + 3). (64)
D’autre part, on obtient (voir (50), (51), (48), (49)) Uy — uy =
= 3(X, — ;) = 3 (Uy — up), done U(2H+2)—’u(2ﬂ+ 2) =
=3 (U(2p) — u(2u)); mais U(0) — «(0) = 1 (voir (20)), d’otr

U(2u) — u(2u) = 3+ (63)
Maintenant (64), (65) donnent
Uy= UG2i) = (2, o) =4 (3% + 4.3+ 3, (66)
wo= (@) = v, ) = § (B — 4.3 +3).  (67)

‘Des équations (48), (49), (52), (53) & 'aide de (61), (66), (67), on trou-
ve X; = X(2u + 1), ..., u, = u(2u 4+ 1); en utilisant (18), on
obtient :

v(2p. + 1, {) = v(2,u + 1, (1)> = v(2,u +1, %) =
— } (3% 4. 304 1),

u(2,u +1, ;) = v(2y +1, g) = 1’(2# + 1, ;) =
— § (3%l — 4,30 1 1),

ou+1g) =s(z+ 15) =¥ -3, (0)

Les formules (62), (66), (67), (68), (69), (70) donnent la solution du

~ probléme.
9. Revenons au cas d’un module m > 1 arbitraire. Nous allons
dire que 7'y est complet, si chaque colonne admissible figure comme
la n-éme colonne dans un tableau de 7', c¢’est-a-dire si tous les

(68)

(69)

nombres v(n, g) sont positifs (pour chaque colonne % admissible).

.P. ex. pour m'= 3 cette condition est exprimée (voir (62), (66), (67),
(68), (69), (70)) par les inégalités 3% — 1 > 0, 3% + 4.3# + 3 > 0,
— 4.3 4 3= (3% —3) (3¢ — 1) > 0si » = 2u, et par les iné-

) g&htés 32+l 1 4 3«4+ 1> 0, 32“+1 — 4.8 1= (36+1 —1)(8¥ —
—1)>0, 3%+1— 3 > 0sin = 2u + 1. On voit que ces conditions
sont satisfaites si 7 =3 et dans ce cas seulement. On peut
démontrer ce fait aussi sans avoir recours aux formules expli-

- pites pour les »{n, ﬁ) On construit d’abord T, T,, Ts et 'on con- '

_state que T, est complet, mais que T}, T, ne le sont _pas. Ensuite,
-en observant les schémes I, TI en 8, on voit que les voisinages facul-

!
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tatifs de toutes les colonnes admissibles contiennent, dans leur
ensemble, de nouveau toutes les colonnes admissibles. Donc: si T
est complet, Ti+1 l'est aussi.

10. Soit 73‘ une colonne figurant sur la derniére place dans un
tableau de T',. Si, pour chaque colonne y du voisinage facultatif

de 11 existe dans T', un tableau contenant % s © ﬁ comme l’avant-

derniére et la derniére colonne (c’est-a-dire si

o} 5) == 14)> 0

— voir (14)), on dit que la colonne % posséde dans T, une ante-

cédence compléte. Si ceci est vrai pour chaque colonne figurant sur
la derniére place dans un tableau de 7T',, nous allons dire que Ty
posséde une antecédence compléte. Prenons de nouveau m = 3. Si

n > 3, la condition v(n — 1,2;) > 0 est remplie (voir 9) et T,

posséde une antecédence compléte. Mais 7', T,, T, ne jouissent pas
de cette propriété. En construisant 7', on verrait qu’aucun tableau

de T, n’a pas (2) pour la derniére colonne et que parmi les autres

sept colonnes accessibles ce n’est que (1) qui a dans T, une antecé-
dence compléte. De méme, en construisant 7'; on verrait que le
colonnes (2)’ ;; g ne possédent pas 'antecédence compléte dans T,
tandis que les autres 5 colonnes admissibles la possédent.
*
Studium Fetézovych zlgmkii podle celistvého modulu m > 1.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

Je-li ddn fetézovy zlomek (1) (a; celd, @, = 0,a¢ > Oprok > 1),
definujme Py, Qi rovnicemi (2) a oznalme o, Pk, gx Nejmensf neza- -
porné zbytky ¢isel ag, P, @i podle modulu m. Kazdému zlomku (l) ,
je tak prifazena tabulka (4). Autor studuje mnozinu 7', v8ech moz-
nych tabulek (4), ptislu§nych viem zlomk@m tvaru (1) pti daném n
a poddva ndvod k jeji konstrukei. Ve specialnim pifpadé m = 3
udava m. j. explicitni vyrazy pro podet onéch. tabulek (4) mnoZiny
T,, pro které posledni sloupec (t. j. ¢isla. pa, ¢a) je pFedepsén. '
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