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SN =18'N na r r || C'C”"; bodem 1N vedena pi{mka 'N2N || 1V‘;S'
davd bod 2N a 2NV = SK'.

- Cheeme-li obdobu pro shodné a souosé paraboly o ose p (obr. 3),
vytkneme si bod é a od ného ve vzdédlenosti parametru kolmici d
k ose. Kolmici n v bodé K bez rysovan{ pomocnych ¢ar vyhledame
takto: Naméfime vzdalenost bodu K od d, naneseme od 6 na p do
bodu N a NK je zZidans norméla kfivky £, stejné pro kfivku I stano-
vena v I norméla. Chceme-li v bodé 3 sestrojiti normalu, uéinime 36
rovné vzdalenosti piimky r od d; V, R jsou zZadané paty.

Je-li na piiklad ddna elipsoidalni klenba o lici v ploe ¢
(obr. 4), sestrojime si kdekoliv redukéni ahly '¢ o vrcholu 'V pro
pomér 11 = U,S, : MS, a 2p o vrcholu ®V pro pomér 24 = U,S, :
: PS,, kde M a P jsou stfedy hlavnich k¥ivostf feziim a p. Pro bod K
vySetiime normélu tim, Ze na m, od S, do bodu 2 naneseme na 2%p
redukovanou vzdalenost K, — 0, a na p, od 8, do bodu I na thlu ¢
redukovanou vzdalenost K, — o,. 1K, je pudorys, 2K, je narys
pozadované normdaly. Narys i ptidorys lze stanoviti neodvisle; tak
byl pro bod O plochy ¢ sestrojen pouze narys 30, za pomoci re-
dukéniho thlu 2g.

Uvedené konstrukee jsou vyhodné zejména tim, Ze jsou velni
struéné & nezatézuji nakresnu pomocenymi ¢arami vibec.

Odhad prosté hodnoty integralii a kriteria pro konver-
genci nevlastnich integralii.
Jan _Maf&, Praha.

Uvod.‘Méjme redlnou funkei f, definovanou v intervalu <a, b). -
* Systém ¢isel xy, 2y, ..., Ta—1, T, (n je piirozené &slo > 1), splitujici
vztah @ = 2y < x, < ... <.Zp_; < ¥, = b, nazveme délenim inter-

n
valu {a, b>. Kazdému déleni prifadme &fslo 2. (f(az) — f(@i—1)|. Je-li
. ¥=1

mnozZina téchto ¢isel shora ohranidend, fekneme, Ze funkece f m4
v {a, b) koneénou variaci. Supremum té mnoZiny oznacime V(a, b)
a nazveme je variaci f v {a, b). Podobné definujeme V(z,, #,), kde
a < x; < , < b. Bez dikazu uvddim, %e plati V(a, )+ V(xl, Zg) =
= V(a, x,). Je tedy V(a x) neklesajici funkef proménné z. Déle .
uvadim bez dikazu, Ze funkce s kone¢nou varidci v (a, b) mi tam
integral Cauchy- -Riemanniv. \

Vita 1. Mé&jme interval (a‘ b>. V tomito mtervalu mé’yme rediné
funkee . 9; funkei f integrovatelnou a funkci g s kon. variaci V. Pak
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existuje &, a < & X b, tak, e plati

b ¢ .
afi(w) g(z) dz| < (V + |g(b)]) - {f(w) da|. (o}

Dikaz. Utvoime délenf a = vy < 2, < ... < Zp—1 < T = b;

n
oznaéme A; = ¥y — 23— a utvoime soubet 8 = Zf(xl,) g(zx) Ag.
k=1

: k

Oznaime dile f(xi). 4r = ok, g(2x) = Bi, 0o = 0, o = Zoc,-. Pak
. i=1

platf

8= zaxﬂk Z(Gk — 0%—1) P = zdkﬁl kggb-lﬂk =
n-—l n—1

Zakﬂk Zak Br 1= Zok(ﬂk ﬂk+1) + 6uPn.

Existuje index 7, 1 =<: 7 g n, %e platl loy) = loa] prok = 1,2....,n
Pak plati .

n—1

ls| < oyl (gllﬁk —~ Pl + lﬂ»l). (B
Oznadme jesté M — sup f(z) a podobné definujme myz. Pak plati

Zk_1§.x§Il.
j )
zmk Vi P g aj; é ZM&A;,
k=1 ; E=1
a také
' ' j *j 5
2mide < Jf@) de < I Mid
=1 a -
a tedy

— [f=) de| < g(M,, —m) 4 < Z(Mt — my) Ar.

' Oznaéme Z(Mg — mz) i = Q. Pak plati la,] < Iff(z) dx‘ + Q.

- Protoze j ]e mtegral a tudfZ i jeho prost& hodnota spojitou funkef
horn{ meze, exxstu]e Ee {a, b) tak, Ze pro viechna z € (a, b) plati

| ‘l!f(z) dxl f Hx) dz|. Je tedy |oj] < ff(:z:) dz
“-do {B) dosta.vame (plati totiz té.kékzllﬁk — Bl V)
R < =]

<l

[H(z) dz

+ Q. Dosazenim

Lzlf(zb) g(xe) A + Q)- (V + lg(b)l)- )



To plati pro ka%dé dsleni; ¢islo & na déleni nezavisi. Utvofme po-
sloupnost dslenf tak, aby kazdy interval m-tého déleni mél délku
b— .

2. Nerovnost (y) pak platf i pro limitu, éimz je dokdzéno ().

Véta 1a. Budte a, b komplexni &isla. Mé&jme v komplexni ro-
ving spojitou kiivku K konecné délky o koncovych bodech a, b. Na
této kiivce budte definovdny spojité komplexni funkce f,g. Necht
g, zobrazuje K na kfivku délky V. Pak existuje & e K tak, Ze platt
(), integrace se ovdem provadi po kfivce K.

Dikaz pfenechavam ctenam Délku kiivky definujeme o¥em

jako supremum [vyrazu z lg(x:) — g(x¢—1)| pro vSechna délenf

i=1
intervalu <a, b).

Véta 2. Méjme interval {a, b); té£ miZe byt b = oo. V tomto inter-
valu méjme redlné funkee f, g. Necht pro kaZdé c, a < ¢ < b, existuje

vlastni integrdl [f(x) dx. Mé&jme &islo B tak, %e v ka*dém intervalu
{a,c> md g konaeé'nou variaci V(a,c) a Ze plati V(a,c) < B. Necht
. b

existuje vlastni nebo mevlastni integral [f(x)dx. Pak existuje té%
a

. b .
vlastni nebo nevlastnt integrdl [f(x) g(x) dz.

Dikas: Plati[g(@) — 9(e)| < Vi(a, ¢) < B, tedy g(e)| < lg(@)]+
+ b. .
’ b

Zvolme ¢ > 0. Protoze existuje f f(x) dz, existuje ¢, <'b tak, Ze

< < X< b= xdx
emstu]e 5, Co < wl < £< z, < b, tak Ze plati

. Podle véty 1 pak

S (Vim,

< (B + |g(a)| + B) . Wem; &. )

Je tedy splnéna Bolzano-Cauchyova podminka pro konvergenci
integralu. ,

Vita 3. Mé&me tnterval {a,b); té£ m'ﬂ,ie byt b =oc0. V tomio
intervalu mé&jme redlné funkce f, 9. Mé&j )me Cislo A tak, ze pro kaidé c,

aLe< b, existuje viastni 'mtegrdl f f(x) dz a platt- f f(z) da| < A.
Mé'yme éislo B tak, %e v kaZdém intervalu {a,c), a < o< b md g
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Iooneé’nou variaci V(a,c) a plati V(a,c) < B. Budi¥ lim g(z) = 0

z—>b—

(resp. lim g(x) = 0). Pak existuje viasini nebo nevlastni integrdl
T—>®© .
b
JH(=) g(z) d. | |
Diikaz. (Vyraz lim znamena bud lim nebo lim.) Protoe je
r—>b— T—>

V(a, ) neklesajici a ohrani¢end funkece z, existuje lim V(a, x) =
= sup V(a, x); oznacime je V. Zvolme e > 0. Pak existuje ¢, < b

tak, lec, <2z <b=>V — V(a, 2) < Protoze jest lim g(z) =

4A

= 0, existuje ¢, < b tak, Ze ¢, < x < b= |g(x) < ﬁ Budiz

¢, = max (¢, ¢,). Pak ¢, < x; < x, < b= existuje & Ze plati
< ES @,
!

Plati 0< V(xy, x,) = Vg, x,) — Vie, x) SV — Via, x) < —

2) g(@) da| < (V(xy, @) + 9(2,)])

4A
. . : 8 8 ’
Rovnéz platf |g(z,)| < ia tedy V(x;, x,) + |g(x,)| < A" Dale
§ 3 2%
jest | [f(z) da| = |[f(x) daz — [f(x) da| < 24. Nésobenim nerov-

. Ty .
nostf dostavame | [f(x) g(x) dxl < ¢. Je tedy opét splnéna Bolzano-

. z,
Cauchyova podminka pro konvergenci integralu.

Dvé eliptické kubatury.
Dr Viadimfr Ry¥avy, Praha.

’ Uvadime dva piiklady kubatury téi_es obsahujici integraly
eliptickych funkef. .

A) Urditi objem télesa uzavieného obalovou plochou kouli,
jejich stfedy leZi na elipse b%* + a*y? = a?? a jei jdou potdtkem.
] Rovmce plochy jest _

, @y — (b, -

. ’vré"sférickych ‘souradmcich o )

" D
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