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(e). Je-li m? + n? = r* = p? degeneruje zobecnéna Bernoul-
liova kvartika ve dvojnidsobné branou rovnobé&iku s osou x
o rovnici (y — n)2 = 0 a elipsu _

| E—mp  —nP_
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- Z&kladni rovnice pro pohyb proménného rovinného
ttvaru a ‘jeji pouZiti v theorii rovinnych k¥ivek.
Zdenék Pirko, Praha.

: V pojednénf ,,Pohyb proménného rovinného ttvaru‘‘*), otigté-

ném v tomto Gasopise, odvodil jsem jisté velmi obecné rovnice (na-
zval jsem je ,,zobecnéné rovnice Cesarovy‘‘) a ukazal, Ze vhodnou
jejich specialisaci 1ze dospét k rovnicim, které v podstaté nejsou nic
jiného ne% ,,zédkladni rovnice Mannheimovy — d’Ocagneovy*,
z nichZ vychazi kinematickd geometrie pfi studiu vlastnosti pro-
ménného rovinného Gtvaru. Methoda, kterou jsem dospél k zobec-
nénym rovnicfm Cesarovym a odtud k zakladni rovmici pro po-
hyb proménného rovinného atvaru, byla methoda pohyblivé sou-
stavy soufadnic.

V tomto ¢lanku podavam jiné (dva) elementarni diikazy této
zdkladni rovnice a to methodou Kklasické diferencialni geometrie
a zérovell ukazuji na jinou moZnost jejtho pouZitf, totiz v theorii
rovinnych kfivek.

1. BudiZ déna rovinna kifivka I" s obloukem o a s p&rametrlc-

kymi rovnicemi
§ = &(0), 1= n(o), ' - (D)

kdez &(a), 5(o) jsou jednoznaéné funkce parametru o v jistém spoled-
ném oboru, které maji prvni a druhou derivaci. Je-li z fihel, ktery
svird kladné tetna této kfivky s kladnou osou tusedek sousta,vy,
k niz je kiivka I'rovnicemi (1) vztaZena, tu platf nejprve £’ = cos 7,

7' = sin 7 &ili &2 4 7’2 = 1 (jestliZe jsme akcenty oznadili derivace
podle oblouku o) a tedy '
. 5’5” + 77’17” — 0. i ' (21)
Déle ze vztahu tg v = %’ : ¢ plyne . v
o e = (24)
Z obou rovnic obdrzime , o~

E” — nltr’ 7]" . 5’7’- . (3)
-*) Casopis pro pést. mat. a fys., 71 (1946), 71—177. - '
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Obecnému bodu (¢) kiivky I pfitadme nyni bod (z;y) takto:
na teénu kiivky I' v bodé (¢) nanesme od bodu dotyku v kladném
smyslu jejim délku I = l(g), kdeZ I(g) je dané jednoznaéna funkce
proménné o v jistém oboru, v némzZ jsou jednoznaténé i funkce
&(a), 7(o), ktera m4 prvni derivaci. K_rajni bod takto sestrojené
" Gsedky (jiny nez bod dotyku (&; 7)) méjz souradnice (x; y). Nabyva-li
parametr o viech svych hodnot na kiivce I, vytvori body (x;y)
k¥ivku C, jejiz parametrické rovnice jsou

e=E(4+ 1, y=n+1, (4)
parametrem na kfivee C je nyni ovéem oblouk na kiivee I
Z rovnic (4) vypodtéme ‘
=014+, y=»0+1)y =1y (5)
takZe plati nejprve
ylé, __xlnl — (5’17” J— "7’6”) l
a tedy, vzhledem k rovnici (2,),
\ y,é:’ . m/n/ — lT,. ‘ (6)
Z rovnic (5) vypodtéme jesté
xln” Eﬂ — (5’ 4 7]'5”) (1 + l!);
i plati opét vzhledem k rovnici (2,)
III y§~( +ll)TI.
Zjednodume jests levou stranu této rovnice na zakladé vztahi (3),
vyluéme dale piipad, Ze by éara I" byla piimkou a vyluéme ony
body kiivky I'; v nichZ mé nulovou ki#ivost; obdrzime posléze
. xlgl +:yln/ =1 + l,. (7)
- Definujme jako kladny smysl na kfivce C smysl, v ném% roste
jeji oblouk s. Oznaéime-li pak ¢ tihel, ktery svird kladnd teéna
k¥ivky O s kladnou osou tuseéek soustavy, k niz je kfivka C rovni-
cemi (4) vztaZzena, pak pro thel », ktery sviraji odpovidajicf si teény
kiivek I', C plati
' y=9{—1
gy BT GE) (i) yE—a
Titgitgr 1+ @ @) :&) & Fyn
~Pouz1]eme-h tedy rovnic (6), (7), nalezneme pro thel » vyraz, ktery
nen{ zavisly na soustavé soufadnic, totiz:

I’ ;
vy = arctg T (9)
Vypoétéme nyni (za piedpokladu, Ze 1 4 I’ + 0)
. \\
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tg v ‘ _ r
NT+tgry e+ a+Tpr—
+ +
Pouzijeme-li znovu rovnic (6), (7), nalezneme nejprve -
lz + (1 + l’)z 11_2 — [(ylél xrnr)z + (xlsl + yl l)g]__rf_z —_—

ds\2

=@ty @by =t = (g

siny =

T

ObdrZeli jsme tedy tento vyraz pro element oblouku kfivky C,
nezavisly na soustavé soufadnic:

ldr

ds = —.

sin v

(10)

- Jiny zpusob, jim% muZeme odvodit vztah (9), je tento: Oznalime-li
» kfivost kiivky I'v bod$ (o), plati nejprve znamy vztah
= ‘ £lr 17” H i (11)
pro kiivku C plati parametrické rovnice (4) a z nich vyplyvajici rovnice (5);
pro udhel v pak plati vztah (8;)

tgr=| 50| @ +ym. C e

Poutivajice rovnic (5), miizeme psat rovnici (8,) také ve tvaru

tg‘ll:{ ’ 50’ g 1 77”’ 11':
&+ U+ Uy +In" 4 Uy
(& + W+ VE)VE+ (' + "+ Un)y')
Snadnou vpravou viak nalezneme .
1: (1410

. tg v =‘ I g’ Zﬂ
a tedy podle (11) )

coZ je rovnice (9) ' -

2. Rovnice (9) a jeji disledek, rovnice (10), byly v pra.m, o niz
se zmifiuji v uvodu, vychodlskem k odvozeni zdkladnich rovnic
Mannheimovych — &’ Ocagneovych v kinematické geometrii
promenneho rovinného ttvaru. Ukazme zde na moznost jiného
poutzitf rovnice (9)! Zddame-li, aby tihel » byl staly, je nutno a stadf
volit funkei /(o) tak, aby vyhovovala linedrni diferencidlni rovniei
prvniho fadu
' ' —xlcotgy+1=0 ‘(v = konst.).

Bude tedy
I = exp (cotg »[« do) [C — [ exp (— cotg v f % do) do]
(C mtegracni konstanta.)
a z rovnic (4) obdrzime .
.2 = 8 + exp (cotg »[x do) [C —[exp (— cotg»[x do) do] & (12,)
- 'y=mn-+exp (cotgvfx do) [C —fexp (— cotg »[% do) do] n} 1
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BudiZz nyni x = x(o) pfirozend rovnice knvky I. Pak rovnice
(12,) vyjadiuji parametricky (parametrem je oblouk o) viechny
trajektorie, které protinaji teény krlvky I' pod stalym thlem v,
vyjadiuji tudiZ isogondini trajektorie tecen kfivky I'. Tuto okolnost
je vBak moZno vyjadfit jesté Jmak Teéna kiivky I' svird s normalou
kiivky C staly ahel Jn —», jinymi slovy: kfivka I' je obalkou
piimek, které sviraji s normélami kfivky C staly uhel ¢ili k¥ivka I”
je evolutoidou kiivky C. Povaiujeme-li nyni kiivku I' za kiivku
zékladni, jak jsme to dosud é&inili, je kiivka C inversni evolutoidou
&ili evolventoidou kiivky I'; (12,) jsou parametrické rovnice viech
téchto evolventoid.

Ve zvlastnim p¥padé, kdyz kfivkou I" je kruznice

g . C . 1
= —_— = —— . . T e l
& acosa, 7 asma, t.j. = o (13)
obdrzime z rovnic (12,)

x = acos—g—-—-[a tgv + C exp (f——cotg v)] sin -~

, a a T a
. o o o (14)
y-=asm—a—+[atgv+Oexp(z—cotgv)]cos—a— S

jakoZto parametrické vyjédi‘eni v8ech evolventoid kruZnice (13).
Poznamenejme jesté, ze rovnice (14) ztraceji platnost v piipads
trajektorii ortogonalnich, t. j. pro » = In. V tomto pnpade je podle

9
14+01'=0¢l!l=C—¢c

(C integraéni konstanta) -
a rovmce (121) se redukuji na
z=£4(C —O)E} o 9
y=n+(C—o)n 12
Tak zase pro kruzmcl (13) a v = }x nalezneme

x = acos—g—— (C—o) sinil
.
-y =asin_ —f—'«(C’»———a) cos——l

L Zé,démeh aby pro ¢ = 0 bylo + = a, y = 0, bude10——0aza
. téchto podminek obdrzime z pf'edchaze]icich rovnic (s novym

G

parametrem o = P
. ‘ :

" x = a (cos w +.w sin w)
Yy = a (8in o — w cos w)f’

kS

parametrické rovnice evolventy kruznice, jak jsme mohli ofekdvat.
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