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0 tvoreni jistych rovnic, jez 1ze algebraicky resiti.
Napsal
Eduard Weyr.

Pan Vojtéch Jiger sdéluje na str. 25. a 121, roé. VIIL
tohoto casopisu rovnice pdtého, sedmého a devitého stupné,
z4vislé na dvou parametrech, jez lze obecné Fesiti, a podotyka,
7e se vie obdobné mi i pro rovnice stupfifi vy3sfch. Resenf
oné rovnice patého stupné zaloZeno na identité

(o + @g)® — 5oy @y (& +@)° + D&% 0 (@) | 5)

— (o, + @,%) =0,
a FeSeni rovnice uvedené sedmého stupné na identité
() + )" — Ty ay (& + )’ + 14 o2 0, ® (2 + @,)°
— T30y (0 4 ) — (" @,") = .

Naskytd se tu otdzka, kterak lze methodicky tyto totoz-
nosti vyvinouti, kterak i obdobné totoZnmosti pro 9., 11....,
a viibec pro libovolny lichy, aneb i sudj stupeir stanoviti? Chei
k témto otdzkdm odpovédéti a zdroven ukdzati, jakym splisobem
se mohou tyto uvahy generalisovati, t. j. kterak lze sestrojiti
vy$8§f rovnice i jinych tvarli a algebraicky obecné FeSitelné.
Chtéje byti vzhledem k elementirnimu rézu téchto dvah sroz-
umitelnym i zacdteénikdm, pojedndm o véci trochu obSfrnéji.

I. Budte e, a «, kofeny rovnice druhého stupné

af+pa+-q=0, ()
t. j. predpoklidejme, Ze
o+ =—p; @ 0 =g (1)
Utvofme si rovnici, jejfZz kofeny « se rovnaj{ souctu patych
5 5

odmocnin z hodnot e, a e, t. j. rovnici o kofenech Vo, 4 \/a,.
Pita odmocnina libovolného ¢isla mé obecné pét hodnot; kom-

b
binujeme-li secftinfm kaZdou z pé&ti hodnot \/e, s kaZdou

b
hodnotou V/a,, obdrifme 25 souctd, t. j. 25 hodnot . Rovnici
dvacdtého pédtého stupné, jejiz kofeny jsou tyto soucty, lze
takto utvoriti. PoloZivie

Ve, =8; Ve, =8,

mime
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Bi=e,; B°=e, @)

2= p, + B, 3)
Eliminujeme-li z péti rovnic (1), (2) a (3) hodnoty «,, @,
B, B,, tu obdriime hledanou rovnici dvacitébo pitého stupné
0 nezndmé x. Na ten okamZik tuto eliminaci neprovidéjme,
a uvaime toto:
Z rovnice (2) vychdzi, Ze

BB, = Vq (4)

A¢ kazdé z cisel B, a B, md pét hodnot, toz soucin B, B,

a pak

5
mé t6% jen pét hodnot \g¢. Dejme nyni tomu, Ze symbolem

5 .
V¢ oznadime jen jednu z péti hodnot této odmocniny, jinak
libovolné zvolenou; nazveme ji . Nynf dle rovnice (4) p¥ind-

5
lezf ku kazdé z péti hodnot B, & V'« jen jedind hodnota B,,
procez vytknuvSe = nemdme vice 25, ale jen 5 pard B,, B,

5
a tedy i jen 5 hodnot #. Za u viak lze zvoliti 5 hodnot Vg,
¢fm celkem méme zase 25 hodnot @. Rovnici pitého stupné,
jejiz kofeny jsou hodnoty = p¥fsluiné zvolenému wu, lze pomocf
u raciondlné sestrojiti. Vskutku, mdme nyni na misto (1) a'(3)
rovnice

B+ B =—p; BB = V_—“ z =, +B,. (O)

Eliminacf hodnot 8, a 8, obdrifme hledanou rovaici 5.
stupné Z drubé a z tteti rovnice (5) vychdzi
@+ Vo' —1u); f, =} (e — VaT— du);
to-li vlozfme ‘do prvnf rovnice (5), mime
(4 Vz?— 4w+ (@ — Va? —4u)’ =—2%.
Vymocnime-li na levé strané, tu se ¢leny obsahujfcf liché
mocniny hodnoty V2? —4w patrné zrusf, ostatnf pak se vy-
skytnon dvakréte, ¢fm3

x5 - (52’) @3 (x? — 4lu)+ (2) @ (0 — 4u)t=—24p,

to jest ,
1625 — 80u x® 4 80u’ x = — 2 p,
¢ili
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5uw’—l—5u x+4+p=0. (6)
Tot tedy rovnice, jejiz korcny ]SOll dany formuli (3),

r= Vax + V"‘z

t. j., jelikoZ @, a «, jsou kofeny rovnice («),:

5 ]
nZ "
z:v——%——{—‘/%——g—{- ——%—V%—q, kdez ¢ = u®.

Jednu z téchto patych odmocnin lze tu libovolné zvoliti,
za druhou ale nutno vziti onu, jez vyhovuje podmince

] )
Ve . Vo =u
Tim je vytknuto piesné vSech pét kofend rovmice (6)
i v tom ptipadu, kdy koefficienty u, p jsou libovolnd kom-
plexni ¢isla.
Polozime-li do rovnice (6) za x, » a p hodnoty 8, + B,,
resp. By, B,, resp. — (B,°+ B,°), mame identitu
(By + B2)®> — 5By By (By + B2)* + 58,7 B, (B, + B,)
— (3,°+8,) =0,
na niz zalozil pan V. Jdger feSeni rovnice (6).
Nyni bychom mohli snadno stanoviti rovmici 25. stupné,
o niZ jsme se zminili. PoloZfme-li do (6) posloupné za u viech

5

pét hodnot \/g, obdriime pét rovnic, jich soudin jest hledand
rovnice stupné 25.

Souéin vyrazii (6) jest symetricky viici hodnotim u,, u,,
Uy, Uy, %, kofendm to rovnice

u’—q=0.

Pomoci relac z této rovnice pfimo vychdzejicich
Zu=0, Zuu=0, Zuuvu=0, Suvuu=0, u, u, u; u, u; = q
mohli bychom vSecky symetrické funkce hodnot « nahraditi
vyrazy z ¢ utvofenymi, ¢fmZ by rovmice 25. stupné na p a ¢
zdvisld byla ustanovena.

IT. Utvofme si obdobnym splisobem rovmcl 7. stupné.

Polozme zase

7 7
eyt =—piae,=q; 2= Ve, + Ve
Dale

Val—-ﬁu V%-—ﬂz,ﬁ;ﬂz V%%——Vq—u
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Zde znaci w zase jistou, jinak libovolné zvolenou hodnotu

7
ze sedmi hodnot \/q. Méme tedy
ﬂl’+ﬁ2’:'~p;ﬂlﬂ2‘_—‘u;w:ﬁl+ﬂ2‘ (7)
Eliminujeme-li z téchto ti{ rovnic #, a B,, obdriime jako
pti rovnicich (5):
@+ Ve — 2w+ @— Va*—duw =—27p,
to jest
x’ (g) x® (2? — 4u) + (:D x? (ac’—~4u)2+(é)m (2 — 4 u)?
=—2%p,
t. j. sefadfme-li dle mocnost{ «
640" — 448 ua’ - 896 u’ x3 — 448ulx = — 25 p,
aneb krativie c¢islem 64
' —Tua® 4 14u?a’ — Tule+4-p=0. (8)
Kofeny této rovnice jsou dény formuli*)
7 7
z=Vea + Ve,
to jest

7 7 ,
nZ ne
x:V—%+va—q+v——%_V%—q' kdez ¢ = u’.

- 7
Zvolivie zde jednu ze sedmi hodnot \/, nutno vziti za

7
\/&; onu, kterd vyhovuje druhé rovnici (7), t. j. podmfnce

7 1
V“; V“z =u;
tim plyne sedm a jen sedm hodnot .
VloZime-li do rovnice (8) za 2, u a p resp. hodnoty B, - f,,
By B, & — (e +ap), t. j. —(B," + B,"). obdriime
By + 6,)" — T8, By (By + B2)° 4 148,% B, (B, + B,)°
— 182 B2 (B, +B)— (B, +B,")=0;
z té vyvozeno v citovaném ¢lanku feSenf rovnice (8).
III. Provedme jesté obdobny podet vzhledem k stupni
deviatému. Polozme

9
B 7_@1‘}‘4329:_1’; BB =Vag=u; e =848,
*) V citovaném G&linku pag. 121 (roénik VIIL) mé v 12. Fidku zdola
byti koefficient 14/p® misto 14 p°.
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Pak eliminaci 8, a f§, plyne

@+ Ve —du) +@— Va'—du)' = 2°p,
to jest

2+ (3) 2" @ —4w) + (§) 2@ — 40+ () * @ — 4up?

+(3) @ @ — 4w = —2%p,

éii «®—9ua’27Tu?2° —30u«® 4 Qutax 4+ p=0* (9)
A vSech devét kofeni podé,vé, formule

x—V—£+ 11~-q+ -—~V——q, kdez g =u".

Hodnoty téchto dvou devatych odmocnin nutuno tak zvoliti,
by jich souéin se rovnal ». Vytknéme si k viili cvieni spireiené
hodnoty téchto odmocnin ve tfech ptipadech do podrobna.

Budte piedné v rovnici (9) dand éisla p a u realnd, kladna
nebo zépornd, avsak hovicf podmince

%-m;o.

Pak jsou oba éfsla ______._VP —q redlod a tudfz mé

devdtd odmocnina jich jednu redlnou hodnotu Oznacme redlnou

devatou odmocninu éfsla ———+v — ¢ literou 4, a cisla

2
—-% V% — g literou w. Vsech devét hodnot prvni od-

mocniny pak zahrnuje vyraz
2 . 2k

Vi= l(cos lgn ~+ 7 sin 2kn ) Cili =Ae ™0
k=0,1,..8)
a vSech devét hodnot druhé odmocniny déno vjrazem
217
W= (cos 3%’5. + 4 sin 2;") &l pe 5
B ¢=0,1,..8)

*) Pisfce — » misto », méme druhy tvar v cit. &lénku uvedeny. Vlo-
zenim hodnot B, + fB.; £ B, a — (B,° - B,°) misto «, & p bychom
z (9) obdrzeli identitu obdobnou oném, které jsme jiz vytkli.



112

Mime tedy
xr = Vk + W[,
s tou podminkou, aby
Ve Wi=u.
Avsak
2+ DT 2+ YT
V,,W',:lye_-—" =ue 9
Musi tedy
2(k4-1) i
e =1,

proeZ mime téchto devét pard ¢isel k, I; 0, 05 1, 85 2, 7
3,6;4,b5;b5,4; 6, 3; 7 2; 8,1, a tyto ptisluné koteny z:

2, =1+,
278 8.27 5.27i 4,274
—le 9 o — 9
x,=Ae ® Jue ° , wy=le ° fupue ,
. 2.3%i .27 , 6.2%i 8.27i
xy—=Ae ? Hwmer?® , w,=lde ° Hpe ° ,
3.2mi 6.2%i .27 2.273
— 9 9 — 9 9
=12 +ue y  Tyg=he +ue s
4.27i 5.27i 8.27i 27

s =3de ° Jpe ° , wy—ie * Hpue °?
2
V ptipadu, kdy»%-—u*’:o, mdme patrné A — u=redlné

9
hodnoté V_% a vié

2k T4 21 2k T4 20—9) Wi 2k — 2k
e ° +e ® —=e % f+e ° —e ® 4e 9
‘ =2cos2g”
obdrZfme tyto hodnoty
o =212 w2:2lcos2Tn;a:3:2lcos2'92n;
@, —=24cos 2% g —24cos 2T » —24cos 5.2z
4 — 9 y Ty — ¢ 9 e 9 ?
a, :21.003-——6'92%; g =24 cos 7——'9 “; x9:2lc038'92n.

Za druhé budte v rovnici (9) p a u redlné hodnoty, hovic
podmince




113
2
<o
coz arci vyZaduje, aby w bylo kladné.
Hodnoty e, a @, jsou nynf
2

P "V°—£'
g xtf v —-

Majice stanoviti jich piaté odmocniny, uvedme je difve na
normalny tvar

0 (cos + @ 41 sin + @).
Patrné

2 2 _
or=(—2) +w L =w=yg o=+ Vi

p2
‘4_'1

ocosthv-:—%; esiniqv:ivu’—

to jest

u —
— P sinw— =
cos p = 20 sin @ = P )
¢fm dhel @ stanoven. Znajice nynf ¢ a ¢, mdme
9 9
@=\o (cos g +7sin 9) + Vo (cos —p+isin—g),
s tou podminkou, by soudin téchto odmocnin se rovnal . Tedy

S — k2n . k2=
z= Vo (cos —qﬁ——g——-{—zsz@ -2—+9———)

—{-—va(cos—————————_‘pg_l2” + ¢sin _______—-q)-é—l2n)

a patrné jest ndm za & a [ opét ony druziny vziti, které jsme

o2
1

LAV

9 o —— —
jiz vytkli. A jelikoz Ve = Vvw= V%, méme toto Yeseni

2, =2 Vucos 2 @ =2V\ucos ¢'+;)2";

—_ [y _
xy = 2 \u cos q)_—&_-;.—%; 2, =2 \/u cos (P+3-27t;

% :2\[;003?__}_.3&; 5 =2 /% cos (p+§.2n_

b}

x, = 2 \u cos E_‘tg__&’j s =2 \u cos 90+.;.2n:;

8
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2, = 2 Vu cos -‘—’:t—g—z—“

V téchto hodnotich znaéf \/w kladnou odmocninu; vidyt

9
repreesentuje \/o a tato hodnota’co modul normalného vyrazu
jest kladnd.
Za treti bud v rovnici dané (9) p Cislo realné, « ale ima-
gindrné, ale takové, Ze ¢ €. u® jest redlné. Znacme tedy literou

9
g &fslo reilné, \/q jeho redlnou devitou odmocninu a poloZme
na pr.

P 7.2x¢
u:Vq. € - 9

i 2
Predpoklddejme dale, Ze %— —- ¢ jest kladné ¢éfslo a oznacme

redlné hodnoty odmocnin
9

9 . B o
_r /P _ V_z_vz_o_”_
2+v4 a, 5 T ¢

zase literami A4, p. PoloZivie pak opét

k.2Ti 1,27
Vizmie ° ; Wy=ue ° ,

méme '

= Vk+ Wz
s tou podminkou, aby

Vi Wi=u

to jest -
. (k+02mt

Ape ° =—u.

Vvéak A p jest redlnd devitd odmocnina ze soudinu cisel

2 L
—% :!:V%—-—q t.j. Vq¢. Méme tedy podmfnku

9 _ (k4027 9 _ 1.27%;
Ve e v =Vq e 5.
To vyZaduje, by se k-7 budto rovnalo 7 aneb se lfSilo
od 7 ndsobkem ¢isla 9; proceZ nutno za k, I vziti druZiny: O, 7;
1, 6; 2, 5; 3,4; 4,3;5,2;6, 1, 7 0; 8 8 Kofeny rovnice
(9) jsou tedy v nafem pifpadu:
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7.9m 2 6.37¢
f— 9 . — .
2y =A-tupe s Xy =ke % Jue ° ;
.27 5.274 3.7 4.27;
— 9 9 . — .
Zy=Ae ~+ue 7 xg=Aie ?* Hfue © ;
4.27i 3.27 5.2%3 2.3% 4
— 9 . — 9 .
x;=Ae ° Lfpue : g==Ae ° —Hpme ° ;
8.27, 27 7.2
-_— 9 9 - _— 9 o
m=ie T dme 9 ; memhe © 44
8.97¢
7= (htme 9

IV. Dosud jsme vykonali pocet pfi stupnich 5, 7 a 9;
uciime nyni totéZ pro libovolny stupeh m, necht si je lichy nebo
sudy. Tedy poloZme

Br B =—p; B =Vi=u, e =8 +8. (10
Eliminujeme-li 8, a B,, obdrZime hledanou rovnici ve tvaru

@+ Vet — 4w+ (2 — Val —duyn =—2mp, (11)
to jest ' : :

axm 4 (g’) a2 (2 — 4u)+ (’Z) xm—t (x?—4u)?4-.. = — 21 p,

Pifmé sefadéni této rovnice dle mocnin nezndmé « by
bylo pracné; rychleji a elegantné dojdeme cfle, uzijeme-li nésle-
dujictho obratu. PoloZme, vracejice*se k rovnici (11), majice
na okamzik na zfeteli jen kladné hodnoty « a redlné x — a to
k vili sefadénf Uplné staéi —

4u =% x= g cos g,

tedy .

e+ V2l —du=o (cos p+ising) =geo,

@ — V¥ —4u = ¢ (cos 9 — ¢ sin @) = @ e—i 9.

Tim rovnice (11) d4
(eeio)"+(pe—ip)m=—2"p,
to jest
o™ (cos m ¢ - 7 sinm @) - @™ (cos m ¢ — ¢ sinm ) = — 2"p,

to jest '

omcosm = —2""1p,
Vyjédifme-li znamou formul{*) cos m ¢ pomocf cos ¢, méme
*) V. n. pf. Serret: Cours d’Algébre supérieure, 4. vydénf t. I
8*
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on [2’“‘1 €O8™ P—Dm—3 py cosm—2 @ -} 25 7_7_z_§m_;§) cos™tq - .

+ (—1)9 m—2g— amm—g—1)(m—g—2).. (m-—2g—{—1)
1.2..9

cos™ W @ -, ] =—2""1p.
Avsak 9% =4 u = 2%u, proCez obecny ¢len v levo bude

(—1yogm—21 2 (m—g=1)..m=2g+1) 0%, @™—% cos™% ¢

1.2..9
=(— 1)r gm—1 m (m_g_11)2 (In;'_ 29+1) u? @29 cos™ % @
= (—1)s 21 m(m— 9—11\2 (7; ~29+1) ud ™2,

Tfm posledni rovnice zni — zkrdtivSe ji ¢éfslem 271 —
m(m—3) m (m—4) (n—b)

" Mm—2 2 om—d4 __ 7 93 pm—6_
xm—muaxm? 4 Ty W — 53 —¥? 4.
F (= 1) m(m—g—l)‘. .. (m—2g+41) W@ L.
1.2...¢ |

+p=0. 12)

Koteny této rovnice jsou ddny formulemi (10), z nichz
patrno, Ze B, a f,™ jsou kofeny kvadratické rovnice
o' 4pa—+g=0,

a Ze tedy « rovnajici se B, —}-‘82 ma hodnotu

w:V——+V’i—q+\/—_ —-V————q, kdez g == w™.

V této formuli nutno opét vziti takové m-té odmocniny,
by jich soucin se rovnal w.

Kazd4 symetrickd celistvd funkce dvou hodnot 8, a f, se
dé vyjadiiti co celistvd funkce souétu 8, + B, a soulinu g, f,,
nejjednodussich to funkef soumérnych. Vskutku takovd funkce
se skldd4d ze Clend tvaru

C(B," B, + B, B,

CBy+ B, (B, 4 8,7,
a jde tedy o to, abychom vyjddfili soudet §,™--pB,™ pomoci
souétu a soutinu hodnot 8, a B,. A tuto dlohu fedf formule
(12), vloZzime-li do nf za 2, » a p hodnoty z rovnic (10). Méme

to jest
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BB = (61 + B, —mB,y B, (B, + B2
+ a (m ﬁ) B8.* (B, 4 Byt —

V. Co piiklad rovnice stupné sudého vytknéme si pifpad
m = 10.
Tu rovnice (12) zni
10 __10u2®+35u?x®— 50 ud w4256 ut 2? — 24° + p=0. (13)
Ucdinivie #* =y méime rovnici
y3—10uy* 4 35uy* —bH0udy? +25u'y —2us 4 p=0; (14)
a kofeny jeji jsou

10 _ 10 2
— _pr VE_ 10 _ﬁ_VTf_ 10)
-’/“‘(V g t{ g+ ) «§ )

Desité kofeny nutno zde tak voliti, by jich souéin se

2 .
rovnal ». Budte na pi. » a p redlné hodnoty, a %— — u!?

hodnota kladni. Pak jsou obé hodnoty

—£+v7f_ 10
g —V g%

kladné aneb obé zdporné; a sice jsou obé kladné, je-li p zi-
porné, a obé zdporné kdy p jest kladné. Predpoklidejme tieba

p kladné; pak jsou éfsla
2 2
= f+Vg-w a=—f Y
zépornd, a tedy — &, & — @, jsou kladnid. V normélnych
tvarech jsou:

o, = —a, (cosm}tsinm), a,=— e, (cosx-|1sinm),
a tudfz
10 10
Vi =V = (e ZEE2T | ioin ZEE2T), (120,1,..9)

10 10
o=V —u¢, cosn+l z zsin“+l2n (t=0,1,..9)
2

‘Zde znaéf V—— @ a V—-—a,, co moduly hodnoty  kladné.
10
Souéin téchto moduld jest patrné kladod odmocnma Vui®t. j.

+ u je-li u kladné, ale — u je-li w zdporné. Mdme tedy
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10 10
V”_‘; v;‘; — i U (COS M——Wf + 18 gﬁi(]_;oj—mf)

a tato hodnota mé se rovnati w.

. Jeli tedy 1) » kladné, musi
x4 (k+1)2= . 2L (k412

+(1(;¥- ) 4 isin +(16I—) —1,
to jest 1 4% - I mus{ vymizeti aneb se rovnatx nésobku 10.
Tomu vyhovuje téchto deset druzin %, {: O, 9; 1, 8; 2, T;
3,6; 4,b6; 5, 4; 6,3; 17,2; 8, 1; 90atupodavatedy
formule

Cco8

w:\m/—al(cos +2 “—}— tstn “—{ng”.)

o — n+2 . . w42l
o +V—o (cos 0 ~+¢sin T )
kofeny rovmice (13). Kofeny y rovnice (14) jsou pak jich
étverce, t. j.

_ @k41)2x @k 1)2x
y= 10 +tsin 10'“”‘)

A__~-_+-v\5/—_—_a,(cos CIEVELA 2l+1)2n)+2

*° Ofsla 2k -1 a 201 jsou tu resp. 1,19; 8, 17; 5, 15;
..; 19, 1.a ponévadZ ndsobky 10 mdlZeme zanedbati, mime
jen téchto pét hodnot y:

o, | cos

V— oy (cos +isin 10 )+ v o, (cos g 1(2)

+-3ein 2 '10 %) 424, |
Yo = \6/-:.71 (908? 1(2)“+ T 8n 3—1-(2)—?—:) + \?l—o;; (50’& ! '1(2)”‘ '
-+ ¢ sin Ll—(2)—’-t)~+2u, |
© fiain 2 4V (s 22
i sin '10 %) +2u,

5

Yo=V—o, (cos
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«

v V= (cos 27 ftain T27) 4\ (e 22
+isin3'1(2)")+2u,

n= Vo (eos 127 ioin 227) + VG (oo 25
+isin 210 )+2u,

5 5
co kofeny rovnice (14) v p¥ipadu vyznageném; V' — o, a V—a,
jsou co moduly redlnd a kladnd ¢&fsla.
Je-li 2) u zdporné, musi
2at(then 2kt
10 F-ioin 10 =—1

co

to jest
2n+(k+l)2n x4+ N2,

kdez N znali celistvé cxslo. Tedy
14+k4+1=5+10N t. j. k4el=4-+410N.
Mus{ miti tudfZ -4 bud hodnotu 4 aneb 14. Tfm mdme
pro ¢éfsla &, I tyto druZiny: 0, 4; 1, 3; 2, 2; 3, 1; 4, 0; 5,9;
6, 8;,77;8, 6,9, b, apro kofeny « rovnice (13) mdme pak
deset hodnot

komi LT
””‘V—“l e 10 +v—"“2 o .
Déle
5 k2.27 21H 21, a 21,27
y=ax*=\—¢, ¢ -+ \/—-—oe2 e ~+2u.

Deset druZin k, ! podivd jen pét rdznjch hodnot y, poné-

vad? v éfslech 2% a 27 lze 10 zanedbati. Staéf tedy za 2%

a 21 poloziti posloupné 0, 8; 2,6; 4,4, 6,2; 8, 0,a obdrzfme
vsecky kofeny rovnice (14).

VL. Jiz jsme podotkli, Ze dosavadnf vysledky spoéfvajf
v podstaté na té okolnosti, Ze §,™ -+ B,™ lze vyjadiiti co celistvou
raciondlnou funkei hodnot B, + B, a 8, f,. Vyjdeme-li z obec-
ngjstho vyrazu By By + " Bp™ (m =), obdrifme v podstatd
tytéZ vysledky. PoloZime tedy zase
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o oy =—p; @ % =g;
BimBr=a; BB =y ® =B+ 8,

Na hodnotéch p a ¢ zdvisi «, &z, Da téchto 8,, 8, a ko-
neéné na téch x. Eliminac{ hodnot «,, @2, B;, B, plyne rovnice
pro =. Z rovnice

Byt Byt =y oy = ¢
vychdz{

By B, = an

poloZivie m +n = y. Zvolme z g hodnot této odmocniny opét
jednu, zvouce ji » a podrobme hodnoty B, 4 B, té podmfnce, by

By By = .
Pak mdme rovnice
By B 4B B =—p; BB =u; x=p +p (1)
a z nich vychdzi eliminaci 8, a B, hledand rovnice pro . Prvni
z téchto rovnic miZeme psati
Bi* B (Bt By ) =—p t . BT BT = — '5; .
Nynf maji rovnige (15) tyz tvar, jako rovnice (10), a jest
tedy eliminaénf vysledek — polozivie
' —_— — - y
m—n=v, =P
tento:
v(v—3 v(v—4) (v O)
ayv—fuuxv-—2+_.(_'__2 2gv—4 — ( 1.2.(3 udx xv—>6 ..

+p'=0.
Tedy rovnice jiz odvozend.
VII. Dosud jsme uvazovali rovnice, jejichZz koteny jsme
utvofily z kofend &, a @, rovnice druhého stupné. Budte nym
o, o, @, koteny rovnice kubické

a*+pat+tga+r=0, (16)

o + o 4oy = —
o, oy + 0y 0y oy 0 = g,
051 o, Oy — — 1.
Utvofme nyni rovnici, jeji% kofeny « jsou ddny formul{

e= Ve + Vo + Vi, (17

t. j. poloZme



121

Udéitime
oy = %5 @ =By% oy =,
Pak mdme
Bi+ B+ B, == B 4B, + B = —p;

B.2B. 828+ B2 B =q; BB, ﬁ32:_"'

Eliminaci hodnot f,, B,, 85 z téchto étyr rovnic bychom
obdrZeli rovnici pro « a sice stupné osmého. PoloZivie vSak

By B, B3 = u, (18)

kdeZ » znadf jednu jen z obou hodnot \/'—r, ndlezi ku kazdé
druziné 8, a B, patrné jen jedna z obou hodnot \/ea,, &imZ se
objevi jen Ctyry hodnoty x. A vskutku eliminujeme-li 8,, 8;, B;
Z rovnic

Zh=wx; Zf*=- p; TP =q; BBy By = (19
obdrzime jen bikvadratickou rovnici pro xz. Mdme jiZ dvé z nej-
jednodussich symetrickych funkci hodnot B, t. X B8 a B, 8, B;;
vyjadieme si jesté X Bf. Patrné mocnénfm
(B, By 4B, By + B.8,)* = 2.3252+2ﬂ| B, By (B, -+ B =+ Bs)-
to jest _

(Z88)*=q+2ux, 2p8=Vq¢+2ux

Nyni zndmym spiisobem vyjadteme slozitéjsi symetrickou

funkci ZB* pomocf onéch tfi jednoduchych; mdme

B2+ 8,7+ B, = (B, + B, + B2)* —2 ZBp

t. j.
—p=o'—2 Vi t+2uz
¢.
@+ p)t—4(g+2ux) =0. - (20)
Tof hledand rovnice; jeji kofeny jsou diny formuli
e= Ve + Ve, + Ve, 17
a @, a,, o, znatf tu kofeny rovnice kubické (16):
o® + pat + g 4 r=0. (16)

Zéroveh dluzno vziti takové hodnoty odmocnin Ve,, v%
\V«,, je# vyhovujf podmince: (18) t.
Ve, Ve, Vo = (18)

Rovnice (20) neni arci obecnou rovnici étvrtého stupné;
lze vSak tuto snadno prevésti na tvar (20), ¢mZ ziskdno obecné
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¥édeni rovnic bikvadratickych. Vskutku, odstranivie z obecné
bikvadratické rovnice zndmym spdsobem élen kubickf, méime
z* 4 ax?~+bx 4c =0. (21)
Rovnice ta se stotoZni s (20), poloZfme-li ji do tvaru
(m2+%)2+ b —+c _ff;: 0
a uéinfme-li
2
—%:p; b= — 8u; c—i— =—4gq,
t. j.
_a_ . __a— 4c
P—'2', U=—=x3 Q-—-—-w——°
Koteny rovnice (21) jsou tudfz
e=Va, + Ve, + Ve
znall-li &y, @, o, koi'eny kubické resolventy
a3+ 2+a ~4c —-Ii::O.
2 64
Utinivie 4a =4, mime resolventu *)
A2+ 224+ (a®—40)A — b2 =0

1. — —
*=3 Vi, + Vi, + Vi,).
Odmocniny nutno vziti s takovym znamenfm, by jich souéin

byl » to jest
b

8

~ VUL Co dalsf pifklad utvofme rovnici, jejfz kofeny =
jsou dény formulf

8 3 3
z= V"‘l + V“z + V"‘za (22)
kde au o, o, znaci koteny kubické rovnice
- ¢+ pa? + g+ r =0.
Kaida z onéch ti{ odmocnin méd tfi hodnoty, procez & mé
27 hodnot; téhoz stupné by byla rovnice vychizejici pro «
eliminaci hodnot «,, @,, @, z rovnic

*) Tot v podstaté Eulerovo fedenf bikvadratickych rovnic.
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. 3 3 3
2= Ve, + Vo + Ve ; o, + e, 40y = —p;
oy oy el =q; @ e =—r;
aneb eliminaci hodnot B, B;, B; z rovnic
“"=ﬁl+ﬁz+ﬁ3’a Bi® 48,2+ B2 =—p;
BB+ B3B3+ BB =q; B,2B,3B =—r.

Z posledni rovnice jde
8,88 = V-—r_u (23)

Zvolfme-li jednu ze t¥i odmocnin V— r, znaéice ji », mdme
pak ku dvéma hodnotdm B, a B, zcela uréitou, jedinou hodnotu

3 3
Bs; aponévadizaB, = Vey, B, = \V«, obdrifme po tfech
hodnotich, mdme tu jen 9 hodnot = A skuteéné obdrifme
eliminaci hodnot 8,, B, a B; z rovnic '
2B, ==; 2B =—p; 2ﬂ131923=q; By B, B = u (24)
pro @« rovnici stupné devdtého. Eliminacf provedeme, vy-
jadifme-li si Z8,% a X B,*B,® pomoci z, u a y = Zf, B, a eli-
minujeme-li pak y z obou vyrazl; snadno nalezneme, Ze
Zp,* = (Zp,)*—3 Zp,*B, —6 By B4 855

aviak

ZB,2By = By B2 1+ 81 B8: + B ﬁ3)3 By 1+ B, +Bs) — 3B, 8, 8,
=yx — 3u.

Tudfz Z2hP=a*—3(xy—3u)—6u

t. j. ) —p==x*—3zy+3u. (25)

Dile
ZB3B, = (ZB, ) — 3B B, — 68,67 By*
= (ZB,6,)°— 38, B, B, Eﬁlzﬂz —68,°6,°8>
t. J. g{:_1/3———.‘:’au(:ch——-3u)—6u2
t. j. g=y ——3uwy—{-—3u2 " (26)
Eliminacf y z rovnic (25) a (26) mime koneénd rovmcx_
devatého stupné
@+ 8u+p)’ — 212 [u @+ Bu+ p) +3u? — g] = 0,
jejfz koteny jsou dény formuli (22), v niZ «, &, @, znaéf kof‘eny
rovnice
: ald-patqa—ud=0,

3 . o
v nfZ odmocniny V'« nutno tak stanoviti, by jich soudin se
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rovnal », Nalezend rovnice se substituci = = £ prevede na
rovnici kubickou, prodeZ je ponékud jen forma zajimava, do nfZ
jsme kofeny jeji upravili.

IX. Pokradovati naznacenou cestou nenf nikterak obt{Zné.
PoloZime n. pt.

4 4 4
e= Ve, + Vo, + Va,, 27
t. j. poloZme
By +B8,+ B == 846 +B = —ps
B Bo* + By Bt + BB =g B1B.Bs =,
4
kde w» znaéf uréitou hodnotu odmocniny \/-—r. Uginivie zase
BiB: +B1Bs1+ B8, =y,
nalezdme snadno *)
—p=2y*— 42y ta*+4uz,
g=y*—4uxy®+4uy 4 2u?2%

Eliminacf y z obou téchto rovnic bychom obdrzeli pro «
rovnici 16. stupné, jejiz kofeny poddvd formule (27), v nf
o, , o, &, znatl zase kofeny rovnice

ol d-pat 4 ga—ut=0;
mimo to nutno v (27) odmocnindm dati hodnoty, jichZ souéin
jest w. Znacf-li B,,B,, By tii hodnoty téchto odmocnin vyho-
vujfef této podmince, jest jeden kofer

@ =B+ B, 18

4
a jelikoz \/1 =1, < lze snadno napsat ostatnich 15 ko-
fenl .
Tt budou tvaru

ﬁx - ﬂa - ﬁay
Sest tvaru
By + B, — 1B,
tfi tvaru
- ﬁl + iﬁz + iﬁs’

*) Tabulky poéitané Meyer-Hirschem a doplnéné Cayley-em, vyjédfujief
gymetrické funkce vy33f pomoci zékladnfch symetrickjch funkef
6, Zpp, ZpBB, atd. nalezne &tendt ve Fad de Brumo: Tnéorie
des formes binaires, na konci dila, aneb ve Fiedler: D. Elem. d.
neueren Geometrie etc., pag. 73 seqq.
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a tii tvaru
— By —iB, — By

Lze rovnici pro 2 substituci «* = & redukovati na bikva-
dratickou rovnici, t. j. md «* jen ctyry hodnoty? Odpovéd ziista-
vujeme Ctendfi, jehoZ véc zajimd.

X. Udinme ddle

2= Voo + Voo, + Vay o (28)
kde «,, a@,, e, necht zase znaci koteny rovnice
@4 pat4 gatr=0.
PoloZivse

V“z ay =f,; Vﬁ = B V"T”_z =8,

w=0, B, + B BB+ =q;
BBy 4B B B2 B =pry B BB =1
Polozme -+ » = » a nahradme poslednf rovnici touto
By B, B; = u.

Pak « patrné md jen 4 hodnoty a pifsluSnou bikvadratickou
rovnici obdrzime eliminaci 8,, 8,, B,. Udinivie zase X8, 8, =y,
snadno nalezneme

= (ZF)—2Z By, t ) g=a*—2y;
BB, =(ZB, ) — 2B, BB ZPy, t. ] pr=y*—2ux
Eliminac{ y obdriime

bude

2 —2qa?—8ux—+tq*—4pr=>0. (29)
Tim médme opét feSeni obecnych rovnic 4. stupné:
z*+ax?+t+bartc=0. (30)

Nutno poloziti, kladouce » = -,
—2q9q=a; —8r=0b; ¢*—4pr=c
to jest
- a . b __4c—a?
(=—7gi "=TF P= g5
Jsou tedy kofeny rovnice (30) ddny formuli :
e=Veo, o5+ Vese, + Voo, - (3

kdez «,, @, @, jsou kofeny kubické resolventy -

4c—a® a b
3 e e — e —
ol 1 5 @ .8_0' (_32)
Odmocniny ve v§razu pro 2 nutno vziti takovym znamenfm,
b

by jich souéin se rovnal w t. j. — 5
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Vezmeme-li v3ak w = —» mame
—2¢=a; 8r=0b; ¢*—4dpr=e,
to jest
_  a b __a*—4e
Q—"‘-Q—, "—-'8—, P——2T“,
t. j. resolventa znf

o? L _%a-;-%:o. (33)

V feSenf (31) nutno vziti nyni odmocniny s takovym zna-

a—-4c

menim, by jich soucin se rovnal u, t. j. opét — — —g— To v pod-

staté t4Z véc jako diive, nebot kofeny této resolventy se riizni
od onéch jen znamenfm, a tedy jsou jich souéiny e, a3, o, o,
a o, o, tytéi. .
Méjme na pi¥. rovnici -
x* — 1822 — 322 — 15 =0.
Resolventa (33) znf nynf
e — 60?4 9a—4=0,
a koreny jeji jsou
a,=1; e, =1; o, =4.
Méme tedy
e=V1.44V4. 14+ V1.1,
a nutno vzfti odmocniny s takovym znamenfm, by chb souéin
b — 32

— —

=—=3 -—-—-8——_4

TudfZ méme
v, =24+24+1; 2,=2—2—-1; ©,=—24+2—1;
e, =—2—2+41,
t. j. kofeny dané rovnice jsou .
5; —1; —1; —3.
Skutetné méme }
et —182% — 322 — 15 = (¢ — ) (x -+ 3) (- 1)%
Podotykaje, Ze bychom mohli zcela obdobné utvofiti rov-
nici, jejiZ kofeny jsou irracionalné a soumérné tvofeny z ko-
fend e, , o, o, o, bikvadratické rovnice, aneb i rovnice
Fesitelné vy$sfho stupné, konéfm o téchto vécech.*) =

*) Historick4 strénka tohoto predmétu vyloZena jest ve spisu difve ozni-
meném Ginther ,Hyperbelfunktionen.“
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