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déjsfm case duchu Brahmeguptovu, a 7e geometrie nalézala se
u Indd jiz v dpadku.

Tak jiz Bhaskara nevyslovuje tiicet devét, nybrz po latin-
ském zpisobu étyricet méné jedné, al Brahmegupta jeSté sprdavné
tak cini.

O stavu védy ani za Casu Brahmegupty nemiiZeme spravné
souditi, zdaZz byla vSeobecné na tom stupni, na jakém se nalé-
zaji dila Brahmeguptova; neboft ndm chybi z téch dob vSecky
jiné prameny. KdoZ vi, nepodavaji-li oba spisy Brahmeguptovy
jenom zlomky védomosti, jaké méli Indové ve starém véku, a
které on jenom zachytil, aby je pfed zapomenutim zachranil.

Uceny Hollandan Stévin ') domnival se, Ze byl kdysi uéeny
vék, ve kterém méli 1idé podivuhodnou zndmost véd, a ktery
predchdzel véku Feckému, z néhoz Rekové méli jiz jen slabé
upominky védecké. Kdyby byval znal uvedeny chod védy u Indd,
byl by byval zajisté jen tim vice o svém ndhledu presvédcen.

Prispévek k odvozovani nekonednych fad a sta-
noveni jich souétd pomoci omezenych integrali.

Pod4vd

V. Rehofovsky v Praze.

Omezenych integrald s vyhodou uZivd se k odvozovini
nekoneénych fad a Casto i ku stanoveni jich souétu; takika
z kaZdé Yady nekonecné, kterd neobsahuje sami déisla, ale
i obecné veliCiny, mozno odvoditi jednu aneb celou fadu novych
nekoneénych fad ; aby viak i soucty téchto fad uddny byti mohly,
nutno ptredné, aby zndm byl soucet fady plvodnf, z které vy-
chdzfme, za druhé pak, abychom byli v stavu objevujici se
v poétu omezeny integral v koneiném tvaru vyéisliti. Ze tu
jak fada ptvodnf tak i fady odvozené vesmés konvergentni byti
musf, rozum{ se samo sebou, an jinak o jich souctech nemiize
byti fedi; podotykdme pouze, Ze meze konvergence fad za

) Oeuvres mathématiques de Simon Stévin, Leyde, 1634,
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integraénim znamenim stojicich nesmi leZeti mimo meze inte-
gracni. Postup pti uZivini methody této objashuji nédsledujfct
piiklady. ‘
L
1. Vzorec

1
(a4 bx)y"+17" mamb M

plati pro kladné hodnoty m a pro takové hodnoty a i b, jez
jsou rtizné od nully a pti tom soucasné obé kladné neb zdporné;
nebof kdyby veliiny ty byly rtizného znamenf{, stivalo by v me-
zich 0 a o jedné hodnoty, totiz ac_———Z—, pro kterou by
funkce za integracnfm znamenim byla pietrZitou.

Derivujice (1) e« krate dle b, obdrZime novy vzorec

jﬁ x® dx __ (m—Dlal @
@bz te+ti (mf-a)lampo+1
kdeZ zavedeno znamé oznaceni
pl=1.2.3...p, 01 =1,
VloZfme-li do (2) postupné m =1, 2, 3, ..., m, obdriime
soustavu vzorc:
x*dx al 1

f(a+bm)“+2 b+ (@t 1)la’

ode _ a«l 1 )
./m+wmmw_b“4(a+m!ﬁ 3)

“dx el (m—1)!
f(a+ba:)°‘+"‘+1 b+l (@ f-m)lam’

3. Sectenfm vzorcd téch poddvd se

n 1 1! z%d e
/[1+a+bm+(a+ bm)2+ s (a+bw)m—1](a+bw)“+2
_ al 1 1! (m— 1)!
=aelmr o et ot wvie T Tapmes]
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Nastavd otdzka, za jakych podminek jsme opravnéni po-
kracovati s m aZ do nekonedna. V zdvorce za integra¢nim

. N . . 1
znamenfm stoji geometrickd ftada¥), jejfz podil jest e

ponévadz x zistivi stile v mezich O a o, ménf se hodnota
zlomku v mezich % a 0. Aby tedy rada tato byla vidy kon-

vergentnf, jest pouze treba, aby a bylo vétsf nez 1; a nesmi
tudfZ byti obsaZeno v mezich O a 1, tyto meze v to poéitajfc.
Rada na pravé strané rovnice jest té% konvergentni pro
viechny hodnoty a vétsi nez 1; nebof jest
Um 1 __ m 1 1 1

Unm _a—|-'m+1._(7~oc+1 o’
— 1

a tedy pro lim m = w0
ym+l 1
wm " a
t. j. men3{ nez 1 pro a vétS{ nez 1.
Predpoklidajice tedy a vétsf neZ 1, miZeme v posledni
rovnici- poloZiti lim m = e« a obdriime

A 1 1 x%*dw
of[1+a+bw+'(a+bw), + ... do mk.](ML,_W)“—;2

al 1 1! 21 ]
= ...do nek. |-
ab‘f‘*“[(a—{—1)!+(a—|—2)!a+(¢x+3)!a2+
Radu na levé strané miZeme selisti, jest
1 1 . 1 _ a+tbax
1+a+bm+(a+bwj§+"'d° nek. = T ~afbe—T
‘ a4 bx

lim

coz dosazeno byvsi podavd vzorec

x%dax

f(a+bw—1) (afbmeti—

ba+1[(a+1)t+(a+2):a+(a+3)1a2+ ‘1'“"“'] *

*) Tot tedy puvodni fada, z které zde vychdzime.
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Na levé strané stojici integral algebraického racionalného
differencialu jsme s to vidy vycisliti, takZe vzorcem timto podén
jest souctovy vzorec Fady v pravo stojici; jest

1 1! 21
((x+1)'+(a—{—2)|a+(a—{—3)!a2+"'
__ab*tt 2 x%dx

ol ) (@tbw—1) (a+fbu) @t

Provedeme pokud mozno vypocet ten vSeobecné.
(3]

3. Funkce za integraénim znamenim jest ryze lomen4,
polozme tedy dle vét platnych o rozkladu takovych funkei

d. nek.

b%x® _ A
(a+ bm—l)(a-{—bvc)""” Tadtbe—1
LB + +...+ _ﬂf_l_* 6))
Yadbe ' (a +bm)2 (@ + ba) “+1 '

Jest pak hledany integral
ab

J:;—![A-/‘a—[—bw——l+ /aj—a;)'n
dzx

el @ i e )
[ lat+ba—1) 4 ‘l(a+bw)

B 1 _ Bews, i
b a+bax be (a-|-—bac)°‘]
0

w

::;Z—[Al(a—{—bm—l)-—{—Bll(a—i—bw)J

[ 4 Ba+1] ©)

Jednd se o stanovenf konstant 4, By, By,..., Bay:.
7, rovnice (5) po odstranénf jmenovatelﬁ jde
bege— A(a-+dx)*+1 4

| B, (@t 0“4 B, (a+-00)* ~ ... +8, Jatbe—;
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poloZivse tu

atbr—1=0tj a=""
obdrzime
4=010—a¢
pro
. a
atbe=0,t. j. ©=— 3
podavéa se
(— a)“:—Bu+1, z ¢ehoZ DBa b1 = (— a)e,

Pro ostatni konstanty mozno si odvoditi rekurrentni vzorec
ndsledujicim spsobem :

Polozme zatim k vili strucnosti

B (a+bx)ye++ By (atbx)ett ... 4 Ba 1= M;
pak jest

bege = M(a+bx—1)+ A (a4 ba)et?
a derivujme nyni tuto rovnici « krite po sobé; tim obdrzime
soustavu rovnic .
a(@—1)...(¢e —p+1bega—r—=
dp— drM
;2':;,.7;1+( +bz—1) dob
+A@t+1) e... (@—p2) bp(atbz)*?H
=12 3,...a).

Polozme do této soustavy

a++bx=0, t. j ac:—--(;—,

a oznacme ( dx ) hodnotu, kterou obdrz{ dr

M
Tar PO této substi-

tuci; pak jest

ate—1)...@—p+be(—5) Zpo(Gm) — (55):

r=1, 2 3,...0).
Aviak jest
Cﬂ—u-—B e(e—1)...(a—p-41)b» -
Tar =B P )bP(a—+bx)a—r

—{-B (a—1)...(e—p)b?(ad-br)e—p—1|. ..
+Boa—pr1-pp—1)...2.0n



139

a tedy

drM dr—1M
Tav) =P!0? Ba—pia, (—J;CT_T =(p—D!1b6?= Bu—pys;

dosadime-li tyto hodnoty, obdrzime nejprvé
a\o—P
a(a—l)...(a—p—{—-l)b“(——i)—) =plb?Bu_ py»
- P!pr“—P+11

a z toho dile
ee—1)...(x —-p+ N(—a)e—2=p!(Ba—r+2 — Ba—r+1)
aneb uZijeme-li zndmého oznaleni binomialnich koefficient
' o
Ba—ptr—Ba—piy1= p) (—a) o7,
r=123, ... 0.
K stanoveni stiljch B méme tudiZ soustavu rovnic:
Bay—Bo=(7) (—a)e
Boe —Ba_1= (g) (— a)a+8’
s (7)
o
B,—B,= (a—l) (—a),
o
B,— B, = (oc) .

4. PredevSim se jednd o konstantu B,, abychom vyraz
v zavorce rovnice (6) mohli vymeziti; secteme-li veskeré rovnice
(7), obdrZzime

Bapi— B =(]) c oo+ (5) (may et
ot (2 1) =+ (7).

a dosadivse jiz zndmou hodnotu za B

—B=apt () o+ (1) o+ (2)

aneb

B, =—1—a)e.
Vloifme-li do rovnice (6) hodnoty za A a B, piejde tato v
_a(l-—a)a[ a-l—bw—l] a[32 B, Ba+,]
- al ! a-+bx U+¢?! -E+§a-"+"'+—w—_ '

oo
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a vymezime-li

a(l—a), a [ , Bq +1]
J= a! la—i +2a" + + aax |°
Rovnice (4") jevi se pak nasledovné:
21

. do nek.

(a+1)1+(a+2)1a+(a+%)' al
__a(l--a)a a a [B B(x+1

- ol a—l+_ m+2a2+ +a717]’

pii ¢emz veli¢iny B,,... Bg.1 dény jsou rovnicemi (7).

5. Jestlize vzorce (3) sttidavé seéteme a odecteme, ob-

drifme postupujice zcela obdobné jako v ¢lancich predchdze-

jicich fadu

1 1! 21

GED e T E e

_a @ wir]l O
(1+a) a+1+a'[2+2a2+ +C+]

a acqo
platnou opet pro hodnoty a vétsi nez 1 a kdeZ veliciny C sta-
noviti lze ze vzorch

Coy1+ Ca= (a) (—a)a—1
Co—+Co- 1-_(2)(—a)¢¥ 1

®)

. do nek.

' (10)
0+Oo~( 1)<—a),

C:l + Cl = (a) )
G=(1-}a)e. '
Kladouce v (8) a (9) za « riizné positivné hodnoty, ob-
drzime nekonecné Yady, jichZz soucty mozni dle téchto vzorcd
stanoviti; volime-li ku pf. « =5, jest dle vzorct (7) a (10)
B,—B;= 5a*=0C,+C,,
B, — B, =—10a*=C(,+C,,
Ba_th 1002:04"*"031
B,—B,=— ba =C -G,
B, — By = 1 =G+¢,
By =—(1—a), C, =1+ a)®,
takZze
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B, 4 4+ By _ 137—385a {-470a* —270a®+ 60a*
a e Ha® — 60 ’
G ot G 1374 385a +-470a” +- 2704° - 60a*
a e Had — 60 )
Dosadime-li tyto hodnoty do rovmnic (8) a (9), obdriime

1 1! 2!
—6_!+—7_!7+—§Tcl—2—+...d0 nek.
;8 137a — 385a® -} 470a® — 270a* -}- 60a®
5! a—1 + 60.5! ’
1 1! 20
61 Tia " Blal
_a(l +a)5l a1 137a 4 385a® 4 470a® |- 270a* 4- 60a°
- bl a 60.5! ’
Jeden vzorec vychazi z druhého, dosadi-li se — a misto «
to plati vSeobecné pro jakékoliv « a stall podrieti jen jeden
k. pt. (8) s podminkou, aby a bylo &iselné vétsi ne% 1.

— ... do nek.

1L
6. PoloZme pro piiklad druhy za zaklad fadu zndmou
z x| xb
arctgw:—l————g——}-—g-—...donek. (11)
1=e<—1.

Vzorec

1 .

[akber,, @b — e
, M bn(n+1) ?

kdez n ptredpokldddme co ¢&islo liché, plati pro jakékoliv hodnoty
a i b soucasné kladné neb zdporné; jest-li vSak « kladné a b

zdporné, ptrechdzi funkce (¢4 bx)" pro hodnotu ® = — —Z—

z kladného do zdporného a nutno tedy vzhledem k integracnim
mezim, aby-bi >1,tj a=b

Dosadime-li do vzorce toho postupné n=1, 3, 5,....n
a stifdavé secteme a odeCteme, obdrZime
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1
f[a+bx —(a+bw)3—[—..,iﬁ»bwi]dx
v 1 3 n
_ (a+4b)?*—a*  (a40)*—d’ (a—l—b)"+1——a"+1]
“b[ 1.2 5.4 T n (n 1) ‘
Pokracujeme-li s » aZ do nekoneéna, obdrZime za integra-
¢nfm znamenim Fadu pro arctg (¢ + bz), kterdZ bude konver-
govati, plati-li pro vSechny hodnoty z stile
—1=at+be=1.
Vyraz (a -} bx) méni se ve vytéenych integracnich mezich
od a do (a+0); mame-li na zieteli pouze ptipad, kde a i b
jsou kladné, bude podmince konvergenéni vyhovéno, plati-li
atb=1. 12)
Pii této podmince konverguje téZz fada na pravé strané,
nebot jest

(a_|__b)2n___a2n .—-O
@Qrn—1)2n — 7

coz pro konvergenci fady se stifdavymi znamenimi tplné staci.
Predpokladajice tedy podminku (12), mbZeme psati

1 [(a + h)?—a® (a0 —a?
__b_[ 7.3 - o —|—...donek.]

:farctg(a+bx)dw;
0

lim w, = lim

jest viak
1

farctg (a4bdx)dae = 21b 1 +1(j—fb)2

(a+b)arctg(a+b)—-aarctga
+ A )

a tedy
3 q? 4__ ¢ €__ 8
(a+f).2 a"(a+§).4 a+(a+g).6 = — ... do nek.

13
; lia-_?_b)a'l‘(a‘l'b)afctg(a+b)—aarctga, (13)

pro ¢ +b0=1.
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Ucinime-li b = a, zjedndme si fadu

2'—1 , 2“-14 2——1 5
1.2a—- 54 -+ ... do nek.

= R i + a arc tg (3a + 4a?),

1—|—4 1+4a?
pro a = %
PoloZime-li & =0, obdrZime

b ”’+”° do nek. = L baretgh  (14)
93415 - do nek. = —- 1+ q

pro b=1;
tak ku p¥. pro b = —\7:9)1_—~ vysleduje

1 1 1 1 1

1.2.3—3.4.3'=+5.6.33_'7'18.34+"'—§'ZT+vg's-

Zaménime-li v (13) vzijemné a a b a obdrZeny vzorec
odecteme od (13), ziskime novou fadu

a’—b*  a*—b* af—10°

g 354 + 56 —...d. nek.
Z

"“—1—~l 1+0 ~+aarctga —barctgb,

— 2 1-4a®
pro a4 b=1.
Radu (14) obdrZeti lze ptimo integrovénim (11) v mezich
0 aZ b a mozZno ji pouZiti ku odvozovidn{ novych fad, p¥i ¢emz
vSak pravé strany t. j. soucty jich stdvaji se vidy sloZitéj${mi.
Podobnym splsobem mohli bychom jesté mnoZstvi kon-
v ergentnfch nekoneénych fad a zdroven jich soucty odvoditi.
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