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Geometrie u Ind.
Napsal
). S. Vanédek v Jicfué.

(Pokracovént,)

Bhaskara Acharya.

Spisy Bhaskarovy jsou, jako Brahmeguptovy, mathematické.
V jednom probird arithmetiku a nazjva jej lilavati, v druhém
pak algebru a zove jej bija ganita. -

Geometrie jest obsaZena v lilavaté, kdeZ zabird hlavy VI.
a7 XL s odstavei od 133—247.

Hlava VI. jest nejznaénéjsi; pojedndvd o rovinnych obraz-
cich. Ostatni probiraji tytéz dlohy a maji tytéZ nadpisy jako
u Brahmegupty.

Bija Ganita obsahuje téz nékteré tulohy z geometrie, je
jsou jaksi dokladem na uZivdnf pravidel v algebfe a jsou releny
poctem. TeZ nédkteré tilohy algebraické jsou tam dok4zdny
cestou geometrickou. K témto jakoby ostriivkiim geometrickym
ptihlédneme po probrani vlastn{ geometirické césti.

.Geometrickou ¢dst rozvrhneme na 5 dild.

Prvnf tfi vztahuji se k trojihelnfku vibee, k trojihelniku
pravotihlému a ke étyrdhelnfku. Ctvrtd obsahuje nékteré tlohy
o kruhové ¢4Fe, a patd zavird v sobé pravidla pro méfen{ pro-
storu a oddéleni pro uZivin{ gnomonu.

Piipojend cisla znadf opét jednotlivé odstavce (paragrafy)
pivodnfho spisu. :

Prvni dil.

Ulohy o trojithelniku,

1. Véta o étverci prepony. 134.

2. Vyraz pro tseky vytvofené vyikou na zdkladné trojdhel-
niku. 163—1G6.

3. Plosnj obsah trojihelnfku jest roven poloviné soucinu ze

zdkladny a vyiky.!) 164.

1 Vykladatel Ganesa podivd jiny dikaz vypoéitdnf plodného obsahu
trojubelnika, nez jakému jsme zvyklf dle Euklida. Cantor pg. 558.
Zékladnu trojuhelnfka nechavéd zdkladnou pro obdélnik, ktery mé
polovinu vysky daného trojahelniku. Se zékladnou rovnobéznd strana
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2.

.Formule, kterd poddva ploSny obsah trojihelniku jako

funkce jeho stran. 167.

O tom promluvime pozdé&ji pii Ctyrdhelniku.
Druhy dil.

O trojihelniku pravouhlém.

. Pravidla pro sestrojeni trojihelniku pravoidhlého v éislech

raciondlnych ; _

kdyz jest ddna jedna strana. 139—141, 143, 145;

kdyZ jest ddna prepona. 142, 144, 146.

Sestrojeni trojihelniku pravodhlého, kdyZ je znima jedna
jeho strana a soucet neb rozdil druhé strany a pfepony
147, 153.

. Pravidlo o urceni bodu na jedné strané trojihelniku pravo-

ihlého, aby soudet vzdalenost! toho bodu od koncid pte-
pony byl roven souctu obou odvésen. 154, 155.

. Sestrojeni trojihelnfku pravodhlého, kdyZ je zndma jeho

pfepona a soucet neb rozdil obou odvésen.

Tretf dfl.
Ulohy o &tyrihelniku.

. Polovina souftu stran napiSe se &tyrikrat, od kazdého se

odectou jednotlivé strany, a ze zbytkd téch utvoti se soucin.
Druhy koten z tohoto soulinu jest ploSnym obsahem ne-
piesnym pro Ctyrihelnfk, avSak presnym pro trojihelnik.
167, 168.

Jest to formule Brahmeguptova, kterou Bhaskara opsal,
aniz ji rozumél a aniZ poznal, Ze jest zde Fe¢ o Ctyrihel-
niku, vepsaném do kruhové ¢iry. Proto téZ pravi, Ze je
nepiesnou pro &tyrihelnik, jakoZ i Ze jest nesmysiné hle-
dati plosny obsah Gtyrihelniku, ve kterém jsou zndmy
pouze jeho strany, ponévaé se z téch stran miZe sestrojiti
vice rozliénych Ctyrihelnikd.

Ani Suryadasa, autor dvou vyteénych vykladd lilavati a
bija ganity nezdd se, Ze byl dovedné&jsim Bhaskary v po-
rozuméni{ Brahmeguptovi.

obdéInfku v poloviné vysky utind od trojihelnfku jiny, ktery je vyskou
rozdélen ve dva pravouhlé trojuhelniky, které se rovnaji trojuhelni-
k@m, schézejicim po obou strandch vysky do obdélnfku. Dikaz je
velmi nézornym a dostal se k ndm prostfednictvim Arabiv.
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. Plony obsah kosoitverce rovnd se poloviné souéinu obou

tihlopfi¢en. Obsah obdélnfku jest soucin zikladny a vy-
§ky. 174.

. Plodny obsah ctyrihelniku, jehoZ obé kolmice jsou stejné

(lichobéznik) se rovnd soutinu z poloviéntho souctu obou
zakladen a kolmice. 175, 177.

. 'V kosoctverci rovnid se soucet ctvercd obou iihlopiicen

ctyrndsobnému ¢tverci strany. 173, 175.

. Formule, jeZ poddvaji tseky, které vytvoiuji thlopiicny

ctyrihelniku, jehoz oba boky jsou kolmé k zdkladné, jedna
na druhé svym protnutim; jakoZ i vyraz kolmice, vedené
z tohoto priiseéného bodu na zdkladnu. 159, 160.

. KdyZ jsou zndmy strany c¢tyrdhelnfku a jedna z jeho

ihlopiiCen, ma se nalézti druhd thlopti¢na, kolmice Ctyr-
tihelniku a jeho ploSny obsah. 178—184.

PloSny obsah jest roven soudtu obsahd dvou trojihelniki,
jez maji znamou thloptiénu za spoleCnou zdkladnu. 184.
Vsecky tyto tlohy neéini Zddnjch obtizi. Jich FeSeni za-
klad4d se na umérnosti stran v stejnouhlych trojihelnicich.

. Pravidlo o sestrojeni Ctyrihelniku, jehoZ obé& kolmice jsou

stejné, kdyZ jsou znimy vSecky jeho strany. 185, 186.

. Pravidlo pro nalezeni thloptien ctyrtihelniku. 190.
. Vypocet tisekd, které tvoff uhloptiény, kolmice a prodlou-

Zené strany Ctyrihelniku jedny na druhjch. 193—200.
Predpoklddd zndmé strany, uhlopfi¢ny a kolmice. VSecky

tyto vypocty jsou lehké, zaklidajice se, jak praveno, na dmér-
nych strandch stejnodhlych trojuhelnikd.

Tyto jsou tlohy o Ctyrdhelniku a tvoif s oném:, jez se

vztahuji ke trojuhelnfku, é4st Bhaskarova dila, jeZz odpovidd

18 prvnim odstavcim Brahmeguptovym.

1.

Nez prikro¢ime k ostatnim twlohdm Bhaskarovym, probé-

feme odchylky piedeslych od Brahmeguptovych, jichz jsou
pouhym ndpodobenim.

Odchylky ty vztahuji se k nésledujicim boddm.

Véecky tlohy Bhaskarovy nevztahuj{ se na kruhovou Céru,
jakZ se viak déje v odstaveich 26 a 27 u Brahmegupty,
coZ tvoff zdklad mnoha jinych tloh.
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2. Formuli pro vypoéitidni ploSného obsahu Ctyrdhelnika (ve-
psaného do kruhové éiry), podanou Brahmeguptou, pro-
hldsil Bhaskara nepiesnou.

3. Vieobecny vyraz thlopiiéen vepsaného ctyrahelniku, po-
dany Brahmeguptou, jest Bhaskarou zavrZen, jakoito vy-
Zadujfci pracného pocitini, a jest jim povaZovin jakoby se
dal uziti jen pii étyrdhelniku zvldStni konstrukce.

4. Nékteré tlohy Brahmeguptovy nenalézaji se v dile Bha-
skarové. Tyto jsou:
prvni: vyraz pro vypocitani primeéru kruhové éary opsané

trojuhelniku neb cétyrihelniku;

druhd: vyraz pro vypoéitini priméru kruhové ¢ary opsané

zvlagtnimu ¢tyrihelniku, ktery ma dhloptiény k sobé
kolmé ;
tietf: vlastnost tohoto ¢tyrihelniku, a sice ta, Ze kolmice,
vedend z priseku obou tihlopiien na jednu stranu
¢tyrihelnfku, prochdzi stredem ji protilehlé strany;

étvrtd: zpisob sestrejeni trojihelniku rovnoramenného aneb
nerovnostranného, kdyZz jsou jeho strany a vyska
dany ¢isly raciondlnymi;

patd : zplsob sestrojeni Ctyrdhelniku vepsatelného do

kruhové cary, jehoZ dvé protilehlé neb 3 strany
jsou stejné, a jehoZ viecky Casti, jakoZ i préimér
kruhové c¢iry, jsou diny c¢isly raciondlnymi.

Opomenuti téchto poslednich iloh (Gtvrté a pité) ve spise
Bhaskarové dokazuje, Ze tento geometr nemél na zieteli dlohu:
sestrojiti ctyruhelnfk vepsany do kruhové &ary, a jehoZ viecky
¢4sti jsou raciondlnymi.

Tak zase obsahuje Bhaskarfiv spis mmnohé ilohy o troj-
thelniku pravoihlém, jeZ se nenalezaji ve spise Brahmeguptové,
a které by byly skuteéné cizimi duchu Brahmeguptova dfla.

Bhaskartiv spis nezabjvd se jedinfm predmétem. MiZeme
jej rozdéliti ve t¥i hlavni ¢dsti od sebe neodvislé.

V prvui podava vyraz pro kolmici v trojihelniku a formuli
pro vypocitinf ploSného obsahu tohoto obrazce jako funkei
tif stran.

V druhé probira konstrukei pravoihlého trojihelniku v ¢i-
slech raciondlnych a mnohé tdlohy takovéhoto trojihelnfku.
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V treti pak vypocitivd autor rozlicné linie v libovolném
¢tyrdhelniku, jehoZ strany a jedna dhlopii¢na jsou zndmy.

Odchylky mezi obéma spisy jsou cetné. AvSak nepiihli-
Zejice k nim, sezndvdme, Ze¢ novéjsi dilo neni neZ opis prvniho;
opis to nedokonaly a znetvofeny, coZ patrné dokazuje, Ze Bha-
skara neporozumél dilu Brahmeguptovu. TotéZ plati o rozlic-
nych vykldadaéich, jiz ptipojili své pozndmky k ldavaté.

Naproti tomu maj{ dlohy v VI hlavé lilavat! mnohem vétsi
cenu onéch, jez jim odpovidaji v pojednini Brahmeguptové.
Probéteme hlavni, ve kterych shleddvame velmi p¥ibliznj pomér
délky kruhové ¢dry k priméru a velmi jednoduchou formuli pro
ptibliZné vypocitani tétivy jako funkce prisluSného oblouku.
927
1g50 LEmet

délka kruhové &ry; d ?7? jo piibliznd hodnota, jaké se uxiv

Kdyz jest pramér kruhové ciry d, pak jest d ==

v praktickém zivoté. 201.
Tyto dva vyrazy nevyskytuji se v dile Brahmeguptové. Pomér

<

g,zé nalezi Archimedovi. Prvnf zlomek 123); jest presnéjsi, po-

névaé se rovnd 3.14160, kdezto -273_—_ 31428571 ... Abychom

obdrzZeli jesté vétsi ptibliznost, museli bychom vzfti pomér
31415926 . . . :

Velké4 pribliZnost tohoto poméru u Indd jest pozoruhodna,
protoZze uZfvd maljch c¢isel. }) ViZdy vSak jest pfesnéjsi pomér
%’%:3-14159292 ..., ktery podal Adriaan Metius.

Pravidlo. Ctvrtina priméru, nisobena obvodem kruhu,

rovnd se ploSe kruhové. Tento obsah, znésoben ¢tyrmi, rovné
1) Pomér i%i% nendlezi viak Bhaskarovi, jest mnohem siarif neZ tento
geometr. Jiz Mphamed ben Musa podav ve své Algebfe pomér %@
—;;%W Na uké-

zku, komu piece ndlez{ prvenstvi tohoto poméru, odpovidsd Rosen
i Libri, Ze Inddm.

a V10 pravi, Ze hvézdéfi uzivaji tfettho poméru

9*
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se plose kulové. Tato plocha znasobena primérem a rozdélena
Sesti, jest pfesnd hodnota (kubického) obsahu koule.
, . o .ol 3927 .
Pravidlo. BudiZ d primér kruhové cary; md jest
dosti pfesné urceny plosny obsah kruhové &iry; —1711 d? jest méné
3

j3
1 (—iz_ jest kubicky obsah

presny obsah, uZivany v praxi. S tor

koule. 205, 206.

Je-li polomér kruhové ¢iry roven 2000, pak jsou strany
rovnostranného trojihelniku a ostatnich pravidelnych obrazci
tyto: v trojihelniku 1732,';; ve étyrdhelniku 141413; v péti-
thelnfku 117517; v Sestidhelniku 1000 ; v sedmidhelniku 867, ;
v osmithelniku 7651}; a v devitiihelniku 68317. Odstavce
209—212,

Nisledujicf pravidlo ukazuje, jakby se nasly rychle, avsak
ne dosti presné, tetivy.

Budiz ¢ délka kruhové ¢iry, a oblouk, d primér a e tetiva,
pak jest

4ad (c — a)
T 3¢t —a(c—a)

Tato formule je prazvlastni, a bylo by zajimavo seznati
jak k nf Indové dospéli.

Formule pro oblouk « jako funkci tetivy e kruhové éary
¢ 0 priméru d jest tato:

a == — —

Tuto formuli obdrifme z ptedeslého, tesfme-li rovnici
druhého stupné.
Ve spise bija ganita jsou FeSeny mnohé geometrické ulohy
poctem a mnohd algebrickd pravidla feSena pomoc{ geometrie.
Viecky tyto tlohy jsou vyloZeny se zvlaStni presnosti a eleganci.
Pii dlohdch, které ptipoustéji nékolik zpisobd TFeSeni,
uZiv autor vidy nejjednodusitho, tak Ze se ¢toucimu zd4, jakoby
prochézel nékterd mfsta vytecné Newtonovy vseobecné arithmetiky.
Nékteré z nich vyZaduji feSeni neurcitych rovnic druhého
stupné. Na pf. majf se nalézti (v éfslech raciondlnych) strany
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pravotihlého trojihelniku, jehoz plo$ny obsah jest vyjadien tymiz
¢islem jako pfepona, nebo se rovnd soulinu vSech ti{ stran.

-
V prvnim ptipadé jsou strany tyto 20 15 25

5’ < o v dru-

hém pak jsou i §— a 5
PRS0 350 10 * 10

Zavéreéné uvahy,

7 téchto tryvki seznidvame, Ze Indové, alespoir za doby
Bhaskarovy, uZivali algebry v geometrii a naopak. Ve spise
Brahmeguptové tuto vzdjemnou sluzbu obou mathematickych
vét jesté neshleddvime. MozZno, Ze pricina toho lezi v tom, Ze
tento autor psal mnohem stru¢néji nez Bhaskara; nebof Brah-
meguptiv spis obsahuje mnohem méné pifkladd na algebricka
pravidla a nepodivd Zadnych dikazii. AvSak miZeme se do-
mnivati, Ze tento zplsob spojovati algebru s geometrii jest star-
stho datum, neZ aZz z dob Bhaskarovych, nebot jest téZ kara-
kteristickym pro spisy Arabské (na pt. Mohamed ben Musa,
11. stoletf). Arabové je mohli derpati jen od Indd, nebof Rekové
obé védy takto nevizali.

Ze Indové uzivali algebry v geometrii a naopak algebrické
ulohy fesili pomoci geometrie, mfizeme se domnivati, Ze dospéli
k feSenf mneurcitjch rovnic druhého stupné jenom cestou geo-
metrickou.

BudiZ na doklad této domnénky uvedeno toto. Lucas di
Borgo mluvi ve svém spise 0 pojedndni o &islech zdvojmocnénych
od Leonarda Pisanského, ve kterém se nalézd rovnice

2}y’ =a
feSena pomoci obrazci geometrickych. Formule Leonardovy jsou
viak tytéZ, k nimZz dospél Brahmegupta. Leonard Pisansky
nabyl viak svjch mathematickjch védomosti v Arabii. -Tedy
miZeme sméle tyto formule ptitknouti Arabim a domnfvati se,
Ze je tito prijali od Indd.

Jelikoz Bhaskara jiZz vdzal geometrii s algebrou a naopak,
kdeZto Brahmegupta uZzival ¢isté geometrie, ddle pak, Ze Bha-
skara spis tohoto znetvo¥il, aby napsal svij, jakoZ i poznimky
mnohych vyklddaéd nasvédcéuji tomu, Ze jiZz nerozumélo se v poz-
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déjsfm case duchu Brahmeguptovu, a 7e geometrie nalézala se
u Indd jiz v dpadku.

Tak jiz Bhaskara nevyslovuje tiicet devét, nybrz po latin-
ském zpisobu étyricet méné jedné, al Brahmegupta jeSté sprdavné
tak cini.

O stavu védy ani za Casu Brahmegupty nemiiZeme spravné
souditi, zdaZz byla vSeobecné na tom stupni, na jakém se nalé-
zaj{ dila Brahmeguptova; nebot ndm chybi z téch dob vSecky
jiné prameny. KdoZ vi, nepodavaji-li oba spisy Brahmeguptovy
jenom zlomky védomosti, jaké méli Indové ve starém véku, a
které on jenom zachytil, aby je pfed zapomenutim zachranil.

Uceny Hollandan Stévin ') domnival se, Ze byl kdysi uéeny
vék, ve kterém méli 1idé podivuhodnou zndmost véd, a ktery
ptedchdzel véku Feckému, z néhoZ Rekové méli jiz jen slabé
upominky védecké. Kdyby byval znal uvedeny chod védy u Indd,
byl by byval zajisté jen tim vice o svém ndhledu presvédcen.

Prispévek k odvozovani nekonednych fad a sta-
noveni jich souétd pomoci omezenych integrali.

Pod4vd

V. Rehofovsky v Praze.

Omezenych integrald s vyhodou uZivd se k odvozovini
nekoneénych fad a Casto i ku stanoveni jich souétu; takika
z kaZdé tady nekonecné, kterd neobsahuje sami déisla, ale
i obecné veliCiny, mozno odvoditi jednu aneb celou fadu novych
nekoneénych fad ; aby viak i soucty téchto fad uddny byti mohly,
nutno ptredné, aby zndm byl soucet fady ptvodnf, z které vy-
chdzfme, za druhé pak, abychom byli v stavu objevujici se
v poétu omezeny integral v koneéném tvaru vyéisliti. Ze tu
jak fada ptvodnf tak i fady odvozené vesmés konvergentni byti
musf, rozum{ se samo sebou, an jinak o jich souttech nemize
byti fedi; podotykdme pouze, Ze meze konvergence fad za

) Oeuvres mathématiques de Simon Stévin, Leyde, 1634,
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