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Nékolik analytickych tvah
o translaénich plochach vibec a bikvadratickych
ZV1ASL.

Napsal

Dr. Ant. Sucharda, t. ¢. v Pafizi.

1. V soutadné soustavé pravouhlé diana budiz fidfef kiivka
A plochy translaéni*) rovnicemi

S,y =0,

@ (x,2) =0,

tvorici kiivka B méj v soustavé s touto rovnobézné, jejimz po-
Catkem jest bod b (q,7,?) kiivky A, rovnice

F(z,y)=0
D (z,2) =0,

()

tudiz v pavodni soustavé rovnice

) F@—qy—r =0
B ® (2 — g, 6—1) = 0.

Ponévadz vytvarny zdkon plochy zdd4, aby body kiivky B
vykondvaly drahy shodné a homothetické s kfivkou A4, bude pti
vytvorovani plochy bod & probihati k¥ivku 4.

Proto musi jeho souiadnice hovéti rovnicim («¢) a bude

tedy
) f(gn=0
. ¢(g,%) =0.
#) Prof. TilSer ve svych piedndskdich nazjval tyto plochy plochami po-

souvdni.
17
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Vyloutice z rovnic (B), (y) parametry g, r, £, obdriime
rovnici F (#,¥,2) = 0 plochy translatni.

Vlozime-l{ téi k sobé pifsluiné linearné hodnoty ¢ »y, £
rovnicim (¥) vyhovujici, do rovnic (3), obdrzime

F@—g,y—r)=0

@) D (w— gz —1t) =0

jako rovnice kfivky B; s B shodné a homothetické, jez ndleif
ploSe translaént.
Uzitim vSech trojin q;, 7; &, prisludnych k sobé hodnot vy-
hovujicich rovnicim (p), obdrzime takto vSechny kiivky soustavy 5.
Libovolny bod «, y, # tvoffc{ kiivky B md ve sméru os
X, Y, Z od bodu b(q,r,t) vzdilenosti m;, ni, pi, takie jest

r=q +mi, Yy=r-+mn, =0(4p

a tudfz
q=x—my
r—y - m
t:z—p.'.

Dosadime-li tyto hodnoty do rovnic (y) za g, =, ¢, obdrZime

f@—mi, y—mn) =0

(¢) p(e—m;, 2 —p;) =0

jako rovnice kiivky A; s A shodné a homothetické, v translaéni
plose obsaZené, tudiZ kiivky soustavy A.

Pro vSechny trojiny m., n;, p; nabudeme tak v8ech krivek
s A shodnych a homothetickych na ploSe, tudiz vSech kfivek
soustavy 4.

Trojiny hodnot m;, n;, p; vyhovuji rovnicim kfivky B
pro potdtek v bodé b a osy s plvodnimi rovnobéZné, tudiz
rovnicim

(7]) F(w"{‘% :’/+r):0
D(x+q,2-+1) =0.

Zavedeme-li do rovuic () za z, ¥, z resp. m, n, p a spo-
jime-li je s rovnicemi (¢) psanymi s vynechdnim indexu i, na-
budeme vyloutenim m, n, p z téchto ¢ty rovnic opét rovnice
plochy translacnif. P prvém odvozovin{ této rovnice byla B
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kiivkou tvorici, pii druhém jest ji kiivka shodni a homothe-
tickd s kfivkou 4.

Velmi elegantné rovnici plochy translaéni odvozuje Lie*)
pro pripad, Ze soufadnice z, ¥, # bodl kiivek A a B vyjddieny
jsou uzitim proménného parametru ¢ resp -

Znati-li tu rovnice

=9, ()
(D y=1v, (@)
2= (&

kfivku A, podobné rovnice
=, ()
@) y=1b, ()
2=, ()

kiivku B, predstavuj{ rovnice

z=q, () + P, (1)
3) y=v9,. @) + v, (v
2= 0+ 1 @

plochu translaénf, kterd vznikne, posouvi-li se kiivka s jednou
z danych kfivek (1), (2)shodnd a homothetickd po kiivce druhé.

Vylouéenfm proménnych parametri ¢, * z rovnic (3) na-
budeme rovnice plochy v soufadnicich #, y, 2. Parametry ¢ a =
na scbé nezdvislé lze pokladati za krivocaré souradnice plochy
(coordonées curvilignes), ¢ — const., = = const. jsou kfivky riz-
nych soustav plochy této.

2. Budiz tu ukdzdno je$té k jinému vytvarnému zdkonu
ploch uvazovanych. Srov. Strnad, ,Drobné zprivy“ t. Casop.
rot. XIX. str. 50., k nimZ vS8ak budiz pro aplnost pfipomenuto,
7e jiz Lie vyslovil tento zdkon vytvarny pro A =1, jak uvddi
professor Darboux, doyen pafiZské Sorbonny, ve svych vyteénych
,Lecons sur la théorie genérale des surfaces® dil I., pag. 98.

Méjme v soustavé souiadné pravouhlé

*) Carl Schilling: ,Die Minimalflichen fiinfter Classe“, Gottingen, 1880,
pag. 7. ‘
17*
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kfivku 9
©

a kiivku 8
(%)

f@y) =0
Pxz) =0
. F(xy)=0
D(x22)=0.

Libovolny bod a (%;, ¥, 2,) ktivky ¥ 8 libovolnym bodem
b (%, ¥, #,) kiivky ® urtuje pifmku ab, na ni% stanovi se
danym délfcfm pomérem A urlity bod p vzhledem k a, b jako
bodim zdkladnim.

Soufadnice bodu p jsou

% — Az,

=1
Y4 — lyz

*) =1
— A5 lzz

=TT

Spojime-li bod a s pocdtkem o a uréime-li na pifmé spoj-
nici té6 bod o’ pifslusny délfcimu poméru 4, budou jeho sou-
fadnice

R xl
T=1
r— Y
¥y =173
. — 5
=1—1

Vzhledem k bodu o’ jako novému poldtku nabudou sou-
fadnice bodu p v rovnicich (1) uvedené, ovSem hodnot jinych,
totiz

— Az,
=1
— Ay,
y="T1=3
— 1z,
2 = =

1—21"

z nichz ihned patrno, ze nynf :y:2=u=x,:y,:2 na dikaz,
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Ze geometrickym mistem bodi p jest tu kiivka B’ s B po-
dobnd a stejnolehld. PovdZime-li, Ze tak jest pro kazdy bod a
a Ze Cinitel L
Ai—1
ktivky B‘ mezi sebou shodny. Mdme-li pfi této transformaci
na mysli kterykoli urtity bod v kiivky 8B, bude mu v kazdé
z kiivek B’ pifsludeti bod 1’. Kazdy z téchto bodd bude na
jedné z piimek, jez bod » spojuji s body kfivky %, i budou
tyto body dle prede§lého vypliovati kiivku 2‘ s % podobnou a
stejnolehlou. Z toho jiz patrno, Ze plocha z kiivek B’ sloZend
totoZzna jest s plochou, jez by vznikla translacf libovolné kfivky
B’ po dané kiivce ‘. Jest na jevé, Ze bychom obdrZeli i druhou
soustavu kfivek shodnych a stejnolehlych s kfivkou 8, kdybychom
p¥i tivahdch prve vykonanych kiivky 2 a B spolu zaménili.
Rovnice plochy obdrzi se, jestlize z rovnic (4) a z rovnic

zlstdvd stdlym, sezndme mimo to, Ze jsou

S y) =0
P, 2)=0
F(z,9,) =0
D (x,2,)=0

vylouéime souiadnice z,, ¥,, 2, %,," ¥, #, bodi a a b. DBudiz
tu jests pripomenuto, Ze jiz Monge se zabyval plochami trans-

la¢nimi, neuzivaje arci jména nyné&jsiho *). Hledal totiZz differen-
cialnf rovnici téchto ploch, z ni pak integraci dospél k rov-
nicim
T —f(z—a)=9 (a
Yy —-F(@—a) =19 (a),
z nichz vyloutenfm parametru « vychdzi rovnice translaéni
plochy. Pfi tom
x=f(@), y=F(
jest rovnice krivky tvorici,

=9 ), y =1 (2
rovnice krivky sidici.
3. Nebude, trvdm, od mista poukdzati jeSté ke dvéma za-
Jimavym vlastnostem ploch translacnich vibec.

*) Monge: ,Applications de I’Analyse & Ia Géométrie*, II. partie
p. 96—117.
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Ka?dym obecnym bodem plochy translaéni prochdzejf, jak
zndmo, dvé kiivky 4, B raznych soustav. Jsou-li te¢ny k obéma
kfivkdm v tomto bodé rovnobéiny se dvéma sdruzenymi prd-
méry prisluiné indicatrice, dime, Ze tvoi{ kiivky 4, B na ploSe
sft kfivek sdruZenych (réseau conjugué).

Podminku nezbytnou a postatujicf, aby libovolnd plocha
obsahiovala takovouto sit kiivek sdruzenych, vyjadiuje Darboux*)
takto:

Ddna-li plocha v soustavé souradné pravoihlé rovnicemi

r = f(u,v)
Y = plu,v)
2= u,v),

kdeZ jsou u, v dva neodvislé parametry, tvoii kiivky « == const.,
v = const. sit ktrivek sdruzenych, jestlize determinant

x x
dudv  du Dv’
W oW
v w W i" o
¥ % %z |
v w o |

K témuz vysledku dospél jiz difve Lie*¥), jejz .ovsem
Darboux citovati neopomiji; nemylim-li se, piSe Lie determinant
charakteristicky s vyménou fddkd za sloupce a naopak.

Je-li translaénf plocha ddna rovnicemi (3), jez jsme uvedli

v odst. 1. tohoto pojedndni, kladouce ¢ a r jako neodvislé para-
metry, poznd se ihned, Ze tu

e Yy %
v T Jwdv T dudv

z &ehoz ovicm ndsleduje, Ze se horni determinant totoZné rovnd
nulle. Tim jest dokdzdno, Ze tvori kiivky A, B riznych soustav
translaéni plochy vidycky sit kiivek sdruZenych.

*) ibid I. dil pag. 101.
**) Lie: ,Beitrige zur Theorie der Minimalfliichen“ (Mathem. Annalen
Bd. XIV.).
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Mél jsem ptileZitost jinde*) odvoditi tuto vlastnost trans-
latnich ploch cestou geometrickou, nevéda, Ze znima byla jiz
Lie-ovi a Darbouxovi. Vychdzel jsem pii svém dikaze od theo-
remu Dupinova ve formé, v které jej vyslovuje Salmon-Fiedler **),
Ze totiz prisecnice dvou soumeznych tecnych rovin libovolné
plochy jest pirimkou sdruZenou se spojnici bodd dotyénych. Opi-
raje se o zndmou vlastnost translaénich ploch, Ze roviny teéné
podél libovolné kiivky soustavy A nebo B obaluji plochu vdl-
covou ***) snadné€ jsem dokdzal vlastnost prve vyslovenou.

Pékné vyjadiuje vlastnost, o niz tu jedndme, Raffy ve své
pouéné knizet), pravé: Maji-li tvofiti dvé soustavy kiivek na
libovolné plose sit kiivek sdruzenych, jest potfebi a postaéi,
oby tvolily teény ke vSem k¥ivkidm jedné soustavy v priseénych
bodech s kfivkou druhé soustavy plochu rozvinutelnou. Z této
véty vyplyva na pt., jak Raffy v zajimavych svych vykladech
povédél, Ze jsou-li kiivoznacné kfivky jedné soustavy kfivkami
rovinnymi v rovinidch rovnobéZnych, jsou kiivky druhé sou-
stavy dotyénymi kfivkami ploch valcovych, jejichZz plo§né pfimky
jsou rovnobézny s onémi rovinami.

V fecené jiz knize své uvddi Raffy téz pékny zplsob geo-
metricky, jimz Koenigs, professor na Sorbouné, sestrojuje sité
sdruZenych kiivek libovolné plochy: ,Roviny svazku, jehoZ osou
jest libovolnd pifmka P, protinaji danou plochu v kfivkdch, jez
tvoif sff kiivek sdruZenych s dotyénymi kiivkami kuzelovych
ploch, opsanych dané ploSe ze stiedd lezicich na pffmce P.“

K tomu dovoluji si poznamenati toto:

Pti plochdch, vzniklych translaci rovinné kiivky A po libo-
volné prostorové kfivce B, snadno jest verifikevati zpisob Koe-
nigstiv. Pifmkou P jest tu ubéZnd p¥imka rovin kiivek soustavy
A, plochy kuzelové jsou nahrazeny védlcovymi, jez se dotykaji
translaéni plochy v kfivkich soustavy B.

*) Srov. mé pojedndni ,Kterak sestrojiti teény ke kiivkdm intensitnim
ploch translaénich viibec a kuzelosekovych zvldst.“ (Rozpravy Ceské
Akad. Tf. IL rod. VI & 24.)

#¥) Analytische Geometrie d. R. IL. dil 3. vyd. pag. 14.
##¥) Srov. prof. F. TilSera predndsky na c. k. ées. vys. 8kole technické
z let 80tych.
1) Raffyt ,Legons sur les applications géométriques de analyse«, 1897,
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Jsou-li také kiivky soustavy B kiivkami rovinnjymi, jest
abé#nd ptimka téchto rovin druhou pifmkou ve smyslu Koeni-
gové. Prfslusnymi plochami kuZelovymi jsou tu vélcové plochy,
jez se dotykaji plochy translatnf v kfivkdch soustavy 4.

Abychom druhou zajimavou vlastnost translaénich ploch
dokdzali, vychdzejme opét od rovnice (8) tohoto pojedndnf a
odvodme vyraz pro linearny element plochy.

Je tu zajisté

da? = (¢ dt + @',dr)*
dy* = (¥ dt + Pdr)*
dz* = (y,dt + y.d%)*,
prolez
ds' = (9, ¥, + 2.7 de*
"i’- ((Png + w‘zz + Zl.' z) dz*
+ 24t dr (9,9 + V¥, + 270,
Predpokldddme-li nyni po pifkladé Darbouxové*), e ¢, ©
jsou oblouky kiivek 4, B, rovnaji se Cinitelé v prvnich dvou
zdvorkdch posledniho vyrazu kazdy jedné a vyraz nabyvéd jedno-
dussfho tvaru
ds* = dt* + ar® + 2dt dv (9,9, + Vb, + 24203
zavedeme-li ddle za ¢ a 7 nové parametry «, g tak, Ze
«c=t-+=z
B =1t—r,
nabude vyraz pro linearny element po krdtké upravé tvaru nd-
sledujictho: :

P 1 . ‘ ! o 2
ds* = (1 + 9,9, + 9%, + 11s) dec?

g (L 99, — i, — 7l) B
Srovndme-li jej s obecnym vzorcem Darbouxovym *+)
ds* = Edu® + 2Fdudv -+ Gdv?,
shleddme, %e F' = 0. Pondvadi viak, jak feéeny autor ukazuje,

*) ibid. pag. 99.
*¥) ibid. pag. 76.
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thel @, v némZ se protinaji kiivky ¢ — const, g = const, dén
jest relaci
COS @ == = —,

VEG

jest v ptredloZzeném piipadé @ = R, t. j. kiivky a = const,
f = const protinaji se pravoihelné. Vychdzi z toho zajimavy vy-
sledek ten, Ze dopousti kaddd plocha translacni soustavu pravo-
hlych sowradwic kriwocarych (systeme de coordonnées curvi-
lignes rectangulaires) &ili sit isothermickou. Kiivky « = const,
B = const ji rozvrhuji v nekonetné malé c¢tverce, poloZime-li
do = dp.

4. Prestdvajice na ivahdch o obecné ploSe translaéni, obratme
se k oném, jejichz Fidici a tvofici k¥ivkou jsou centrické kuzelo-
setky A a B. Ridici kuzelosetka A méj stied 4, tvoifei B stied
u, obé protinejte se v bodé m. Probéhne-li bod m posouvajici
se krivky B celou kiivku 4, vznikne Zddand translatni plocha
P. Pii tom kazdy bod kfivky B vytvori kfivku 4 shodnou a
stejnolehlou; také jeji stred « vytvoif takovou kfivku, jiz na-
zveme 4;. Plocha d4 se vytvofiti arci také tim zplsobem, Ze
B jest kiivkou Fidfei a A tvofiel. Bod m posouvajici se kfivky
A probéhne pak celou kiivku B a kaidy jiny bod kiivky 4
kfivku s B shodnou i stejnolehlou; také stfed ¢ vytvori takovou
kiivku, nazyvejme ji B,. Jak patrno, obdrzime stied kiivky B,,
ucinice ¢0 == mu; ponévadZ vSak jest potom téZ wo == md, po-
zndvdme, ze A, i B, majf spoletny stfed v bodé o.

Jest nyni ddle zfejmo, Ze se uvazovand plocha P dd téz
vytvoriti takovou translaci kiivky B, pfi nfZ jeji stied w pro-
bfhd danou kiivku A,, nebo takovou translaci kiivky A4, pfi
nfz jejf stied ¢ protind kfivkn B, Kiivky 4, a B, arci na
ploSe P nelei.

Povdzfme-li, Ze rovina A kfivky 4, délf tu kazdou kfivku
soustavy B ve dvé klinogonalné soumérné polovice, nahlédneme,
Ze rovina tato jest rovinou klinogonalné soumérnosti plochy P.
Prohlédajice k druhému zdkonu vytvarnému, z obdobué ptfdiny
poznavdme, Ze tolikéz rovina B kfivky B, jest rovinou klino-
gonalné soumérnosti plochy P. Roviny A a B protinaji se
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v pfimece X bodem o prochdzejici, v niz majf kuZelosetky 4,
B;s po jednom priméru.

Roviny kiivek soustavy B protinaji rovinu A v rovno-
béZkdch s X, jimiz urluje se osnova tetiv kuZelosetky 4, Konce
kaZdé z téchto tetiv jsou stfedy dvou kuZeloseéek soustavy I3,
i jest patrno, Ze jsou kazdé ty dvé kfivky spolu soumérny dle
roviny C, kterd prochdzf priméry Y, Z kuzeloseéek 4, resp.
B,, sdruZenymi s primérem v piimce .X obsaZzenym. Jesti teay
rovina tato ttet{ rovinou klinogonalné soumérnosti plochy P.
Spoleény témto tfem rovindm bod o ovSem jest stiedem plochy
uvazované. Volime-li roviny ty za roviny soutadné, budou Fe&ené
tfi primeéry osami soufadnymi a spoleiny stted kuzelosetek A,
B, potitkem soustavy; rovnice plochy, jiZ pak nabudeme, bude
nejjednodusdsi dobou rovnice plochy P, nejobecnéji pojaté, v sou-
stavé souradné kosotihlé. Vhodnym uZitim pffbuznosti vidycky
lze plochu P tak transformovati, aby jeji roviny soumérnosti
byly vzdjemné k sobé kolmé, zdroveir pak aby byly jejich pri-
seénice’ osami kuZelosetek A;, Bi.

Pifpadnou volbou modulu ptibuznosti i toho Izg dosfci,
aby tu kaZdd z ktivek 4,, B, méla stejné osy. Tak nabude se
nejjednodusstho typu plochy P, na ktery kaidou centrickou
plochu takovou lze prevésti, a na némz i v dvahdch ndsledu-
jlcich prestaneme. Kfivkami raznych soustav budou zde jediné
kiivky kruhové a rovmostrauné hyperboly. Poukdzali jsme jiZ
jinde *) k tomu, Ze tyto plochy ttikrdt normalné soumérné slusf
rozvrhnouti takto:

1. plocha kruho-kruhovd, 2. plocha hyperbolo-kruhovi,
3. plocha hyperbolo-hyperbolickd; pfi tom prvni &dst ndzvu pro-
bléda ke kiivce Fidfci, druhd ke kiivce tvoifci.

Slusf pak pfi ploSe 2. rozezndvati typus a a b podle toho,
zda rovina kruZnice B, obsahuje realnou nebo imaginarnou osu
hyperboly A4,, pii plose 3. pak typus a, b, ¢ podle toho, zda
prisetnice rovin hyperbol 4,, B, obsahuje realné osy obou
kiivek, nebo realnou jedné a imaginarnou druhé, nebo koneténé
obé osy imaginarné.

# Srov. mé pojedndni: ,Uber die bei einer Gattung centrischer Riickungs-

flichen der vierten Ordnung auftretende Reciprocitit.* Sitzber. d.
k. Akad. d. W. in Wien, Bd. CL, Abth. II. a. Mai 1892, pag. 590.
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Pro snaz§f ptehled znamenej R pokazdé poloosu Ffdfc
kuzelosetky (polomér kruZnice, po piipadé poloosu ffdici hyper-
" boly), » polomér tvotfcf kruZnice, po p¥fpadd poloosu tvoifcf
hyperboly. Pfi tom budiz povidy R> r.

Tou podminkou docflime, Ze dvojnd kuZelosetka nezvrhne
se ve dvé primky, okolnost to, jiZ v celé této prdci pokldddme
za vyloudenou.

Majfce rovnici plochy sestrojiti, volme povzdy rovinu
kuzelosetky A, za soutadnou rovinu XY, rovinu B, za souf.
rovinu XZ, rovinu k obéma kolmou, spoletnym stiredem téch
kiivek prochdzejicf za soufadnou rovinu YZ. Jest na bfledni,
Ze za bod b (sr. odst. 1.) nejlépe se tu hodf stied tvoifci kuZzelo-
setky B.:

Bude pak zajisté, ponévadz plati pro A, je-li kruZnief:

2+ yt= R
z2=20
a pro B, je-li kruZnici:

(x— &) + 2% — r*

2
@) y=2=8
a protoze bod b (e, 8, 0) kiivce 4, hovi, nutno psdti:
a? -+ g2 = R*
(3) y =0.

Vyloutenim e, 8, » z rovnic (2), (3) a soutasnym zraciona-
lisovanfm ihned se obdrzf pro rovnici plochy kruho-kruhové
doba tato:

@)  (@—y o+ RP—r?)? —da? (R —y?) = 0.

Ze plocha jest stupné &tvrtého a ze potdtek soustavy jest
stfedem jejim, na pohled se potvrzuje; také jest snadno po-
znati, Ze roviny, jez jsme za soufadné zvolili, v pravdé jsou
ploSe rovinami normalné soumérnosti.

Zcela obdobnym postupem obdrzfme i pro ostatnich pét
druhii ploch P ptisluné rovnice, totiz:
pro plochw hyp. kruh. typw a:
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(B) (x*+y*+ 2 L RP—r?)? —da®(y* - RH =0,
hyp. kruh. typu b:

6) (2" +y*+ " — R* —r")* —4a® (y* — R*) =0,
hyp. hyp. typu a:

() (@ -y —a + B — ) —4a* (4 + B = 0,
hyp. hyp. typu b:

(8) (.’L“—f— ‘]/2 —22+ K2 _+_ rz)z — 4z (!/2 4 R?) =0,
hyp. hyp. typu c:

9) (@t y?— et — R4 rh)i— 42 (y* — R =0.

h. Pi§eme-li rovnici (4) takto:

[#* + (B4 9)(R—y) — (r +2) (r — 9]
— 42 (R+-y) (R —y) =0,

a povSimneme-li si, Ze Ize obdobné psdti té% ostatnich pét
rovnic, znatfme-li pak linearné vyrazy zde se vyskytujici krat&eji
resp. 4, B, C, D, [k, pozndme, Ze vSechny rovnice ty maji spo-
leény tvar
(D (4* 4+ BC— DE)* — 44*BC = (.

Touz plochu, jakou vyjadfuje rovnice (4), obdrifme v3ak,

jestlize se po kruznici B,
2=
y=20
stfedem svym posouvd kruznice A4
(x—a)'+y*=R*

2 =9.
Ponévadz tu bod & («, O, p) kiivee B, hovi, nutno psati
aﬂ + y2 — ,.2
=0
(—a)y'+4 y*= R*
zZ = }’,

z kteréito soustavy vychdz{ vyloutenim «, g, y a jestlize
vysledek zracionaln{me,

(10) (xx + y:— 22— R? + ra)ﬂ__ 4?‘.2 (r'l _ z‘z) -0
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jako rovnice plochy translaénf, jez, dosadime-li za linearné vy-
razy oznafeni svrchu zavedené, nabyvd tvaru od (I) ponékud
odchylného, totiz

a0 (4? — BC - DE)* — 44°DE = 0,

na ktery, jak se rozumi, i rovnice (4) aZ (9) v3ech ostatnich
ploch lze uvésti, odvodime-li je, jako zde se stalo, translact
kuZelosetky A po B,

Jiny zpéisob, jehoz k analytickému vyjddieni plochy I’
s prospéchem mozno uziti,, jest tento: '

TS

4

Obr. 1.

Libovolny bod m plochy translaénf jest na urcité kruZnici
Bm, jemu pifslusny polomér kruznice Bm, majici délku r, jest
od osy X odchylen o dhel ¥, jejf stied s jest na konci polo-
méru kruZnice 4, od osy X o tdhel ¢ odchyleného, jehoZz délka
jest R (obr. 1.). Z toho ihned ndsleduje pro soufadnice Fece-
ného bodu m, Z%e

x= Rcosp-}rcos¢
(11) y=Rsing
2 =rsinvy.

Témito tfremi rovnicemi lze kazdy bod uvaZované plochy
vyjddfiti uZitfm proménnych parametri ¢, ¥ na sob& nezd-
vislych. Vylouéime-li je z téchto rovnic, vychdzi ihned
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o= ViV,
z ¢ehoZ po ndlezitém zracionalnéni plyne

(12) [#* + y* + #* — (R #)] — 4 (B — ) (' — #) =0
Jjako tfeti doba rovnice plochy P, jiz zavedenim zndmych znakd
pséti lze ve tvaru

(I1D) (4* — BC— DE)*— 4BCDE = 0,

na kteryZz ovSem i ostatnich pét ploch dottenym zplisobem uvésti
1ze. Budiz poznamendno, Ze Kummer ve svém pojednéni*) pro
plochy &tvrtého stupné, jez majf dvojnou kuZeloseéku a dva
pary bodi dvojnych a k nimZ, jak pozndme, i uvazované tuto
plochy nalezf, uvadi jen rovnici ve tvaru (I) a (II), nikoli v8ak
téZ ve tvaru (III), jejz pravé jsme odvodili.

Také je§té pripomeiime, Ze rovnicemi (11) uvedené vyjd-
dienf soufadnic libovolného bodu plochy translaéni vyplyvd téz
ze zplsobu Lieova, v odst. 1. uvedeného, jakoz ihned vysvitne,
povdzime-li, Ze lze kruznici 4, vyjadfiti rovnicemi

z= Rcos g

y = Rsin ¢

2 =0,
kruznici pak B, rovnicemi

X =7rcosy

y=20

Z =7 sin .

Rovnice plochy jsoh pak

z=Rcosgp + rcosv
y = Rsing
2 = rsin 4.

Chceme-li kone¢né rovnice uvazované plochy nabyti na
zdkladé onoho zdkona vytvarného, jejZ jsme v odst. 2. vylozili,
vyjdéme od kruznic U a B, jez jsou v soustavé soufadné pravo-
. Ghlé ddny rovnicemi

*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1863.



271

% [z* +y* = (1—4)* R*

| 2=0,
$[ x4 2t = (1 —}»)zrz
\ y=0.

Pak jsou souiadnice bodu p, ktery déli spojnici hodu
a(x, y,2) kiivky % s bodem b (z,,y,,2) ktivky 8 dle po-
méru 4, tyto:

)
=10
%

A ey
— — 4z,
R =

Vyloutfme-li z téchto rovnic a z rovnic
x! 4y = (1 —2)*R?
a2l = (1—A)?s?
velitiny «,, ,, 2,, #,, nabudeme rovnice plochy ve tvaru
(@ + 9 + 2t — R — %) = 4 (R —y*) (A% — &%)
ktery se pro A= —1 aplné srovndvd s rovnici (12).
Polozime-li v rovnicich (4) a (10) za prvnf vyraz v zi-
vorkdch M, za druby N, za Cinitel jemu predchdzejic{ 4P*, mi-
Zeme po ptikladé Kummerové obé ty rovnice, jakoZ i pét ku
kazdé prislusnych, obsdhnouti tvarem
(IV) M* — 4P*N = 0.
6. Vlozime-li do rovnice (4)
(13) Y =c,
stane se levd jejl strana rozdilem kvadrdtd, jehoz rozkladem
v linearné Cinitele a srovninim kazdého s nullou vychdzi

vt VR — R —r?— 2= 0

M Ve koo,
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coZ patrné znati rovnice dvou kuzeloseCek, v nichz rovina (13)
plochu protin4.
Jsou to dvé kiivky kruhové o poloméru » a stiedech v A,
tudiz dvé ktivky soustavy B.
Podobné substituce
(15) 2=0C

do rovnice (10), ddvd rozdfl kvadratd, jenz rozlozen v linearné
tinitele a s nullou srovndn vede k rovnicim:

1 -
(16) @ +y—22Vr"—CF — R +r*—(C%) = 0
dvou ktivek kruhovych soustavy A.

Protind tedy kaZd4 rovina osnovy XZ plochu ve dvou
kruznicich soustavy B, kaZdd rovina osnovy XY ve dvou
kruznicich soustavy 4.

Pro

17 c=—+R
znéji rovnice (14) souhlasnd, totiz:

x4+ 22— 2 =0

@42t —r? =0,

t. j. kazdou z rovin ¥ = R, y == —R plocha se protind ve dvou
splyvajicich kruh. kiivkdch soustavy B.

Pro
(19) C=+7r

(18)

vychdzi z rovnic (16) souhlasné

o Ty — R2=0
(20) Py Bi—o,
t. j. kazdou z rovin 2 =7, 2 = —r plocha se protind ve dvou
splyvajicich kifivkdch kruhovych soustavy A.

~ Rovnice roviny teéné v libovolném bodé z, y, z plochy,
dané rovnicf (4) znf

@1 2@ty — R —?) (§—2)
+y@* +y'—2 — R+ ") (n—y)
G+ 2@ =y + 4+ R —r?) (¢ —2) =0



273

Pro libovolny bod kruZnic, danych rovnicemi (19), (20),
totiz kruznice
224+ Yy — RP=0,2=7r
jakoZ i kruZnice
2?4y’ —RP=0, 2 = —r

rovnice ona se zjednodudi. Jde totiz z rovnic téchto, druhou-li
zdvojmocnime a k prvé ptiéteme,

z? -+ gy 4.‘_22_}32___7.2: \
od prvé-li odetteme, |
2yt — 22— R4 =0,

a vlozenim té&chto hodnot do (21) vychdzi, jelikoz soutinitel p¥i

(¢—=x) a (y—y) tini nullou, a soudinitel pi ({— #) ménf

v 2r(R*—y%, tato rovmice roviny te¢né v libovolném bodé

kruznice prvé: :
2r(§—r7) =0,

a tato v libovolném bodé druhé:

2r(§ 4+ r) =0,

tudiz
E—=»r
(22) £ = —r

Rovina tetnd kteréhokoliv bodu kterékoliv z obou kiivek
splyvd tedy s rovinou kaZdé z nich, dotykajic se plochy P po
celém obvodu kfivky. Roviny ty jsou tedy singularnymi rovi-
nami teZnymi plochy uvazované, jez zveme podle Cayleye cnic-
trops. Dotykaji se plochy podle kiivek 4,, 4.

Obdobné lze dokdzati o rovindch kruZnic, danych rovni-
cemi (17), (18), totiz:

!4 —r'=0,y=R
m2+52_r2:0’ y:—Ra

Ze jsou singularnymi teénymi rovinami plochy, dotykajice se ji
kazdd podél celé kruhové kiivky.
‘ 18
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Jsou to roviny
(23) y= K

y=-R

a ptislu§né ktivky kruhové jsou B, B, .

Uvahy predeslym zcela obdobné lze provésti pfi viech
ostatnfch péti hlavnfch druzfch ploch P, danych rovnicemi (4)
az (9), i presvédiime se pokazdé o existenci étyf singularnych
rovin teénych, z nichz dvé podél kuzelosetek A,, 4., druhj
podél B,, B, plochy se dotykaji.

Vysledky pravé obdrzené a singularnich rovnic se tykajici,
rychleji obdrzi se uzitim rovnice (IV).
Polozime-li totiz N =0, coz vzhledlem k rovnici (4) znf

R?- - y* =0,

vychdzi ihmed M?*=0 ¢ili (#* + 22— r*)? =0 na dikaz, Ze
kazdd z rovin y — -+ R sete plochu ve dvou splyvajicich kru-
#nicich poloméru », hledime-li pfi tom k rovnici (11), pozné-
vame obdobné, Ze pro

r?—z2= 0
vychdzi
(& 4y — B)* =0,

protez kazdé z rovin 2= —+r sete plochu ve znimych dvou
splyvajicich kruznicich druhé soustavy.

Ponévadz kruZnice obdrzené, jak v ndsledujfcim se poznd,
ke dvojné kiivece nendleZeji, jsou to nutné prve tetené cnictropy,
roviny jejich tedy singularnymi rovinami teé¢nymi. D4 se ukdzati*),
Ze Hessiana plochy translaini prochdzi vsemi cnictropy, z ¢ehoz
jde na jevo, Ze tyto kuzelosetky, obsazené v singularnich rovi-
ndch, ndlezeji ke Ikrivce parabolickych bodd plochy translaéni.

Povsimneme-li si nynf jesté rovnice (III), pozndme, Ze pro

(&) A? — BC— DE?=0
vychdzi
(B) BCDE =0,

*) Srov. mé pojednédni: ,O nékterych plochdch polarnych plochy posou-
vani kruho-kruhové® v roé. XIII tohoto ¢asopisu, pag. 9.
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z CehoZ patrno, Ze kvadratickd plocha (e protind translaénf
plochu P v kiivkdch, jez lez{ v singularnych tecnych rovindch

B=0,C=0, D=0, E=0,

tudiz ve v&ech jejich cnictropech.
Pro ptipad plochy kruho-kruhové (rovn. 12) jest («) plochou

kulovou s P soustiednou o poloméru VR? + #»7; pro ostatnich pét
druhd ploch translaénfch pifslusné vysledky snadné se odvodi.

7. Majice pottdisky stanoviti dvojnou kiivku a dvojné body
plochy P, uvazme, Zze podminka, aby plocha néjakd méla bod
dvojny, vyjadiuje se vymizenim diskriminanty jeji rovnice.

Je-1i rovnice plochy v soutfadnicfeh homogennich z, y, 2, v
ddna dobou P =0, jest diskriminanta vysledkem vyloudeni pro-
ménnych z, ¥, 2, v ze soustavy rovnic

D)
DP—O, ,D_I_J_,__-_O a_P:O, ol
v

ox dy ’ 2z

Jestlize pii tom ¢tyfi plochy rovnicemi témi piedstavené
nemaji toliko jednotlivé body spoleiné, nybrz celou néjakou
kiivku, jest kiivka ta dvojnou kfivkou plochy P =0, kazdy
jejf bod ovsem bodem dvojnym.

Vypotet provedme p¥i jedné ze Sesti ploch, danych rovni-
cemi (4) az (9), na pi. pii ploge hyperbolo-hyperbolické typu a.

Rovnice jeji (7) vyjadiena v soutadnicich homogennich

=0.

nabude, piSeme-li za z, y, z po fadé z Y i, tvaru

) v ]
P [t " — 2"+ (B — %) o] — da (y* 4 R%%) = 0,
i bude pak
1 P

q o ==y —# (B 1) 0] =0

1 3P

Ty - (R — ) 0% =0
(24) 1 P '

Tw Pty —2 (=0

1 P )
Y =v[— (R‘+,r2 +y (R‘—-r) 2 (R'—1r?)
+ (B — )2, a]

18%
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Vlozime-li do rovnic téch z =0, zmizi prvd a ostatni
budou:
ylyt— o+ (B —r) ] =0,
o[y — ot + (T2 — %) 0?] =0,
v[y?— 2%+ (R —r?) v =0,

z ¢ehoZ na pohled patrno, Ze ktivka
Yy — - (R2—r)v*=0

(25) z=0
vem plochdm
P o P P
w =0 =0 =0 FH =0

jest spoleéna. Tot tedy dvojnd kuZeloseCka uvaZované plochy
(7). Jeji rovnice v soufadnicfch Cartesiovyeh obdrz{ se, vlo-
Zime-li v =1, i zni

e B R2P—rH =0

(26) z =0.

Inflekéni kuzelovd plocha kazdého bodu dvojné kiivky
né&jaké plochy degeneruje, jak zndmo, ve dvé roviny teéné v tom
bodé ku ploSe, jet kazdy ten bod biplanarnym bodem plochy.
Obdrz{ pak se rovnice kuzele inflekéniho, transformujeme-li
rovnici plochy na onen bod dvojny jako potétek.

Pii té transformaci smiz{ ¢len samostatny i ¢len rozméru
prvého z rovnice, t. j. podle obvyklého oznaleni bude

W =0, u®d =0,
¢len pak rozméru druhého s nullou srovndn, t. j.
w® = 0
zna¥f rovnici inflekéntho kuzele.

- Nazveme-li v pifpadé daném rovnicf (7) soufadnice libo-
volného bodu kuzelosecky (26) O, m, n, pifi GemZ arci platf

27) ' m?—n? 4 R?—r? =0,

bude rovnice ploc'hy, transformovand na potdtek (0, 7, ), zniti
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(28) (2? | y* — 2* 4 2my — 2n2)*
— 42% (y* + 2ny + R* + m?) =0.
Patrné tu
w(® — 0, M =0
kdezto
u? =0,

znf

(29) (m? 4 R?) & — (my — ng)* = 0.

Tof rovnice inflekéni. plochy kuZelové, jez sklddd se viak
Z rovin

Ym* - R*x — my + nz =0
Ym®:  R* & +my — nze = 0,
tetnych to rovin plochy hyperbolo-hyperbolické v bodé kfivky

dvojné, zvoleném za poédtek soustavy. Tim znova jest stvrzeno,
Ze kfivka (26) jest dvojnou kiivkou plochy.

(30)

(Dokoncenf.)

Rozsiteni poutky o neurtitych kosfficientech.

Napsal
Dr. Jan Pexider v Pafizi.
Jsou-li dvé konetné Fady funkecf
Uy ~+ U, Py () + UgPy(%) +- .« .+ UnPu()
vy +0,9,(%) + ,9,(x) + ... 4 v.9.(2),

z nichZz Z#4dnd nenf algebraicky linedrnou funkei drubych a wy,
v znatf konstanty, sobé rovné pro nekonefné mnoho riznych
hodnot «,, ®,, %,,..., Ciselné mensfch neZ libovolnd hodnota
A, jsou obé Fady identické, t. j. plati

Uy = Vg, Uy = Vpyon.y Uy = Vp.

Dikaz. Budtez z,, @,,..., Z,.1 libovolné volené hodnoty
mensf neZ A, ale takové, ze pro né zddnd z funkei @«(x) nena-
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