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Poznámka k základním vztahům souřadnic 
projektivních. 
Napsal J. Sobotka. 

1. T, Vahlen zavádí pro rovinu v originelním spisu ,,Kon-
struktionen und Approximationen" (Leipzig 1911), str. 12, ne­
homogenní souřadnice projektivní, čímž jest dán názorný přechod 
od souřadnic paralelních k těmto a naopak. 

Obr. 1. 

Je-li OXY základní trojúhelník (obr. 1), jehož strany buďtež 
příslušně o, x, y a, je-li E bod jednotkový, jenž se promítá z vrcholů 
Y, X, O na protilehlé strany v El9 E2, E3, tu když libovolný bod 
v rovině M se stejným způsobem promítá v body Ml9 M2, Mz, lze 
za souřadnice x, y bodu M zvoliti hodnoty dvoj poměrů 

x = (XOExMx), y = ( YOE2M2), 
při čemž tedy považujeme (OX) = x za osu souřadnic xa,(OY) = y 
za osu souřadnic y, takže pro bod O jest x = y == 0, pro bod X 
jest # = oo, pro bod Y jest j = o o a pro bod E jest x = y= L 
Můžeme psáti též 

x =-= Y(XOEM)} y = Z(rOJS?ilf), 
kde označujeme jako obvykle na pravých stranách těchto výrazů 
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svazky přímek o vrcholech Y, resp. X, jež promítají body v zá­
vorkách vyznačené a x, y jsou hodnoty dvojpoměrů v těchto 
svazcích. 

Je-li c přímka jednotková, jež seče strany y = x, x=y} o v bodech 
E\, E\, E\ a p libovolná přímka v rovině, která je seče v bodech 
Pl9 P2, P3, pak volíme za souřadnice přímky p hodnoty f = y (xoep), 
rj = x(yoep), kde značí jak obvykle pravé strany řady bodové 
vyťaté na y, resp. x přímkami v závorkách uvedenými. Jest tudíž 
f = (OXE'^), rj = (OYE'2P2). Pro přímku bodem X jest f = o, 
pro přímku bodem Y jest rj = o a pro přímku bodem O jest f = ->o, 
rj = oo. Následkem toho mezi souřadnicemi libovolného bodu M 
a libovolné přímky p platí relace 

zf = (XOEM (OXE'^) = (XOE,E\) (OXM^), 
yrj = (YOE2M2) (OYE\P2) = (YOE2E\) (OYM2P2). 

Když volíme í a e tak, aby byly harmonické vzhledem k troj­
úhelníku OXY, pak jest (XOExE\) = (YOE2E\) = - - 1, a tedy 

xf = — (OXM^), yrl = — (OYM2P2). 

Prochází-li přímka q, protínající x, y, o v bodech Ql9 Q2, Q3, 
bodem M, takže 

sf = — (OXM&), yrj = - (OYM2Q2), 
pak jest, když promítáme z bodu M na přímku o 

(OXM,Qx) = (M3XYQ3) 
(OYM2Q2) = (M3YXQ3), 

následkem čehož jest 
(OXM&) + (OYM2Q2) = (M3XYQ3) + (M3YXQ3) = 1. 

Tedy pro bod a přímku, jež jsou inciděntní, platí relace 
x^+yrj+ 1 = 0, (1) 

jež značí rovnici přímky, mají-li f, rj stálé hodnoty a rovnici bodu 
má-li x a y stálé hodnoty. 

Takto jsme dospěli k nehomogenním souřadnicím projektivním, 
od nichž dospějeme k homogenním souřadnicím xl9 x2, x3, resp> 
fi> Í2> £3, když klademe 

x = - \ y = - 2 a obdobně f = | \ r, = | 2 . 
#3 ^3 £s f 3 

Oznaěíme-li body 0, X, Y nyní příslušně A3, Ax, A2, pak jest 

§ = (A1AtE1M1), ? = (A2AaE2M2), 
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^ ( A ^ W M Í« = (ASA2E'2Q2). -
£3 ^3 ' 

Zevšeobecněná věta Cevova vzhledem k bodům E a M praví, že 
{AIAJBÍMJ (AZA2E2M2) (A2AXEZMZ)= 1. 

Ježto 

proto jest 
(A^EM = £ (A3A2E2Mг) = J , 

*v *ť2 

^ (.á^-W) 
.a tudíž 

£ = ( ^ ^ ^ 3 ^ 3 ) . 
2̂ 

Obdobně dává zevšeobecněná věta Menelaova vztah 
(^Mi^iCi) (A^E^Q,) (A2AZE'2Q2) = 1, 

z čehož plyne 

^ 3 S2 

takže 

f* = (.4,4^',^). 
$2 

Tím jsme dospěli k známým rovnicím homogenním. 
Rovnice (1) přechází tu pak v rovnici 

%Ji + x2£2 + xz£z ==. 0. 
2. V následujícím budiž poukázáno k jednoduchému způ­

sobu, jímž se dají právě provedené úvahy rozšířiti do prostoru. 
Mějme (obr. 2) čtyřstěn základní ÓXYZ a zvolme přímky (OX), 
(OY), (OZ) za osy souřadnic. Roviny v čtyřstěnu protilehlé k vr­
cholům O, X, Y, Z buďtež O, X, Y. Z; bod jednotkový označme 
opět E a rovinu jednotkovou E. Za souřadnice x, y, z libovolného 
bodu M v prostoru zvolíme hodnoty dvoj poměrů 

x = (YZ)(XOEM), y = (ZX)(YOEM), z = (XY)(ZOEM), 
kde se na pravých stranách nacházejí svazky rovin o osách (YZ), 
(ZX), ( 1 7 ) , jejichž roviny obsahují body v závorkách dalších 
vyznačené. 

Za souřadnice £, rj, £ libovolné roviny P zvolíme pak duálné' 
Jhodnoty dvoj poměrů 

" ~ f = x (XOEP)s tj -= y (YOEP), f -== z (ZOEF),. 
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kde na pravé straně vyznačeny jsou řady bodově vyťaté rovi­
nami v závorkách? uvedenými na osách x, y, resp. z. 

Promítají-li se tudíž body E,Mz přímky (YZ) na osu x do bodů 
El3 Mt, z přímky (ZX) na y do bodů E2, M2 a z přímky (XY) 
na osu z do bodů 2?3, Ms, jest 

* = (XOEM, y = (YOE2M2), z = (Z0EsM3). ' (2) 
Pro bod O jest tedy # = 2/ = z = o a pro body X, Y, Z jest 

příslušné x = oo, y = oo} z = oo. Když duálně rovina E, P proti-

z=д 

o=A4 

я.r. 
Obr. 2. 

nají osu x v bodech E\, Plt osu y v bodech 2?'2, P a a osu z v bodech 
E\,PZ, jest 

| = (OXE'^), t) = (OYE'sP2), t = (0ZE'sPs). (3) 
-Pro rovinu bodem O jest tudíž | = oo, 77 = oo, f = oo a pro 
roviny bodem X, Y nebo Z jest příslušné 1 = 0, ^ = 0, f = 0. 

Z rovnic těchto plyne, když bod jednotkový E a rovina 
jednotková E leží harmonicky vzhledem k čtyřstěnu ÓX YZ 
obdobně jako v úvaze předcházející 

a* * — (OXM%Px), yn = — (OYMJP2), *£ = — (OZMzPz). 

Předpokládejme nyní, že bod Jbf a rovina P jsou incidentní, 
a hledejme zde vztah mezi součiny #f, yn, z£. Rovina P protíná 
čtyřstěn OXYZ v úplném čtařstranu, jehož tři strany jsou (PtP2)^ 
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(P2P3)* (P3Pi) a jehož čtvrtá strana leží v rovině (XYZ) a Spojuje* 
body Xl9 Yl9 Zl9 v nichž se protínají sobě příslušné strany v per­
spektivních trojúhelnících X YZ, P-P2P3, majících O za střed , 
perspektivity. Při tom značí Xx průsečík stran (XZ), (P1P3), dále 
Y! průsečík stran (ZY), (PZP2) a Zx průsečík stran (YX), (P2PX). 
Bod M v rovině P promítněme z vrcholů Yx, Xx, P 3 trojúhelníka 
YXXXPZ na jeho strany protilehlé do bodů M\, M\, M\ a,tyto 
body promítněme dále z bodu Z do roviny (OXY). Body M\ a M\ 
se tu promítají patrně v body Ml9 M2, při čemž se přímky (YMX), 
(XM2) protínají v bodě U, jenž jest průmětem bodu M z bodu Z do 
roviny (OXY). Rovina (zM) protíná rovinu (OXY) v přímce 
(OU) a rovinu P v přímce (PZM)\ proto protínají se přímky tyto 
v bodě G, ležícím na přímce (PiP2) společné (OXY) a P. Průseč-
nice roviny (zM) s rovinou (XYZ) prochází bodem ř73, v němž. 
(OU) protíná ( 1 7 ) , pak bodem M\ a obsahuje bod Z. Následkem 
toho jest ř73 průmětem bodu M\ z bodu Z. Přímka (UZM) protíná 
z patrně v bodě Mz\ neboť ona jest transversálou vedenou bodem 
M k protilehlým hranám (X Y) a z daného čtyřstěnu. Z toho plyne, 
že 

zí = — (OZMzPz)-=^(OUUzG). 

V rovině (OXY) prochází přímka (ZJJ) bodem U a protíná přímky 
(OX), (OY) v bodech, jež označíme V1? V2. Pro souřadnice v teta 
rovině jest stopa d^ ni přímky (ZE) bodem jednotkovým a roviny E 
přímkou jednotkovou, při čemž stopy tyto leží harmonicky vzhle­
dem k trojúhelníku OXY. Následkem toho platí podle předchá­
zejícího relace 

(OKU-VO + (OYU2V2) = 1 
čili 

z níž plyne 

Avšak 

proto 

(OXMtVt) + (OYM2V2) = 1, 

(OXM.P,) (OYM2P2) 
(OXV.PJ ^ (OYV2P2) 

(OXVxPx) = (OYV2P2) = (OUzUG), 

(OXMxPx) + (OYM2P2) = (OUzUG) = 1 — (OUUzG). 

Poněvadž (OUUzG) =?= (OZMzPz), plyne tu vztah 
(OXM.P,) + (O YM2P2) + (OZMzPz) = 1, 

takže 
*f + m + ze + 1 = 0. (4> 

udává souvislost souřadnic bodu a roviny pro případ, že jsoil 
incidentní. , • ' ' ' 
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Přechod od uvažovaných souřadnic nehomogenních k sou­
řadnicím homogenním jest dán rovnicemi 

Xi Xn X* ' 
x = —, y = —, z = — 

x^ x^ x^ 

S t ' 'I £ > ^ £ > 
£4 £4 £4 

JL nichž jest geometrický význam těchto souřadnic patrný. Označí-
me-li nyní vrcholy O, X, Y, Z daného čtyřstěnu příslišné Ai} Al9 

.A2, A3, přecházejí rovnice (2) a (3) v rovnice 

J =- &A&MJ, J = (A.A^M,), % = (A^AtEM, 
x^ X^ X^ 

f-1 = (AtA^PJ, I? = (AtAJi'JPt)t f- = (AtA^P,), 
S4 ?4 ^4 

V T T J* J* fc 
z nichž pak plynou hodnoty pro --, —, — jakož i pro •£, -^, ~2 

X2 X3 X3 £ 2 S3 S3 
způsobem prve vytknutým pro rovinu. Označíme-li průměty bodu 
E z přímek x, y, z na hrany protilehlé v čtyřstěnu příslušně F74, 
E&, E6, bodu M pak M±, M5, M% a průsečíky rovin E, P s těmito 
hranami E\, E'5, E'6, pokud se týče P 4 , P 6 ) P 6 , t u plyne na př. 
z výrazů pro souřadnice v rovině A2AZA^ přímo 

%={A,AJiJli), f2 = (A^E^P,). 
xa £3 

Rovnice (4) přechází t u v známou rovnici 

*ifi + *2f2 + 3̂f3 + x£i = 0. • 
Jsou-li pro i = l, . . ., 4, Xi, yi souřadnice homogenní dvou 

bodů a fí? rji dvou rovin určujících přímku p, pak jsou homogenní 
souřadnice této přímky pro k = 1, . . ., 4 a k 4= i, 

Pik = Xiyk — xkyi, pokud se týče qik = f̂ * — f*̂ . 
Vyjádříme-li ty to body a ty to přímky souřadnicemi nehomogen­
ními x, y, z a #', í/', z', resp. f, ??, f a f, r/> £', obdržíme 

^12 = *Ž/' — y*', QVM = yz' — zy', QV*I = zx' — xz'> 
QP11 = x — x', QP2A = y — y', QPU = Z — z' 

*a obdobně. 

<*?i2 = fy — iff', or?23 = íf' — fy 3 <^3i = íf' — f C, 
•^Íi4 = f — f , <rq2A = V — V'> O ? M = C — f f -

Protíná-li přímka p roviny souřadné (yz), (arz), (at/) příslušně 
v bodech Ml9 M2, M3> jejichž souřadnice nechť jsou příslušně 
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0> Yv Zx\ X2, O, Z2\ X3, Y3, O, 

tu, jelikož libovolný bod na přímce p má rovnici 
(x + Xx')Š + (y + ly')ri + (z + te')C + 1 A == 0. 

obdržíme pro uvedené souřadnice bodů Mu M2i Jf3 výrazy 

v — n v i*2* y ^31. 
Z l ~ 0 ' r i = ^- Zl~¥,' 
y Pl2 V (\ 7 P&. 

y ř̂ fS v P23 7 — c\ 
A 3 = — , Jf3 — —-, Z/3 -— U. 

^ 4 3 2*43 
Snadno seznáme, že platí tu relace 

: _ _L ! _ — 1 _ ? _i_ _ ? — 1 _ ? 4_ • _ ? — 1 
3 --'2 -"l ^ 3 • A 2 -*1 * 

X2Y3Z± + X3YXZ2 = 0. 

Duálně jsou-li M1? M2, M3 roviny, jež spojují p příslušně s body 
X, Y, Z, jsou jejich souřadnice, a to 

pro Mx X. = P, D _ #21 * #31. 
£>i — ~ > 

#41 

pro M2 V- #12 
-v2 — —, 

#42 

& = o, 0Z #32. 

a pro M3 X #13 

#43 

*Л #23 
Ç з _ f e ' 

з = 0 . 

Souřadnice ty jsou şpojeny relacemi 

5 i 4.- Ł — 1 
+

 2 ' 
_ ? 4- „ ? —-
ði -*з 

= i, % + Q 
•X2 *&2 Va 

*.-2s5i + -«•ÇiSi = 0. 
:*. 

Remarque sur les propriétés fondamentales des coordonnées pro~ 
jectives. 

(Ex t r a i t de l 'ar t icle précédent . ) 

L'auteur fait voir comment on peut introduire, d'une manière 
simple, les coordonnées projectives nonhomogènes du point et 
du plan de l'espace; il établit les conditions de l'incidence de ces-
figures, effectue le passage aux coordonnées homogènes et donne 
l'expression des coordonnées de droite à l'aide des coordonnées-
nonhomogènes introduites ci-dessus. ^ 
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