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Poznamka k zdkladnim vztahim souradnic
projektivnich. .
Napsal J. Sobotka.

1. T. Vahlen zavédi pro rovinu v originelnim spisu ,,Kon-

~ struktionen und Approximationen‘‘ (Leipzig 1911), str. 12, ne- .

homogenni soufadnice projektivni, ¢imz jest dén nazorny pfechod
od soufadnic paralelnich k témto a naopak. .

Obr. 1.

Je-li OXY zikladni trojihelnik (obr. 1), jehoZ strany budteZ
piisludng o, z, y a, je-li £ bod jednotkovy, jenz se promita z vrcholu
Y, X, O na protilehlé strany v E,, E,, E;, tu kdyz libovolny bod
v roviné M se stejnym zpisobem promitd v body M,, M,, M,, lze
za souradmce z, y bodu M zvoliti hodnoty dvo;poméru :

x = (XOEIMI)’ y = (YOE,M,),

pfi Sem? tedy povatujeme (OX ) =  za osu soufadnic za (0Y) = y
za osu soufadnic y, takZe pro bod O jest x = y = 0, pro bod X
jest £ = oo, pro bod Y jest y co a pro bod E jest x=y=1.
Muzeme psatl téz

z = Y(XOEM), y = X(YOEM),

kde oznaéu]eme jako obvykle na pravych stranéch téchto vyrazﬁ
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svazky pifmek o vrcholech Y, resp. X, jeZ promitaji body v zi-
vorkidch vyznadené a =z, y jsou hodnoty dvojpoméri v téchto
svazcich.

Je-li e pfimka jednotkovd, jez sede strany y—= x,—éz y,0v bodech
E'y, By, E's a p libovolnd pfimka v roving, kterd je sete v bodech
P,, P,, P;, pak volime za soufadnice pfimky p hodnoty & = y (zoep),
7 = x(yoep), kde zna¥i jak obvykle pravé strany fady bodové
vytaté na y, resp.  piimkami v zavorkich uvedenymi. Jest tudiz
& = (OXE'\P,), n = (OYE',P,). Pro pfimku bodem X jest £ = o,
pro piimku bodem Y jest # = o a pro pfimku bodem O jest &£ = ~o,
= oco. Nasledkem toho mezi soufadnicemi libovolného bodu M
a libovolné piimky p plati relace
) xf = (XOE,M,) (OXE'\P,) = (XOE,E",) (OXM,P,),
yn = (YOE,M,) (OYE',P,) = (YOE;E',) (OY M,P,).
Kdyz volime Z a e tak, aby byly harmonické vzhledem k troj-
thelniku OXY, pak jest (XOE.\E') = (YOE,E';)) = —1, a tedy
xf = — (OXM,P), yn = (OYM P,).

Prochézi-li pfimka g, protinajici z, y, o v bodech @, Q,, @,
bodem M, takze
2§ = — (0XM,Qy), yn = — (0Y MQ,),

pak jest, kdyZ promitame z bodu M na piimku o

(OXM,Q,) = (M XYQ)

(OYMzQz) = (M:;YXQ:;), °
néasledkem &ehoz jest

(OXM1Q1) + (OYMzQe) = (M3XYQ3) + (M YXQs) = 1.

Tedy pro bod a piimku, jez jsou incidentni, plati relace

x4+ yn+ 1=0, , (1)
]ez ‘znadi rovnici piimky, maji-li & 7 stale hodnoty a rovnici bodu
" mé-li z a y stdlé hodnoty.

Takto jsme dospéli k nehomogennim soufadnicim projektivnim,

od nich? dospé&jeme k homogennim soufadnicim x,, x,, 3 resp.
&, &, &, kdyz klademe
T I _h b
x_% y_m3 a obdobnéé-—ss, 17——58.
Oznaéfme-li body 0, X, Y nyni pfisludné 4,, 4,, 4,, pak jest

Ly

i”_: = (4 4EM), = (AzA EzMz)
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El ’ 52 ’ ~
D= UAEQ), = AdBQ).
A .
ZevSeobecnénd véta Cevova vzhledem k bodim E a M pravi, Ze-
(A1A3E1M1) (434,E.M,) (A,4,E:M;) = 1.

Jeito
(A ds B M) = 2L (AydoByMy) = 2,
proto jest ‘
i ' %(AzAIE,,M:,) =1
a tudiz

= = (4,4,E;M,).

Obdobng dava zevéeobecnéné véta Menelaova vztah
(454,E',Qy) (4,4,E"3Q;) (AzA E'5Qs) = 1,
z ¢ehoZ plyne

2 (4,4,5',Q,) . § -

takze

é = (4,4, E"5Q;).

Tim jsme dospéli k zndmym rovnicim homogennim.
Rovnice (1) pfechazf tu pak v rovnici

Ty + Ty + 236 = 0.
2. V nésledujfcim budiZ poukdzino k jednoduchému zpi- .
sobu, jim% se daji pravé provedené tvahy roziffiti do prostoru.
Mé]me (obr. 2) &tyistén zakladni OXYZ a zvolme piimky (0X),
(0Y), (OZ) za osy soufadnic. Roviny v &tyfsténu protilehlé k vr-
cholim O, X, Y, Z budtez O, X, Y, Z; bod jednotkovy oznadme
opét F a rovinu ]ednotkovou E. Za soufadnice z, Y, z libovolného
bodu M v prostoru zvolime hodnoty dvo;poméru

z=(YZ)(XOEM), y=(ZX)(YOEM), = = (X¥)(ZOEM),

kde se'na pravych strandch nachézeji svazky rovin o oséch (¥Z),
(ZX), (XY), jejichz roviny obsahuji body v zévorkéch dalsich
vyznadené. . '

Za. soufadnice &, %, { libovolné roviny P z\rohme pak duélnd”
hodnoty dvojpoméri -

== (XOEP), =y (YOEP), { =z (ZOEP),.
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kde na pravé strané vyznadeny jsou fady bodové vytaté rovi-
nami v zavorkdch: uvedenymi na osich =z, y, resp. z.

Promitaji-li se tudfZ body E, M z pfimky (Y Z) na osu z do bodi
E,, M,, z piimky (ZX) na y do bodd E, M, a z ptimky (XY)
na osu z do bodl. Ej, M, jest

xr = (XOElMl)a y = (YOE,M,), z = (ZOE,M;). C(2)

Pro bod O jest tedy « = y = 2 = 0 a pro body X, Y, Z jest
piisludné 2 = oo, y = oo, 2 = co. KdyZ dualng rovina E, P proti-

z=:a, )

Obr. 2.

naji osu z v bodech E’, 1 Py, osu y v bodech E’;, P, a osu z v bodech
E's, Py, jest .
' £ = (0XE'\Py), n=(0Y E'aPz) { = (0ZE',P,). )
. Pro rovinu bodem O jest tudff & = oo, n ='oco, { = oo a pro
roviny bodem X, Y nebo Z jest prisluéne E=0,9g=0, {=0.
7 rovnic téchto plyne, kdyz bod jednotkovy E a rovina
jednotkové E lezi harmonicky vzhledem k &tyfsténu OXYZ
obdobné jako v tvaze predchazejicl

26 = — (OX M, P,), yn = — (OYM;Py), 2L = — (OZMPy).
Predpoklédejme nyni, %e bod M a rovina P jsou incidentni,

a hledejme zde vztah mezi soudiny z£, ¥z, 2{. Rovina P protiné.
Styfstén OX YZ v tplném &tafstranu, jehoZ t¥i strany jsou (P, P,),
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(P,Ps), (P;Pl) a jehoz Stvrté strana lesf v roving (X YZ) a spojuje
body X,, Y;, Z;, v nichZ se protinaji sob& piisluiné strany v per-

spektivnich trojabelnicich X YZ, P,P,P;, majicich O za stied ‘

perspektivity. Pii tom znaéf X, pruseéik stran (XZ), (P,Ps), dale
Y, pruseéik stran (ZY), (PsP,) a Z, prusedik stran (YX), (P.P,).
Bod M v roviné P promitnéme z vrcholt Y, X,, P; trojihelnfka
Y,X,P; na jeho strany protilehlé do bodt M’';,, M'y, M’; a tyto
body promitnéme déle z bodu Z do roviny (OXY). Body M'; a M',
se tu promitaji patrné v body M,, M,, pfidem% se pHmky (Y M,),
(X M,) protinaji v bodé U, jenz jest primétem bodu M z bodu Z do
roviny (OXY). Rovina (2M) protind rovinu (OXY) v piimce
(OU) a rovinu P v p¥imce (P3M); proto protinaji se piimky tyto
v bodé G, lezicim na p¥imce (P,P,) spoleéné (OXY) a P. Prused-
nice roviny (zM) s rovinou (X YZ) prochazi{ bodem U;, v némz
(OU) protina (X Y), pak bodem M’', a obsahuje bod Z. Nésledkem
toho jest U, primé&tem bodu M’y z bodu Z. Ptimka (U3 M) proting
z patrné v bod& M;; nebot ona jest transversalou vedenou bodem -
M kprotilehlymhrandm (X Y) a 2z daného Sty¥sténu. Z toho plyne,
Ze

2t = — (0ZM,Py) = — (OUUQ).

V roviné (OXY) prochazi pfimka (Z,U) bodem U a protina piimky
(0X), (0Y) v bodech, jez oznat¢ime V,, V,. Pro soufadnice v této
roviné jest stopa dg ni pfimky (ZE) bodem jednotkovym a roviny E
piimkou jednotkovou, pfi éemz stopy tyto lezi harmonicky vzhle-
dem k trojihelniku OXY. N&sledkem toho plati podle predcha-
zejiciho relace
(O'XUIV]) + (OYUsz) =1

¢ili

(OXM,\V)) + (OYM,V,) =1,

- (0XM,P,) | (OYM,P,)
(OXV.Py) — (OYV,Py)

z niz plyne

=1.

Avsak

(OXV,Py) = (0YV,P,) = (OU,UG),

proto ‘ , :
Ponévadz (OUU,R) = (OZMyP;), plyne tu vztah
(OXM,Py) + (OY MyP,) + (0ZM3P;) = 1,

xt 4+ yn+ 20+ 1=0. (4)

udava souwslost soufadnic bodu a roviny pro p¥ipad, ie ]sou
incidentni. :

takze
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Prechod od uvaZovanych soufadnic nehomogennich k sou-
fadnicim homogennim jest ddn rovnicemi

Zy. Lo Z3

= —, = &= —

. z, Z, x4

a- ‘ £ = 3 n = [ ¢ = &
§4s ) 54, 54’

2 nich jest geometricky vyzmnam téchto soufadnic patrny. Oznadi-
me-li nyni vrcholy O, X, ¥, Z daného &tyisténu piislisné 4,, 4,,
A,, A,, pfechizeji rovnice (2) a (3) v rovnice

.z x
— = (4,4, E. M), ;i = (A, 4,E,M,), ;: = (4;4,E,M,),

i (A4A K P1) é = (A4A2E'2P2); ?Z = (A4A3E’3P3),

“z nichZ pak plynou hodnoty pro %, a—c—‘, % jakoZ i pro G & &
w2

Z3 I3 & & &
zplusobem prve vytknutym pro rovinu. Oznaéime-li priméty bodu
E z ptimek z, y, z na hrany protilehlé v étyfsténu piislusné E,,
E;, Eg, bodu M pak M,, M, Mg a pruseéiky rovin E, P s témito
hranami E',, E’';, E'g, pokud se tyée P,, P;, Pg, tu plyne na pi.
z vyrazi pro soufadnice v roviné 4,4;4, pfimo ,

p =(A2A3E4M4), g: = (AaAzEIQP‘i)-,

Rovnice (4) pfechézf tu v zndmou rovnici

2:&; + 26, + ‘;5353 + z&, = 0.

Jsou-li pro ¢ =1, 4, z;, y; soufadnice .homogenm dvou
‘bodu a &;, 7 dvou rovin urcu]icich pnmku p, pak jsou homogenni
:soufadnice této piimky pro k=1,...,4a k F 1,

Dix = ZiYx — TxYi, pokud se tyée qir = Emr — Exm.
Vyjadifme-li tyto body a tyto piimky soufadnicemi nehomogen-
nimi z, y,za 2’, y', 2/, resp. &, n, L a &, v, {’, obdriime

P = 2y — Y7, ePn = Y2’ —2y’, opn = 22’ — a7,

CPu=2—2x, CPu=Y—Y, me——:z_v_'z
a obdobné. ' :

Oy = &1’ — &', 04 = 1&" — L', ogy = L&' — &L,

oqu=§&—1¢, 0gu =n—1', 0'434—5 .

Protiné-li pfimka p roviny soufadné (yz), (:z:z), (zy) prislusné
v bodech M, M, M, ]e]whz ‘soutadnice necht jsou prisluéné
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0, Yla Zl; X2y 0: Z2$ Xsa Y3! 0:
tu, jelikoz libovolny bod na pifmce p mé rovnici

(4 )+ (y+ A+ (2 + &)+ 14=0.
obdriime pro uvedené soufadnice bodu M,, M, M, vyrazy

Jen

X,=0, Y= z-®

Pu ‘ Pa
X,=20 y,—0  z,=0
z Paz 2 z Paa
P23
X = — Y = —, Z == O.
2 Pas _ 2 Pas3 N

Snadno sezname, Ze plati tu relace

v.tz=0v ztx,=b" x,t¥,=! .
X,Y.Z, + X Y, Z, — 0.

* Dualné jsou-li M;, M,, M, roviny, jeZ spojuji p prfslusné 8 body ,
X, Y, Z, jsou jejich soufddnice, a to

pro My =0, D= il’ A = Q__sx;
qn 9a
ot g oM op_o 5=
Qa2 Qa2
» M
& pro ,3 X, = 'qE’ D, =q—23: s = 0.
‘ Qa3 Q13
Soufadnice ty jsou spojeny relacemi
D& 3 X D,
. T = l, 7 l,
B2 FrE=L gg-
N xiQSél + x312152 - 0
*
Remarque sur les propriétés fondamentales des coordonnees pro-
: jectives.

(Extrait de larticle plfécédent;)

L’auteur fait voir comment on peut introduire, d’une maniére
- simple, les coordonnées projectives nonhomogénes du point et
du plan de ’espace; il établit les conditions de l’incidence de ces
. figures, effectue le passage aux coordonnées homogeénes et donne
‘Pexpression des coordonnées de droite & l’aide des coordonnées.
nonhomogenes introduites ci-dessus. . oo
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