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V bodé B piestdvéd absolutni minimum podél prvni i druhé,
pon&vadz bod nalézajicf se na p¥. na prodlouZeni vsetky AB za
bod B jest blize bodu 4, neZ bodu A.

Tvar &iry p méni se s pelohou bodu 4; kdyby na pi.
bod 4 splynul s vrcholem H, sklddala by se &ira p ze tii
dsefek spojujicich stfed protilehlé stény () s jejimi vrcholy.

Na obrazci verifikujeme ndsledujici vétu, kterd dle Poincaréa
plati vibec pro konvexni plochy: Vychéazi-li z né&jakého bodu
¢dry p nékolik nejkratSich geodetickych éar k bodu A4, vychdzi
z ného nékolik vétvi ¢dry p, kterymi jsou pileny uhly seviené
dvéma konsekutivnimi nejkrat§imi ¢arami.

Studium geodetickych &ar na mnohosténech ve smyslu
pravé uvedeného jednoduchého pifkladu md ten vyznam, Ze si
jim lze udiniti ptedstava o pribshu C4ry p na riznych kon-
vexnich plochéch; nebof ku kazdému (konvexnimu) mnohosténu
Ize sestrojiti konvexni plochu, kterd se od n&ho velmi mdlo lisf
a na niZ maji geodetické Cdry zcela podobny pribéh.

0 zvlastnich determinantech.

Napsal Dr. Vaclav Simandl, assistent deské techniky v Brné

1. Uvod.
UvaZujme zvlastni quadratickou matici, kterd m4d tvar:

do po-b * * * *
by a, (py —1).0, * * *
* 2.0b, a, (P, — 2). b * *
* * * *
a— 3.0, a,
R R
o * Py-00 @,

kde a,, b, jsou opét urlité quadratické matice a p, urtité, celé,
kladné tislo. Zpisob psanf p, . b, (p, — 1) . b, atd. znamené,
ze kazdy prvek matice b, jest ndsoben tislem p,, (p, — 1), .
atd. Hvézditky znamenaji quadratlcké matice, které jsou sesta-
veny vesmés z null.
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Matice a, a b, maji opét tyz typ jako matice a, prvky
téchto matic a, a b, jsou opét maticemi naSeho typu a tak
miizeme stdle pokratovati, az pfijdeme k maticim, jejichz prvky
miZeme jiZz poklidati za prosté prvky.

Jako jednoduchy pifklad pro nafe quadratické matice uve-
deme ndsledujici jednoduchou matici 1 :

42.B*
B 4 B

M=
*2.84

kde jest:
3 0
a 2b
2b a
0 3b

OO ™
SRS T e )

¢c 3d O
d ¢ 2d
0 2d ¢

0 0 3d

S OO

M4 tedy matice M tvar:

a 3b 0 0 2¢ 6d 0 0 O 0 O O
b a 20 0 24 2¢ 44 0 0 0 O O
0 26 a & 0 4d 2¢2!1 0 0 0 O
O 03 a 0 0 6d2 0 0 O O
¢c 3d 0 0 a 3 0 O ¢ 3 0 O
¥ — d ¢ 2d 0 b a 200 d ¢ 24 0
) 0 2d ¢ d O 2 a b 0 2d ¢ d -
0 03 ¢ 0O O 3 a 0 0 3d ¢
O 0 0 0 2 6d 0 0 a 3 O O
0 0 0 O 2d 2¢c 44 0 b a 20 O
O 0 00 O 4d 2¢2d 0 26 a b
O 000 0 O 6d2 0 0 3b a

V nésledujicim ukézeme, Ze determinanty téchto matic dajf
se rozloziti v linedrni faktory, a tyto faktory stanovime.
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2. Determinanty Cayley-Sylvestrovy a Puchta-Noetherovy
jakodto zvldsini pFipad.

Determinanty, se kterymi se zabyvali Cayley a Sylvestr, *)
maji tvar:

a n 0 0 0 O
1 an—1 O 0 0
0 2 a n—2 0 0
0 0 3, a 00
0O 0 0 0 a 1
0O 0 O 0 n a

) I vidime, Ze jsou specielnfm pi{padem determinanti nagich
matic.
Pro vytvofeni determinanti Puchta-Noetherovych (viz

Pascal-Leitzmann: Die Determinanten, pag. 80) jest charakte-
ristickou matice

kde A a B jsou matice, které jsou vytvofeny tymze zplsobem
jako matice M. Determinanty Puchta-Noetherovy majf obecné

2" tddkd a sloupci. Tak pro n» = 3 dostaneme ndsledujici de-
terminant :

A B

M:ﬁBA

a, a, az a, a; a, a; ag
ay, uy @y Az a5 Ay ag a,

Patrno jest, Ze determinanty nasich matic stévaji se determi-
nanty Puchta-Noetherovymi, kdyZ v3echna p poloZime p — 1.

*) Cayley (Quart. Journ, of Math. Vol. IL, p. 163. Sylvesir (Nouv.
Ann, de Math, XIII, p. 308),
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3. Definice nadich matic.

Po pfedchozich vysvétlenich miZeme piikrociti k diklad-
n8j8i definici nafich matic. Takovou matici budeme definovati
nisledujicf rekurrentni formuli:

Muy Pn.Nno * .o * *

N'n——l Mn_] (pn—‘ 1) . Nn—l . . . * *

w=| BN Mo
*' * ;; ﬂin—l lv:n-—l
* * * pn . Nn—l Mn—l

kde posléze
M, = a,.
Matice M, a N, jsou téhoz typu a téhoz fidu;
Pn+ Nu—ty (Pn — 1) . No—, . . . znamend, Ze kazdy prvek ma-
tice N.—: jest ndsoben &islem p,, (p» — 1) ... atd. Hvézditky
znamenaji quadratické matice sestavené vesmés z null.

Tu méme:

M, =a,

Ny, = a,
a, p,a, 0 .. .0 0
a, e, »,—Va, . . . 0 0
M=) 0 W@ .0 0
o 0 0 C. a4 g
0 0 0 N X P A
a, pag 0 ....0 0
a, a; (p,—la, . . . 0 o
m=| O w00
0 0 0 C 4 a
0 0 0 e o, a

a mizeme ddle pokralovati, aZ dospsjeme k matici M.
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Pro determinanty naSich matic zavedeme oznaleni D,,
D,...D, anebo ob¥rn&ji vzhledem ku prvkim téchto deter-
minanti :

Dn = D (ay, ay, a3y« Qi Pyy Py« « - Pn)

Snadno lze nahlédnouti, %e poéet sloupcd resp. fddki determi-
nantu D, jest ddn souéinem:

o +D@+1... @4+ 1.

Jake zvldstni pfipad naSeho oznateni uvedeme determinant
zvla§tni matice M, kterou jsme difve byli sestavili. Oznaeni
toho determinantu bude:

' D, (a, b, ¢, d; 3, 2).
Cayley-Sylvestrovy determinanty by pak mély oznateni:
D, (a, 15 n)
a Puchta-Noetherovy:

Dy (ay, @g, gy ... Ggny 1, 1, ... 1).
N e —
n

4. Dikaz, Ze naép determinanty se daji rozloZiti v linedrns
Jfaktory.

Méme-li dvé matice a & b:

all PR /AT ﬂll Co ﬂln

anl . . . “nn . ﬂnl ‘. . . ﬂnn
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a utvofime-li z nich matici ¢ zpisobem :

@+ B - -G+ B

anl‘l"ﬁnl oo -“nn+ﬂnn

tu jest patrno, Ze matice ¢ jest téhoZ typu jako matice @ a &

v piipadé, Ze matice ¢ a b maji tyZ typ. Pro takto utvofenou

matici ¢ zavedeme si vzhledem na matice a a & oznaleni:-
¢c=1[a 4+ 0]

Abychom dostali hodnotu determinantu matice M, pfe-
ménime matici M, v jinou matici, pfi kteréZ pfeméné hodnota
determinantu této matice ziistane nezménéna. Tu pieménu pro-
vedeme nejprve na urtité matici specielni. TotiZz na matici M,,
kde p, =3, piSme pak jeité v této matici M, = a, Np—y —b.
Méme tedy matici:

@« 3. * *
b a 2.b *
* 2.6 a b
* * 3.b a

Jezto a, b znamenajf opét quadratické matice, mime v této
matici ¢tyfi skupiny fadkd a &tyfi skupiny sloupcd. Pfititejme
nyni v této matici ku prvni skupiné fddkd postupné ndsledu-
jicf skupiny. jejichZz viecky prvky jsou ndsobeny postupné &fsly
3, 3, 1. Podobné ptititejme ku druhé skupiné ¥idkid nésledujici
dvé skupiny, jichZ prvky jsou postupn& ndsobeny ¢&fsly 2, 1.
Posléze pfittéme ku tfeti skupiné fddkd skupinu &tvrtou. Do-
stivime tedy potom matici, kterd md tvar:

[a+3.5] 3.[ea+3.3) 3[a+3.5] [a+3.0]
b [a+b6+3.0]1[2.a+2.04+3.0] [a+2.0]
* 2.5 [@a—b+2.2.0] [a+b]
* ® : 3.0 a

Nyni odeéitejme postupné prvni skupinu sloupcd, jejiZ
viecky elementy jsou nésobeny postupné &sly 3, 3, 1, od viech
nésledujicich skupin sloupcli, pak odetitejme druhou skupinu
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gloupcdi, ndsobenou postupnd lsly 2, 1, od skupiny tteti a pak
od &tvrté skupiny sloupcd. Posléze odetitejme tfeti skupinu
slouped od posledni skupiny sloupcii.

Dostdvdme potom quadratickou matici tvaru:

[a+43.0] * * *
b [a4+08] * *
* 2.0 [a—b] *
* * 3.5 [a—3.3]

Zcela tymZe zplsobem, kterym jsme tuto matici pfemé&nili,
aniZ by se hodnota jejfho determinantu zménila, pfem&nime
matici nafeho determinantu obecného, totiz matici M,, jak jsme
ji uvedli na potdtku odstavee 3. Matice M, jest patrnd rozds-
lena v (p. 4 1) skupin fddki a pravé v tolik skupin sloupci.
Ptititejme nyni postupné k prvkém prvnf, druhé, tieti atd. az
(pn — 1) & po-té skupiny Fadkd vidy vSecky ndsledujici sku-
piny fddkd, které postupné jsou vidy ndsobeny &isly:

) ) ()
(ml )’ _(png2) .. .(gz:g), (5;:21)
SREts

2, 1,
’ 1.
Po té odetitejme postupné prvky prvnf, druhé, tieti atd.
a%t p,-t6 skupiny sloupcidi, které jsme postupnd byli ndsobili

Eisly : .
. Pn .28
1 A

Pn— P+ 1
1
ode viech nésledujicich skupin sloupci.
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" Pak obdrzime matici:

[Mn-l +pn'Nn-]] * * .o * *
Nn—l [/‘[n_"}‘(pn—ﬂ), Nn_1] * PP * *
* 2.7, _, [Mn__l+(pn—-4),1\7n__l] .. * *
* * * [Mn-—l—'(pn—2)~Nn__|] *
* * * Puo Vs [ M 1=Pn Npy]

Determinant této matice md opé&t hodnotu D, jako deter-
minant matice M,, a znamend-li nyni vyraz [ D, =+ (p»— k). En_4]
determinant matice [M,—, 4+ (p» — k) N,—], miZeme dle
Laplaceovy véty o rozkladu determinanti psati:

Pn
D= 0 [Dy— + (pr — 2k) En-—!]-
k=0

PiSme nyni vzhledem ku prvkim nasich determinanti:

D, = D (ay, ay, g, ... @5 Pyy Py - - - Pu)
Dyt = Do (01, @y @5, .« . Agn—15 Py, Pyy -« - Pui)
E, . =D, , (ae”—‘-ijls Aon—Ipay =143y « o« Ugn5 Pyy Py
Pu—1)%).
Pak mizeme ale psiti dle vysvétleni, které jsme podali
na podéitku tohoto odstavce o maticich téhoZ typu:
[Ducs 4 (0 — 2) Eucs] = Dot (@ + (pu — 28) agigs, . .«
von Agn—t + (P — 2K) ayny py . .. Pa—r)s
Obdrzime tedy ndsledujicf formuli pro rozklad naich de-
terminanti :
Du(ay, @y, .o ayns Py - oo Pa) =
Pn ‘
kI—Io Doy (ay + [pn — 2k] agn—14, -« . apr—1 + [pu — 2k] @25

i Pam) ®)

Tuto formuli pro rozklad miZeme ddle applikovati na de-
terminanty D, _,, a kdyZ tak dile pokratujeme, dosp&jeme posléze
k soutinu linedrnich faktord. Tim jest tedy nade tvrzeni doka-

*) Piseme misto Zx-1 opét Du—1( ...) ponévadZ matice determi-
nantd Du—1 a En-1 jsou téhoz typu.
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zdno. Na ukdzku budeme applikovati tuto formuli na specialni
determinant D, (a, b, ¢, d; 3, 2), jehoZz matici jsme jiz diive
napsali.

Médme pak:
D, (a, b, ¢, d; 3, 2) =
D, (a+2¢ b+ 2d; 3).D, (a, b; 3). D, (a —2¢, b —2d; 3),
déle méme:

D, (@ 4+ 2¢, b+ 2d; 3) = (a 4+ 2¢ + 3b 4 64d) .
@4+2c+b+2d).(@a+2c—b—2d).(a+ 2¢c— 3b— 6d);
kdyZz pak timto zpiisobem ustanovime jestd determinanty

D, (a, b; 3) a D, (a — 2, b — 2d; 3),
tu posléze dostdvime jiZ hodnotu nafeho determinantu:
D, (a, b, ¢, d; 3, 2) = (a + 2¢ + 3b + 6d) (a + 2¢ + b4 2d)
(@ + 2¢ — 6 — 2d) (@ + 2¢ — 3b — 6d)
.(a 4+ 3b) (a 4+ b) (a — V) (a — 3b)
{a—2c+3b—6d) (@a—2c+b—2d) (@ —2¢c— b+ 24d)
(& — 2¢ — 3% 4 6d).

5. O determinantu D (a, b; n) a determinantech pribuznych.

UvaZujme nynf determinant D (a, b; %), matice tohoto de-
terminantu jest

a nb 0 ...0 0

b am®—1)b. . .0 0

M= 0 2.b ‘.l 00
0 0 0 ...ab

J 0 0 0 .. .nba

Nage formule pro rozklad v .pi'edeélém odstavei uddva
hned hodnotu determinantu D této matice:

D= (a+nb)(a+[rn—2]0)(a+ [71—4] b)...(a—mnb) (4)
anebo pfi sudém #:
D =a(a® — 4b% (a® — 1652) (a® — 36b%) ... (a® —n??)
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a pfi lichém n:
D = (a® — b?) (a® — 9b2) (a® — 250%) . . . (a® — n%9).
- Uvazujme dale jiny, podobn& sestaveny determinant, ktery

si oznatime D’ (a, b; n), ktery v3ak neni determinantem nageho
typu. Matice tohoto determinantu M’ méjZ tvar:

a nb 0 .. 0 0
—b a m-—Db . .0 0
() O 0 .. a b
0 0 0 ... —nb a

Tuto matici M’ oznatime si co matici druhého typu, ma-
tici pak M dfive uvaZovanou a rovnéZ tak matici obecnou M,
budeme oznacovati co matici prvého typu.

Zvlasté pak budeme takové dvé matice, jednu prvého a
jednu druhého typu, které maji tytéz prvky, lisf se vSak pouze
znaménky téchto prvkid, nazyvati maticemi si odpovidajicimi.
Tak jsou na pf. M a M’ dvé si odpovidajici matice.

Nésobme nyni v hofeni matici M’ Fidky této matice
druhou Fadkou potinaje postupné &fsly:

— 4 (=94 (9% . . (=9 (=
kde 7 znamend imagindrni jednitku.
Soutasné ndsobme sloupce druhym sloupcem polinaje &isly:
i, 4% 4%, . . L intL
Determinant D' (a, b; n) pii této proménd matice M’ zi-

stane nezménén, matice M’ prechdzi vsak v matici jinou M7,
totiz v matici: ' :

a inb 0 0 0
b a i(n—1b 0 0
_ 0 2 a 0 0
M= : : : :
0 0 0 a b
0O o0 0 inb a
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Matice tato M jest viak, jak patrno, matici prvniho typu a mi-
Zeme tedy hodnotu jejiho determinantu D’ (a, b; %) snadno sta-
noviti dle rozkladné formule (R) v odstavei pfede§lém odvozensé,
Méme tedy pro determinant D’ (a, b; n) matice M’ hodnotu:
D'=(a~+ inb)(a+i[n—2]b)(a+i[n—4]b)...(a—ind) (B)
anebo pro sudé x:

D’:a(a”-{-4bq) (a4 1632) (a® 4+ 36b%) ... (a® + nb?)
a pro liché n: '

D' = (a®+ b?) (a® + 9b%) (a® + 250%) ... (a® 4 n%b%)

Utvofme si nyni nésledujici matici M" druhého typu:

a inb 0 .. 0 0
— b a i(e—Db ... 0 0
— ()
Wl 0. =% a L 0
0 0 0 .. a b
0 0 0 .. —inb a

Ze vzorce (4), odvozeného pro hodnotu determinantu D, vi-
dime, Ze determinant matice M’ prvniho typu rovnd se souinu
2e soucti proki v Fddcich odpovidajici matice druhého typu M'.
Déle vidime ze vzorce (B) pro hodnotu determinantu matice M’,
Ze tato rovnd se soucinu ze soudétu prvki v Fddcich matice M.
A naopak snadno miZeme poznati, Ze determinant matice M"
rovnd se souéinu ze soultu prvkid v jednotlivijch ¥ddcich ma-
tice M'. Jest totiZ matice M'’ téhoz typu jako matice M a proto
miZeme hodnotu jejiho determinantu ihned stanoviti a tak se
presvédiiti o sprdvnosti pravé vyslovené véty.

6. Obecné matice druhého typu.

KdyZ prvky matice #’ v pfede§lém odstavci sestavené po-
kldddme op&t za quadratické matice typu M’, a kdyz ddle
prvky téchto matic « a b opét za quadratické matice druhého
typu povaZujeme a kdyZ tak libovolné dile pokratujeme, tu
obdriime daleko obecn&jsi matice nez M’ a ty budeme nazy-
vati obecnymi maticemi drubého typu nebo krateji maticemi
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druhého typu. Takové matice druhého typu definujeme pak nd-
sledujicf rekurrentni formulf:

M'n-—‘l pn . N'n—l * .. * *

- N’n—l M,ﬂ—l (pn - 1) . .N’n__.] “ e * *

* 9. N.y M g *

Mln: i ~. n—1 -n—l “ e . )
* * M';._l 1\’;,._1
* * * "—_pn . N,n—l M’n—l

kde posléze:
My=a,, Ny = a,.

Matice M'.—y a N’,— jsou opét vZdy téhoZ typu a téhoz
fadu. Uzitd symbolika md zde opét tyZ vyznam jako v odstavei
tietim p¥i definici matic prvniho typu.

Nepiisobilo by prazddnych obtizi dokazati, Ze téZ determi-
nanty téchto matic se rovnaji soucinu linedrnich faktord. Utvofili
bychom z matice M’, urtitou matici M* zcela dle téhoZ zpiisobu,
jako jsme v predeslém odstavei z matice M’ utvofili matici 4. Ma-
tice M, jest viak maticf prvnfho typu a tedy bychom mohli na
jeji determinant, determinant to zdroveii matice M’,, appliko-
vati na§i rozkladnou formuli (R). Téz vé&ty uvedené v pre-
deslém odstavei o determinantech specielnich matic M, M" a M"”
miZzeme beze vieho vysloviti o determinantech obecnych matic
M., M', a M".

Zakon linearni funkce chyb.

F. CuFik.

Gaussiiv exponencidlny zdkon vyvodil Sommerfeld z ele-
mentdrnich chyb geometrickym nédzorem, postupuje od prostoru
dvou dimensf k n-dimensiondlnému. Podobného motivu pouZi-
jeme k stanoveni zdikona, jimz se ¥di linedrni funkce neod-
vislych chyb; chtsjice v8ak vésti dikaz zcela jednoduse, bez
pouziti Dirichletova ptetrzitého faktoru, omezime se na prostor
tH rozmérd.
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