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na oznadeni bodov PP’ Q@', RR’, must prechddzat aj bodml PP'Sy RSQ R-
Celkove méme teda pre fiu 12 bodov PP'QQ'RR'SststpRSpRSq RSQ R.

Pozndmka. Body *H=H’ tvoria sice jédnojednoznaéni pribuznost na
kubike kz, ale nie s pdrmi konjugovanych pélov vzhladom na siet.

Sur la cubique de Hesse du réseau de coniques. L’auteur montre une con-
struction géométrique de la cubique-plane qui est le lieu de points singuliers des
coniques d’un réseau:

O JISTE TRANSFORMACI SOURADNIC.
Dr JAN SCHUSTER, Praha.

1.V nasledu]icf upr’é,;n se zabyvém jistou transformac kosotihlych '
soufadnic rovnobéZnych v tetrametrické, kterou umoznén snadny pfe-
chod jednéch k druhymj a to hlavné od rovnobeznych k tetrametrickym.

Zisadni rozdil proti obvyklym tivahdm j je v tom, %e p¥i prechodu od
Styrsténové k soustavé rovnobéiné odpadéd posun stény &tyrsténu do
nekoneéna, tak¥e paralelni soustavu nep01imé. za zvlaStn{ pfipad &tyr-
sténové. Uélmme totiz zdkladem rovnobézné soustavy kosothly rovno-
béZnostén, a Styrstén jemu vepsany, majici za hrany sténové thlopiitky
rovnobéznosténu, zvolime za zéklad druhé soustavy (viz obr.). .

Dalsi rozdil.proti,—obvyklé. methods je, Ze rovinové soufadnice ne-
beru timérné reclprokym tsekiim rovin na soufadnych osdch, nybrz
uim&rné ploch4m’ omezénym osami soufadnymi a stopami’ Yoviny v sou-
fadnych rovindch.

Rovnobéznosten me] hrany dg, dy, d,, které'j ]sou ‘zérovei délkovym1
jednotkami pro soufadnjce bodu méfené od stredu soustuvy, ]imz je
. spole#né t&%isté obou zdkladnich téles:

Obecny bod M m4 tedy soufadnice zdy, ydp, 2d..

Polohs téhoz, bodu: M vzhledem na &tyrstén (1,2, 3, 4) urdena po-
mérem ob]emu étyrsténu (4, ¥, £), urgenych bodem, M a sténami zé-
kladniho &tyrsténu, takZe miZeme zvoliti _

| uiz+p+v+5—1] e o

Délici pomer bodu M vzhledem na pé,r protdjsich stén rovnobéino-

sténu, na pf. rovnobs nyrch k rovmé (yz), ]e tyz ]ako pro pér hran a,a’,

tedy
(xdq + %da) (zd —%da) = (x + Pie —%)

Ty% pomér se vyjadif v soufa,dmcich tetrametnckych kdyi sestro—
jime hranami a, a’ pHéku jdoust bodem: M.
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. - PHka 3M, vedemi. «vrcholem 3 a bodem M k. probé]éi sténé As do
bodu Ma, rozdélena. v poméru

T 3M : MMy = (3+#+5) v,
apodobne sepi'iéka 2MMarozdélivpoméru 2M : MM2 (7.+v+ 5) pe

Body 2, 3, M urdujf fez ét'yrsténu o vrcholech 2,3, M' (M’ na hrané
41 ), &V ném m4 tro;uhelnik 2M M vzhledem na tro;uhelnik 23M ’ po-

mémou velikost . 1+—+1’_+_é a tro;uhelnik M M' podobné

A+ &
m ZbyVé tedy na tI‘O] uhelnik 23M Ve].lkOBt m

Z toho plyne, te pomér vzdé,lenosti bodu M od hra,n 23 =a, 4 =ad

A ()

Toui hodnotu riskdme tisudkem: V trojuhelniku 241 prfxmét M
bodu M 2 'vrcholu'3 urduje’ pomér

MM,: M32 ,“ (;- + 5),
a podobné v trOJuhelniku 341 pro prumét M, bude
. MMa Ma =7 (1+§)
J e-h dé,le L stopa priéky MM na hrané 23 plati
) 3L L2 ;4 o
Nyni ‘a4 MENELAOVA véta pro tro;fzhelnik LM '3

,ie
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MM, 32 LM - /z-}-v
= =1 nebo R —
M3 2L MM l+£ v MM
z dehot LM : MM' = (A + 5) (y + ).

Jezto se pomér pro vnitini bod &tyrsténu bere kladné, ale délicf po-
mér pro vniténi bod tsetky k obéma koncovym bodém jejim zépomé

plyne rovnice:
m+:G+H=G+2:G3—2

a podobne dvé dalsi: _ .
v+ e+ =G +9:G—y @
A+pw:v+é=F+2:F—2. - ;o

Ve vSech timérich je na obou strandch souéet pfedt a sledd roven 1,
a proto je:

ptv=4+o dAt+é=}—=
v+A=t+ypt+é=4—y . @)
Adp=%3+zv+é&=}—=z '
Tyto rovnice ddvaji hledanou transformaci. Nadbyte¢né nejsou, nebot
soutet vidy dvou v jednom ¥4dku vede na tou¥ identitu. Resenf jejich d4
jednak
. 2h=}—2+y+z .
u=%+z—y+z. : 3)
=%}+ec+y—:2
2% =}—2x—y—2,
jednak . .
- , ,2ﬂv’=r‘—1+l£+v—,§ , o
2y= A—pt+v—§& . 4)
2= A+u—v—=_¢. :

.. 2. Podobnou transformac{ mo#n4 prejit od tangenmélnich soui'a,dmc
v soustave paralelni k odpovidajicim v soustavé 6tyrstenové

Jsou-hd— a—' 7 -reeiproké hodnoty tsekd uréenych rovinou na
b (] .
soui'adnych oséch mé, rovnice rovmy v kosothlé soustav® tvar:
‘ux—l—vy-i—wz—l _ - ‘ (5)

Podobns budte 7),19 t, # tangencidlni soufadnice tetrametncke, a ta.dy
platf stejné rovnice rovmy

nl+0y+zv+x§—0 o ‘.?‘(6)

Dosadime-li hodnoty (4) do (5), znésobené éislem 2 a uspoi’é.dé.me-li ’
podle bodovych soufadnic, bude

1(—u+v+w)+y(u——v+w)+v(u+v——'w)+§(—u—v—w) 2
=24+p+v+§),
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kde posledni ¢4st odpovidd rovnici (1). Porovndnim této rovnice se (6)
bude :

on=—u+v+w—2
o= wu—v4+w—2
oL = u+v—w—2
oX=—U—v—w—2

(7)

a seétenim |
APt = — ®)

kde o je ¢éinitel imérnosti.

S druhé strany d4 dosazeni z hodnot (3) do (6):
B A ) F a4 B o—) 4 gl —O 4 —) +

o +O—1—n) =0

a porovndnim s (5), hledime-li k (8), vznikne

iu:-———n—l—ﬂ—#c——x

g

4 - .
7v=n—0—{-o—-—x . 9
4 - .

";w:”""'?_‘_’_‘i

Pfedmétem ndsledujicich dvah jest ukédzat, jak tyto soufadnice pomé-
rové, hodici se k vyjadfeni vztaht afinnich nebo projektivnich, ptebra-
nfm koeficientt znadicich délky tsedek nebo velikosti ploch, mohou vy-
stihovat vztahy metrické.

3. Jako prvni piklad provedeme pfevod vyrazu pro vzddlenost
dvou bodl ze soustavy rovnobéZné ve Styrsténovou.

Oznadime-li body soufadnicemi (z;; ¥,, 2,) resp. (&, ¥g, %), plati pro
vzdé.lenost

Ay — 7+ Ay (s — U Aoy — ) 1 2y cos(dl)
(?/a _— 1/1)(22 —2z) + 2d.d, cos(d,_d,,)(zz —2)) (@ — ;) + 2d,dp .
. cos(dadp) (2, — 2,)(y, — y])

Ale
, . a’?t—q?
2dbd¢ COB(dbdc) = dba + dcz —a? = ’ &td.;
nebof v rovnob&Zniku ie A :
. 2 2
dt +ar =T,
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z dehoZ ‘ " A
4d? = —a?—a'? + b2+ b2 4 c? + ¢'2. -
- Méme tedy .

AP =D (—a?—a? B B P Y — ) +

— Yz —2)-
abe
zyz
Na tento vyraz uzijeme rovnic (4). Uréime koeflclenty pii a2 a pii a2
Prvni je:
— (T —x)? + (.'/2 — )+ (z? =) —2(4, — Y1)z —2z) =
=—@—2)+ [ — 1) — (—2)P =—[(2,— =) +

+ (Yo — 1) — (2 —2)[(%— ) — (Yo — %) + (2 —7)] =
= —4(uy — Ws)(v; —72),
a druhy:

— (@ — )+ (Yo — %)+ e —2) + 2(e — ) (22 —2) =
=— (0, — )2 +{(th — %) + (e —2) 2 =[— (2, — ;) +
F+ (Yo—y) + (22 —2 ][(”2 —2) + (Yo — %)+ (e —7)] =

= “‘“4( 2 T 1)(52_51)

Platf tedy pro vzdjemnou vzdélenost dvou bodd A »
2 = a¥(py — py) (g — 1) + bz(”z —"’1)(12 - }*1) + XA —4y) .
A — ) + a4y —"31)(52 — &) + by —p)(E— &) + (10)
+ vy —w)(§; — &)-

4. Uréeme plochu p trOJuhelmka 8 danymi vrcholy A(z,, y,, zl).
B(x,, Y3, 2), C(%3,Y3, 25) jako funkei priméti na soufadné roviny.

Jsou-li g4, gy, g, velikosti stén zékladniho rovnob&znosténu, plati

19 yp zl 2 g l) 21, xl 2 l: xl’_ .'/1‘ 2
4p2 = Qaz 1) Yas 29 + sz 1) 29y, Xg + ch 11 Ty, Yo +
1, ¥s, 25 1, 23, x4 1, xa, Ys
l zl: xl I’ xls yl
+ 2919c co8(quge) | 1, 2o, @p| .| 1, @, 4o | + 2cha 08(9cfa) -
L, 2, "?3 L, z, ys
1, &, » Ly, 2 ' Loy 2 1, 2, 2| .
L @, ys| .| L, %5 2| + 29ags cos(qaqb) 1 Yo 2| - |1, 25, 25| (11)
1, x, ya 1, y3,'23 I, 45 2 L, 25, 3|

Znisobme kazdy determinant 4, a uZijme formuli (4). ObdrZime na pf.

Il 2y1, 23| = |4+ +"’1 +é h—pm A —E& W+ —n—&

kdy% jsme. 1 v prvnim sloupci nahradili dle rovnice (1). Zde piéeme pro
tsporu mista jen prvn ifddky determinanti.
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Pritteme-li prvni sloupec k ostatnim v prvnim determinantu, kdyz
‘pak &initele 2 z druhého a tfetiho sloupee vytkneme,a tyto oba. odette-
‘me od prvniho obdriime postupns

Ay + py + 9 615 208 + 1)y 2005 + )| ="4& — Ay hy + ¥y 3-1 + ‘u]|
.- posledni determinant se d4 rozloZit na &tyfi:
4{|&1, Ay b + lfv “’1’ M|+ &y Vs | + {— Ay v}
Za.ved‘me oznadenf:
L“v v, 51] —.’—A |1'1, 51: le —. lfv /11a .ull = ."‘N M’l’ Hv ”1| =5,

-coZ jsou pomérné velikosti primétii trojihelnika A BC z roht 6tyrstenu
zé.kladniho na prote]si jeho stény. Mdme tedy :

1, .'/1:zx|—+/1 M N+-~,
11, 2, 2| = —A+M—N+5,
L xvi’hl——/l M— N+~'.
Dosadime li tyto hod_noty do rovnice (11), obdrzme jako koeflclent pii &
g + @ + 4 + 2qch ©08(g9s) + 20eda €0S(3cTa) + 24gh ©OS(gugs) =
(Al. + 4q? Aa2 — 4
a podobné ph ostatnich étverclch kdezto pn souému A._, bude
2[g -0 — g2 + 2qbqo cos(gage)] = 22942 — (A + Ag? + Ag® +
+A4’)+A22+ — A2 — A2 = 4{g0” — 42— A7 =

= —84 A4 cosax’,

a podobné osta,tni dvo;nésobné souémy Zavedme ]eéte Al —I- Az
+ 42 + AE = 2K. Kdyz tedy dosadime do rovnice (11), zkréti se 4
& bude

=(K — Alz) A2 + (K — Aaz) M2+ (K — Aaz) N2 4

+ (K —A2) B2 - 2454,4, coss’ — 2MEA,A, cosf’ — (12)
—2NEA,A, cosy’ — 2M N A,Aq cosx — 2NAMAA, cosff —
—24AMA, A, cosy.

5. Abychom ukézali ﬁéelnost transformace pro rovinové soufadmce,
uvaZujme rovnici koule. Necht koule poloméru r opsina kolem pod4tku
soufadmc Vedéme-li tenou rovinu ke kouh, vzniknou' na soui’adnych '

. osé,ch useky d—- id:— do Useky utaté na soufadnych rovmé.ch jsou
i-'x‘}‘j e dd
L e,
tedy- ‘nésobky" ploch stén zé.kladniho rovnobéinosténu j&k slibeno
v odst. 1. :
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~ Je-li- P objemx. zékladniho rovnob&Znosténu, E jeho roiny sinus,
r vzdalenost tedné roviny od poddtku, plati rovnice .

(dadbdc

I I

uvw

; ) rz[zqazuz — 2quq,_.vw cos(q,,q,)] Pt
kde X' znaéi soudet tii (‘Elenu, ktere vzmknou cykhckou substituc{ prvkﬁ
~a,b,c,u,v,w. . . :

Jeito d,dyd E = P Jest. objem souradneho ravnobéznosténu, bude
pz

Zq 20— 2Eqchvw cOS(qch) = — (13)

“Tato rovnice defmu]e kouli korelatlvné teényml rovinami opsanou
kolem poéatku. Pravi: Rovinové soufadnice te¢nych rovin koule opsané
kolem poéditku maji vektorovy soudet rovny objemu zdkladniho rovno-
béZnosténu, délenému polomérem koule. :

Podobny vztah Ize nalézt té% v roving. Kdyz v soustavé rovnobé-
nych soufadnic j jevosex jednotka délkové a, v ose y jednotka b, a je-li w
-thel os, zni rovnice kruZnice, geometnckeho mistd bodt stdlého vektoro-
vého souétu soura.dmc , ,
. a2x2 + b2y? + 2ab:z:y cosw = r2

"Té4% kruZnice m4 pak v teénovych soufadnicich P —% rovnici v determi-

nantnim tvaru:

%
1, cosw, —|.
) a
v
cosw, 1, T =0,
u v 1
T T
:nebo o . .
sinw w2 v? w
—_ 49 =
po - 5 2a,b cosc.u“:. 0,
‘nebo ‘

o o sm’w p2 :
uzb2 <+ v2a2 — 2uvab cosw _—T— o

‘Tedy vidime, Ze vektorovy soudet teénovych soufadnic se rovngd obsaht p
:zékladniho rovnobéZnika, délenému polomérem kruznice.

Oviem v rovin® nenf moiny pHmy’ pi'echoa od soufa,dmc rovnobéi-
mnych k trojihelnikovym:. AR

&+

D 367



Vysledek odvozeny pimo metricky pro kouli v naéi sousta.vé Tovno-
b&né dé, se odvodit té%. analyticky. '

Rovnice koule j je:
d2z? + dp2y? + d 222 2dbdcyz cos(dbdc) —|— 2d.d,2x cos(d da) +
, . 2dadyzy cos(dedp) = 12
a prechod k soufadnicim rovinovym dén zase determinantn{ rovmci

1, cos(deds), cos(dadc),—

a

cos(dyd,), 1, cos(dbd,)

% v w

| d_
QQS(dcda), COS(dcdf,), ls ) d_
L

L dy . dy de’ 1t

Po rozvinuti tohoto vyrazu ' 6bdrifniei
u? v ow - ‘ :
> o (1 — cos*(dpd,)) + 22@3: [cos(dpdc) — cos(dads) cos(dadc)] +
¢

1

nebo
u? . v ow ) 1 o
> PE sin(dyde) — 27 AN sin(d,dp) Sln(dbdc) c08(¢ags) = P

Zn4sobme tuto rovnici soudinem d,2d;2d,2. Ale jeito

dyd, sin(dyde) = qa, dedq sin(deds) = @, dady sm(d dp) = o, Ededpd, = P,
plati

-~

P2
2uPga® — 2Zq4g. COS(aZe) YW = 5
" cot je zase rovnice (13).

Pfevedme rovnici (13) 1'1a. soui'adx'ﬁce rovinové tetrametrické. Zni-
sobme rovmc1 slem %6- a dosadme hodnoty z (9). Pak obdriime pii 7%
koeﬁcxent . : : : ~ : :

%* + o + o + 29b% oos(q»qc) + 2ch¢ 005(%%) +
. e + 2qags cO8(qage) = 44,%. .,
a ph élenu 1;0 je koeficient
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2(—ql2— @t + g + 2qaqa cos(qagp)) = 2[2%‘--(% + @® + ¢?) +
+A22+A3 A2 2]—4[qc AzfA4]——8A1AAOOSa,

takZe po zkrécent 6islem 4 zbude - .
. S
’2A127]2 —234 1447719 cosx’ T—‘ ’r—z- ?. . (14)
Zde prvnf soudet m4 4 ¢&leny, druhy 6 &lend.

6. Jako dalsf piiklad uz1ti rovmovych souradmc uréeme uhel (ivou
rovin (u Uy ) a (u()s Vos 'wo)

Bud & plocha t,romhefmka. vyﬁateho souradnyml rovinami na prvnf’
roviné, a podobné ®, na druhé roviné, Uvazu]me prumét viech stén péti-
sténu obsaZeného mezi obéma danymi rovinami a rovinami soufadnymi.

Priimét viech stén pétisténu na sténu & vede na rovnici:

& = B cos(BBy) + (u — uy) ga 05(ga®B) + (v — o) g5 OOS(q»G) +
+ (w —w,) ¢ c0s(¢.B): 1 5)

Ale &tyrstén utaty rovinou & v sou_stave soufadné dd:

® cos(¢a®) = gat — g5 cOS(qsd) — g COS(gega), atd.  (16)
Znisobme rovnici (15) veliéinou ®. a dosadme ‘
&% = qazu2 + @™* + gfw® — - 24590 008(ge) — 2¢.qawu 005(ch¢) —
— 2q495v% c08(¢a0s),
jakoi i vyrazy (16). Tim vznikne
: GG, cos(@@o) =
= u?q,? + v%qp? — 2q39.0w co8(qsqc) — 2qcFawu cOS(cha) 4+
‘ -+ w2 — 29,95 c08(gags) —
— (u — %))[ga*% — gap? €08(¢ags) — Gage CO8(¢age) W] —
o — (v —v)[9ga% cO8(959a) + %V — gegcw cOS(q2e)] —
- (0 — wo)[— geQa¥% €08(¢cGa) — 9cgp? COS(gegs) + gc*w].

V této rovnici se zrudf vpravo prvni fddek a v ostatnich ré,dcich véecky
¢leny zndsobené Cinitelem bez indexu nuly. Odtud : - -

. (5(50 cos(BBg) = . -
= g UgU + qo*'vvo + getino, — gago(viy + vg0) cos(qch) (17)
— geda(wuy + wow) cOS(cha) — qago(uVg -+ %gv) €OS(gals)-

Pritom utvoren vyraz ®, stejné ]ako ® soufadnicemi opatfen)’fmi in-
dexem 0 Transformacf (9) pi'e]de vyraz (15) v tento:

Bt = 4[4y + A20% 4 AP 4 A2 — 2543y cos' Dt +-
Tt A opeoqsa)] 0® = g0t . 4HP.
Tedy plati & = 4oH, a podobiid @, = 10H,..
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Obdrime tedy pro tihel @ dvou rovin:

'HH,ycos@ = A2y, + Ag%ﬂ + A2y + Aﬁxx —
— 2(Fg + Feg) AyA3 cos’ — 2(¢em + 110) Ay, cosp’ — (18)
— 2(no® + nd,) 4,4, cosy’ —
— 2(nex + mrg) 434, coso — 2(Pgpe + 9x,) A, A, cosp —
— 2(egx¢ + 1) A3, cosy.
Vymizeni pravé strany.dédvé podminku kolmosti obou rovin.

7. Uréime rovinu %, v, w kolmou ke dvéma rovindm, pro néZ sou-
fadnice uréeny obéma rovnicemi (pro ¢ = 1, 2):

Uga[ga; — qp?; c08(gags) — qe; c08(gagc)] + vqb[—— qa%; €08(qsqa) +
+ @o¥i — qow, co8(gsge)] + wge[— ga%; c08(¢age) — ¥i COS(egs) +

+ chi] =0
Odtud plyne vysledek:
Ugq — qqU; c08(qpqa) + qs¥1 — ey c08(s9e),
® 7| — qats cO8(gsga) + gsv2 — g, cOS(9rde), ‘ .
: — Qa; €08(¢cda) — qo?y €08(¢eds) + ey | _
— gaUy €OS(gca) — o1 COB(Gelp) + Gewo
vgy :| 91 008(9eda) — 5%, 0OS(qcp) + g,
¥l — Qaty COS(Gcqa) — qo¥3 €O8(QcTs) + ZoW2s
Gaty — Qb¥1 COS(9ags) — gty €OS(qage) | _
Ga¥s — gb¥s €O8(¢ags) — 9ets CO8(dage)
wy, : | Ta%1 — 96¥1 008(dafs) — 9ty c08(¢af)»
70| gty — gpva €08(9ags) — gz OS(Gadc)s

— at; €08(940a) + gs¥1 — ety COS(GpGe) |
— ga%; CO8(9sa) + Gp¥z — GetWs COS(goYe)

V téchto timérich urdeme nejprve jednodu$di tvar determinantd. P¥i
rozkladu v jednodu$¥ tvary nékteré determinanty odpadnou, totiz.
vzniklé ze souhlasné poloZenych sloupcii. .

Prvni determinant da:

1 2

[COS(QcQa) + 008(9091;) c08(¢s4a)] +

Qan

"" "’ [005(%9.:) +

+ 990 1 ——cosz(chb)) + cha

- co8(9cg4) cos( qch)]
Podle polérni véty cosinové lze nahradit zévorky s cosmy sténovjch
Ghld siny; doplnit souémy obsaht stén, takZze .
ey i  sin(guy) sinlgagy) cos(dade)
‘. dady 8iD(dady) -

9a9v9c {
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-~

Wy Vg | . 8in*(gsq.)
wy, Wy | dpd,sin(dyd,)

_ Sin(gsgc) gadsge £ {

Wy, Wy
Uy, Uy

Upy Ug
vy, Uy

1y. 8in(gag,) sin(q;qc) co8(d,dp) } _

(— dad, sin(dqed,)

vl’ ”2

dadyde E (—l)d cos(dgd,) + da +

+

Druhy determinant je roven

w]_s w2

Uy, g (—1) dy cos(dadb)r . e

[COS(cha) cos(qagp) + c08(qch)]

[1 — cos*(g.qa)]+

Wy, Wy
Uys Ug

w ,z: [c0s(gage) c08(gega) + c08(gats)] =

+ 9cqa

+ WY

(—1) 8in(g.q,) 8in(gags) cos(dpd,)
. dyd, sin(dyd,)

(1) *10(2g0) sin(gege) cos(dats) }:
v dbdc sin(dbdc)

Uy, Uy
Uy Vg

= a9v9c { +

. 8in%(g.q,)
dad, sin(d.d,)

_ 8in(g.g.) &
Qadvle 53 4.4, B

+

Kdyz ptevedeme soudinitel g, pfi  na pravou stranu, podobné g, pii v,
vystoupi pfed vyrazem vpravo &initel _ ,
dbdc sin(dbd,,) dadbch

Ve viech pomérech je pied zdvorkou pak spoleény &initel

%aqpq.  B*
(dadbdc)2 E?

ktery moZno v tuméréch zkrétit. Pfevedeme-li pak d, dovnitf zdvorky
a pfepifeme-li vyraz ve dvojité zévorce v determinant trojtddkovy,
obdrzime pro pomér rovinovych soufadnic roviny kolmé ke dvéma
danym rovindm vyraz:

dd?, Uy, Ug
— dady co8(duds), vy, v,
;“dadc OOS(dadc), Wy, We

Wy, Wy
Uy, Ug

Yy, Vg
wy, W,

Uys Ug

—_ Wy, Wy
o v, (—1)d, cos(dbd) -+ u

15 Ug

dy +

1

"y, ’02
Wy, W,

(—1) dg cos(dedy)}.

— dady c08(dedy), 11, Uy
dp?, vy, Vg
— dyd, cos(dpd,), wy, wy

Uviw=

| —-dode cos(dade), uy; U,

;| — dyd, cos(dsde), vy, v, |
d?, : . LWy, Wi

D 371;



Kdybychom stejné uréili rovinu kolmou k rovindm 3, 4, mohli bychom
2 formuli (17) urdit dhel osy rovin (1, 2) s osou rovin (3, 4).

Uméru (19), platnou pro soufadnice rovnobgzné, kosouhlé, prepi-
Seme na &tyrsténové. Plati:

a® + a'? b2 b2 c? 4 ¢'2
R I

a'?—a

— %, 2, cos(ded) =

3 ___ a2
v 2dd,,cos(dd,,)_d2+d,, _cz—.__2_f_

. db +d2

2dyd, cos(dpds) = dy? + dg? — a? =

=d¢:2‘*‘daﬂ"—b2 =

Nyni dosadime hodnoty z (19), pisice pro kratkost

wiviw=204:0,: 0,

v 5
do (7), tak¥e po zavedeni v = ——2_ atd., vznikne
midiiin=(—30 —0,—3d): (— 6 —38,—3,):
i (— 0y — 8, —3d;) : —3(6; + I, + b5).
Vypodet trinomit vpravo se provede na prvnich sloupcich a bude
— 3d,? + dody cos(dadp) + dod, cos(dyd,) = ——‘(-—— a®—a'? b2 + b2 +
+ et + 0 4 0% — b 4 o —c?) = }(3a® + 3a’ — 202 — 4b* —
— 20"t —4¢?),
3d,dy cos (dodp) — dp® + dyd, cos (dpde) = $(c'* —c?) — }(a? 4- 0’2 — b2 —
—b'% + ¢ 4 ¢'?) + }a'? —a?) = }[— 2a% 4 b2 4- b'2 4 2¢'2 —4c?],
3dad cos (dg d ) + dyd, cos(dpde) — de2 = }[3b'2 — 302 + a'2 —a? —a? —
—at— bt — b2t c""‘] = g[— 2a% — 452 + 2b'2 + & + 0'2]
a posledni vede na:
— 3[dg?® — dady cos(dadp) — dyd, cos(ded)] = — $[— a® — a’ + b2 +
b 62 't — ¢ ¢ — b { b2 = }[3a® 4 3a’2 — 6b% — 6c?)].
: ot nidrein = R
3a® —3a’® —2b"2 —4p¥ —2c"2 —4c?, —nq; + + y—
' 2q2 402 B 42 —4c?, —191 + ¢4 =
—2a? + 26" —4b% + 7+ e nm+%h—y —-%1,
— N+ P+ g —
Ny —0p + 1 —x,
Ny + Ty — ity —2,
— 2b2 + 2¢'2 —4c® +a® <+ a¥, —py +0 + 4y —
1| 302 —3b"* —2¢'? —4c® —2a'* —4at, p—O +y—2n,
— 202 —c? e +2a%—4at, o+ —y—n,
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— N2 +gz i by — %3

N VUg T lg—%

. Ny +Fp—ty—%
— 2¢t +a® +a'? 202 —4b2, —u 4P+ 4y —x,
| —2 - 4 2a'%—4a® + 02 —b2, Ay —Oh+4y—n
3c2 — 3c'? —2a'? —4a? —2b"2 —4b?, m+Hh—4y—ow,

=1+ + lz—”al

Ny —Dy + tg — %,
Ny + Py — 1y — %,

3a? + 30" — 62 — 62, —m+htu—n,
| 352 4 352 — 602 — 6a?, th— Dy - 4 — 2y,
3¢ + 3¢'2 —6a? — 6b2, mt+h—u—n

—n + 79g 41—,

Ng—Dy + tg —,

: Ny + 90—ty — 2%,

8. Uvazujme vzddlenost bodu (z, ¥, 2) od roviny (u, v, w). .

Podle odst. 5 je vzddlenost roviny od poditku soustavy r = P : @.

Vedme danym bodem k dané roving rovnobéZnou rovinu, takze vzniknou

na soufadnych rovindch tseky podobné isekiim odtatym piedeslou

rovinou s pomérem podobnosti 7, a obdriime pro rovnobéZnou rovinu

a jeji vzddlenost od potitkur, = Pm : ®, pii ¢emi ux + vy + wz = m.
Je tedy hledanéd vzddlenost vzdjemn4d obou rovin

d=r—nr = % (I —m).
Umocnéni dé:

d*ga*u? + qp*v? + gc*w? — 2g5g, COS(gsqc) YW — 2¢.qa COS(¢eda) WU —
— 2¢aq5 €08(¢ags) wv] = Pl —uzx — vy — wz]?. (20)

Transformaci (9) vznikne vlevo }o®H?, vpravo se vyraz v hranaté zdvorce
piepise na

8 0.
a pak uzitim (4), (8), (9) vznikne

—Q+p+r+ OO+ + it x) —(—A+pt+v—§).
=+ it i—n)—A—p+rv—H —F+ i —x) +
—(A+u——v—§)(n +0—t—x)——4[ln +m9+w+£x],
takZe posléze zbude

d.H = —P(An + pd + w + £x). , (21)

9. Nase methoda dévé také pi‘ehledné uréen{i osy dvou mimobéZek -
urdenych jako priseénice dvou pé,ru rovin. _

z—[l.—8-——iu.2x—iv.2y——iw.2z]
o o c
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" Osa je pHtka kolms k obsma mimobsikém, leif tedy v roviné
kolmxc k ‘prvm mimobéZce a také v roviné kolmé ke druhé. Kdyz tedy
tZijeme rovnic (19) a oznaélme « koeficient imérnosti, plati pro rovinové

_soufadnice
ux = Uy, v = V,z, wo = Wi,
2nadi-li Uy, Vyy, W), determinanty stojici vpravo v (19).
Podobné rovina kolm4 ke druhé mimobéZce ddna soufadnicemi:
uf = Usy, vf = Vg, wf = Wy,

Obé tyto rovmy se musi protit-na obou danych mimobézkéch, co% vyza-
duje vymizeni determinantu z rovinovych soufadnic:

Uy, v, wp, 1 Uz, vz, ws 1

Uy, Vg, Wy, 1 _ Uy, Vg Wy, 1 —0
Uspy Vigy Wia, & " | Usgs Viey Wia, & '
s Vs Wa B Uss, Vs Way, B

Resenfm obou téchto rovnic dle « a §-se uréi rovinové soura,dmce dosa-
zenim do pfedeslych rovnie.

*10. -Dopliiky. : S .

V tomto odstavei odvodime n&kolik formuli z theorie étyrstenu,
jichZ bylo vyée uz1to Znadili «, ﬂ,y sténové dhly pii hranich a, b, c,
a podobné &', f’,p" pfi hrandch a’, ', ¢, d4 promitnuti stén na &tvrtou:

— 4, + dycosy” + 4, cosﬂ + 4, cosx = 0,

4, cosy’ — 4, + Aa cosa’ 4 A, cosf = 0,

Ay cosf’ + Aycosa’ — Ay~ + Agcosy =0,

A, cosx + Ay cosff + Aycosy — A, =0.
Znésobenim prvnich ti rovnic veli¢inami 4,, resp. 4,, 4, a sedtenim,

mo#né v soudtu &tvrtych glend vytknout 4, a zbyly mnohoclen nahradit
hodnotou 4, z posledni rovnice:

42 = A1 + A2 4 A2 — 24,4, cosa —2A3A1 cosf’ —2A A, cosy’.
' Rozresime li-prvni t¥i rovnice téZe soustavy na p¥. podle cosa’, bude
24,4, cosa’ — A2 — A2 + Ay(A, cosp + Ay cosy — 4; cosx) +
+ Al = O .
Vyraz v kulaté zdvorce je podle étvrte rovnice A4 — A;-cosx, a po uprave
miZeme psit: .
’ 4.2 4 A2 ~,—-2AA4cos.<x—A2+A3 —2AA3coszx
Spole¢nou hodnotu obou stran obdrzime promitnutim &tyrsténu do ro-
2A, 24,
P

a thlu ]um sevieném c«, proti némuz le#f strana o’ sing,, t. j. prumet
hrany a’, ]e-h ¢, Ghel hran a, a’. D4 tedy cosinovd véta,

viny kolme k hrand a, éim% vznikne trojthelnik o strandch —
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Hrany a, a’ jsou vSak GhlopH&Ky rovnobéinfka g,, stény rovnobezno-
sténu opsaného zdkladnimu &tyrsténu, a tedy je

— 2q, = aa’ sm<p1, :
-takZe miZeme posledni rovnici pfepsat na:
A12 + viFe ~—2AIA4 cosx =g,

Takovych rovnic ]e celkem Sest, pro kaidy stenovy tihel ]edna
K uréeni ihla stén rovnobéZnosténu se sténami étyrsténu uvazujme
pétistén vzmkly roziiznutim &tyrsténu. fezem rovnobeznym k prot&jsim
hranim, na pt. a, a’, jenz pili hrany b, %, ¢, ¢'. Vzmkle téleso m4 steny
%le IAD iA:h %Aé’ idz

Promltnutlm étyr sten na pé,tou obdrzime

3A4 = %q,, cos(q,, 4) + 34, cosx + 4, cosy + 34, cosp,

kde (g.4,) zna.éi uhel stén g4, 4,.

Oba posledni ¢leny vpravo jsou dle zé,kladnich rovnic }(4,— 4, .

. cosx), takZe 2A 1= 2q., cos(qu )+ 2A1 cosoc, a po znasobeni islem A4
bude . .

4 — 42 + ¢

2qu4
Uvazujme &tyrstén utaty z rovnobs nosténu sténou 4, a vypoéteme
sténu g,:

1. = 10* + i% + AI —'241 %Qc COS(Aﬂc) —2A1 g cos(Alq,,-) -
' . 3q . 39c . cos(gpge).
Dosadime:-li sem hodnoty za cos(d;gs) a cos(4,qe), bude - ‘
A2+ A2 — %(%2 + @? + ¢.?) — A2+ A2 — 4,2 —
T g ' 2qsg.

*

. cos‘(?a‘Aﬂ =

cos(gsgs) =

Sur une transformation des coordonnées.. Le but de ce travail est d’in-
troduire dans l'espace & trois dimensions un moyen simple permettant de passer
des coordonnées paralldles aux coordonnées tétramétriques et inversement.
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