
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky

Václav Medek
Syntetické vytvoření Hesseho kubiky sítě kuželoseček

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, Vol. 75 (1950), No. 4, D358--D361

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122652

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1950

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/122652
http://project.dml.cz


SYNTETICKÉ VYTVORENIE HESSEHO KUBIKY SIETE 
KUŽELOSEČIEK. 

VÁCLAV MEDEK, Bratislava. 

Uvažujme tri kuželosečky o rovniciach *k ,== 0, kťoré neprislúchajú 
' tomu istému svazku kuželosečiek. Potom všetky kuželosečky 

fc = 2'a'fc = 0, ({ = 1,2,3) 
i 

tvoriá sieť kuželosečiek. 
Dohovor. Budeme hovoriť, že tri páry bodov PP', QQ', RR' tvoria 

sdruženu trojicu, ak R '== PQ x PV~a R' = PQ7'X PVl pričom body 
RR' móžeme navzájom vymeniť. 

i. pomocná veta. Nech PP'9 QQ'9 RR' sú tri páry bodov, ktoré netvoria 
sdruženu trojicu; potom všetky kuželosečky; pre ktoré sú páry bodov PP' y 

QQ'9 RRr pármi konjugovaných polov, tvoria sieť kuželosečiek. 
Dókaz. Nech súradnice bodov PP'9 QQ'9 RR' sú postupné Pi,p/; 

qi9 q/; rit r/ (i = 1, 2, 3). Zvolme ďalšie tri body *A o súradniciach *a^ 
Bodmi iAkA a pármi konjugovaných polov PP'9 QQ'9 RR' je pri obecnej 
polohe bodov {A určená jediná kuželosečka ty. Dostáváme tak tri kuželo­
sečky *k9 ktoré neprislúchajú jednému svazku. Platia vzťahy 

2k*iiViVi' = 0 , Í V i ? / = 0, 2 W / / = 0 (i, j,k = 1, 2, 3), 
i, i i, i i, i 

kde ka{j sú koeficienty rovnic kuželosečiek kk = 0. Potom platia ale aj 
vzťahy 

2 k*k*uViV! = 0, 2 k"k*imi' = 0, 2 kockaďir/ = 0, (1) 
i,i,k i,?,k i,?,k 

čiže páry bodov PP', QQ', RR' sú pármi konjugovaných polov vzhladom 
na každú kuželosečku k == ^oc^k = 0. 

i . . . . • 

.Ak naopak platia vzťahy 

IfliiViVi = <V 2a«í<í/ =* °> 2a« f< f/ -= 0, 
. <•/ i, i i, i 

móžeme vždy, za předpokladu uvedeného vo vete, nájsť tri lineárně ne­
závislé rieSenia katj týchto troch rovnic. Všetky ostatné riešenia dosta­
neme potom vo tvare 2*<**atf- '^T? každé kóc platia vzťahy (i), čiže pře 

• * ' *" V. ',-.. . '..." , 
každú kuželosečku k == 2*<**atfa?-a:;' == 0 sú páry bodov PP'9 QjQ', ĚĚř 

i,?,k 

pármi konjugovaných polov. Tým je veta dokázaná. 
Body PP'9 QQ', RR' nech ležia na priamkach p, q,r a nech na nich 

určujú, ako samodružné elementy, involúcie PI, qI9
 ř7. Nech body^P^P' 
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sú jedným pevným párom involúcie PI. Body VQVQ' nech tvoria involúoiu 
9I. Potom platí 

2. pomocná veta. Diagonálně vrcholy *vUxvU' štvorrohov *P*P'VQVQ' 
(neuvažujúc triviálny bod XT = p x g) vyplnia kuželosečku xk, ktorá pre^ 
chádza bodmi QQ' a diagonálnymi bodmi SPQS'PQ štvorrohu PP'QQ' (ne-
uvažujúc zas bod XT). 

м 

?>^^ 1 / \ \ 
\*u* \ **^>.vv ' U * ^ 

Q V ^ 

ЖH 

v! \ ' 

^ ^ ^ * ' ' ' 
\Ч/7 

/ 

:̂:X» i //^ д 

/RV/ 
-

V5 V 

/ x * \ 

Dókaz. Involúcia qI je vytvořená dvoma súmiestnymi projektivními 
radmi bodov (VQ....)n\vQ\.i) na priamká q. Tieto dva rady bodov sa 
premietajú z bodov *P*P' dvoma projektívnymt svažkamí priárríek;; 
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priesečíky priamok odpovedajúcich si v tejto projektivite, vytvor^a kuže­
losečku xk. -, . ^ 

Body QQ' sú samodružné body involúcie QIt mušia teda prislúchafc 
kuželosečko xk. Z bodov SPQt resp. SPQ sa premíeta invólúcia *F do invo­
lúcie QI. Prěto vždy existuje také číslo 1yt resp. 1y't že sa body lyQlyQ', 
resp. ly'Qiy'Q' premietajú z bodu SPQt resp. SPQ do bodov *pxP'. Preto 
body SPQSPQ tiež prislúchajú kuželosečke xk. Okrem toho kuželosečka xk 
prechádza samozřejmé i bodmi XPXP'. 

Body SPQSPQQQ' nezávisia na volbě bodov *P*P', Preto všetky 
kuželosečky xk tvoria svázok S o základných bodoch SPQSPQQQ'. Pre 
každé Číslo x dostáváme jednu kuželosečku tohoto svazku. Kuželosečky 
xk sú dóležité z toho dóvodu, že z každého ich bodu sa premietajú pří­
slušné body *PXP' na priamku q do bodov, ktoré prislúchajú involúcii QI. 

Uvažujme teraz namiestó bodov yQvQ' body yRvR't ktoré tvoria 
involúciu rI. Potom diagonálně vrcholy xvVxvV\ štvorrohov xPxP'vRvfi' 
(s výnimkou bodu 2T = p x r) vyplnia, podlá predchádzajúcej vety, 
kuželosečku xk't ktorá prislúcha svazku S' == SPRSPRRR' a prechádza 
bodmi *P*P', Z každého bodu kuželoséčiek xkr sa premietajú příslušné 
body XPXP' na priamku r do nějakých bodov vRyR't ktoré prislúchajú 
involúcii rI. 

Pre každý pár XPXP' involúcie PI dostáváme tak dve kuželosečky 
mkxk'. Tieto sa pretínajú, okrem bodov xPxP,

t ešte vo dvoch bodoch 
xHxHr. Pretože body XHXH' ležia na kuželosečke xkt premietajú sa z nich 
body XP*P' na priamku q do bodov, ktoré patria involúcii QI. Pretože ale 
ležia aj na kuželosečke xk't premietajú sa z nich body XPXP' na priamku r 
tiež do bodov, ktoré patria involúcii rI. A pretože body *p*P' sú párom 
involúcie pIt premietajú sa z bodov XHXH' páry bodov PP't QQ't RRr 

pármi jednej jedinej involúcie. Inými slovami povedané, každým bodom 
XH, resp. XH' prechádzajú dvepriamky (samodružné priamky uvedenej 
involúcie), ktoré oddelujú.harmonicky páry bodov PP't QQ't RR' a sú 
to teda degenerované kuželosečky siete kuželoséčiek určenej pármi kon-
jugovaných polov PP't QQ't RR'. Potom platí veta: 

Body XHXH' vyplniá kubiku. 
Zistíme to tak, že tieto body dostáváme v priesečíkoch dvoch kuželo­

séčiek xkxk' dvoch svazkov S a S', ktoré sú si jednojednoznačne prira-
dené. Výtvorom je křivka štvrtého stupňa. Pretože ale vždy dve sebe 
odpovedajúce kuželosečky majú spoločné body xPxP't rozpadá táto křiv­
ka v priamku p a křivku tretieho stupňa &#. Táto kubika je geometric­
kým miestom vrchólov degenerovaných kuželoséčiek siete, čiže HESSBHO 
kubikou., " .'•'-.:- • . •.< •;•;-.• r ."-

Z výtvarného zákona kubiky hň vyplývá, že musí prechádzáť zá-
Idadnými bodmi svazkov S a £'. Pretože ale jej tvaí nemóžézávisiet 
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na oznáčehí bodov PP9, QQ', ÉR', musí prechádzáť aj bodmi PP'SQRSQR. 
Celkové máme teda pre ňu 12 bodov PP'QQ'RR'SPQSPQSPRSPRSQRSQR. 

Poznámka. Body XHXH' tvoria sice jédnojednoznačnú příbuznost na 
kubike ku, ale nie sú pármi konjugováných polov vzhradom na siet. 

SUT la cubique de Hesse du réseau de coniques. L 'auteur montre une con-
struction géométrique de la cubique plane qui est le lieu de points singuliers des 
coniques ď u n réseau: 

O JISTÉ TRANSFORMACI SOUŘADNIC 

Dr J A N SCHUSTER, Praha. 

1. V následující práci se zabývám jistou transformací kosoúhlých 
souřadnic rovnoběžných v tetrametrické, kterou umožněn snadný pře­
chod jedněch k druhým; a to hlavně od rovnoběžných k tetrametrickým. 

Zásadní rozdíl proti obvyklým úvahám je v tom, že při přechodu od 
ětyrstěnové k soustavě rovnoběžné odpadá posun stěny čtyřstěnu do 
nekonečna, takže paralelní soustavu nepojímá za zvláštní případ čtyr-
stěnové. tlčiníme totiž základem rovnoběžné soustavy kosoúhlý rovno­
běžnostěn, a čtyřstěn jemu vepsaný, mající za hrany stěnové úhlopříčky 
rovnoběžnostěnu, zvolíme za základ druhé soustavy (viz obr.).: 

Další rozdíl.proti.obvyklé methodě je, že rovinové souřadnice jie-
beřu úměrné reciprokým úsekům rovin na souřadných osách, nýbrž 
úměrné plochám'omezeným osami souřadnými a stopami roviny v sou­
řadných rovinách. 

Rovnoběžnostěn iňěj hrany da, db, de, které jsou zároveň délkovými 
jednotkami pro souřadnice bodu měřené od středu soustavy, jímž je 

. společné těžiště obou základních těles! 

Obecný bod M má tedy souřadnice xda, ydb, zdc. 

Poloha téjbož^du J-f vzhledem na čtyřstěn (í-,2, 3, 4) určena po­
měrem objemů čtyřstěnů (X, fi,v, f), určených bodem;Jí a stěnami zá­
kladního čtyřstěnu, takže můžeme zvoliti 

/ X+fi+v^^i.^ . . ž ^ (1) 
DěUcí poměr bodu M vzhledem na pár protějších stěn rovnoběžno­

stěnu, na př. rovnoběžných k rovině (yz), je týž jako pro pár hran a,a'.> 
tedy ) .... •/ .... ,.....<<;% , .;/•; , .,...,,,„.,..., • 

(xda + \da): (xda — \da) = (x + \) : (x — \ ) . 

Týž poměr se vyjádří v souřadnicích tetrametrických, když sestro­
jíme hranami a, a' příčku jdóuéí bdcfefci M\ T • / ! *\ • < v -:.;*.•' 
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