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Uvahy o grafickém integrovani differencialnich
rovnic hlavné linearnych prvého radu.

Napsal

Jan Sobotka,

professor Geské vysoké Skoly technické v Brné.

(Pokracovani.)

13. Budiz prve uvaZovana piimka m pevnou; pak obdrzime
na zakladé této piimky a drubé piimky m s ni stejnosmérné,
jak jsme byli poznali, uréity bod U, ktery miZeme téZz piimce
m po piipadé ptisluSnému jf bodu N ptifaditi. Pohybuje-li se
piimka m zistdvajic stejnosmérna s osou y, opisuje ptifadény ji
bod U kfivku u. Zndme-li zpisob ptitadovin{ pfimek m k boddm
kiivky této, pak vytvotime kteroukoli kfivku F osnovou piimek
rovnob&Znych s y a svazkem ph’sluén)'rch piimek bodem M
prochdzejicich.

Rovnici kiivky n bychom obdrzeli, kdybychom do rovnic
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polozili za y hodnotu Ce™/*®, za y, hodnotu Ce—//Pdz 3 pak
z obou vyloutili «, coz ve zvldStnich pripadech lze provésti.

Z (1) obdrzfme derivovdnim dle =, po krdtké iipravé a
nahradfme-li ¥’ vyrazem — Py,
—y ax x

—14pPy 2 =5,

3
@ % dx y—u
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Z rovnice (2) plyne vyraz

J= Hh—Y 9,
%Yy
% néhoZ obdrzime differencovinim dle =

Q=1 @ —yyd)— ydy —9 (¥, —y)dy
Y % y*

¢ili po jednoduché redukei, klademe-li opét —Py misto ’,
. dY)
ne=0—9 g + P
- kterdZto rovnice ddvd vztah

% dx ==,

Délenfm rovnic (4) a (3) dojdeme koneéné ke vzorci

Gy — Q—P@
V= 14+ Py T—z
Yy—Uh

Nyni délme ¢ftatele i jimenovatele pravé strany ve vzorci
tom vyrazem P a pfidrzme se oznadeni difvéjSiho ; obdrzime nejprve
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Z poslednf rovnice plyne véta:

Teéna krivky w v libovolném bodé U prochdzi prislusngm
bodem N krivky n.

Na zdkladé kazdé pifmky m dojdeme ku jedné kfivce u;
souhrn kfivek takovych obaluje kiivku »; nebof kazdd kiivka
u dotykd se ktivky » v bodé N odpovidajicim p¥imce stdlé m.

To vysvitd ztoho, Ze kdyz N se priblizi nekonetné ku N,
lze prvek NN kiivky » nahraditi jeji tednou v bodé N, prodez
piislusny bod U pak téz na tetné této leZi nekonecné blizko
bodu N samého; jest tudiz (NU)= (NR) tetnou kiivky u
v bodé U nekoneéné blizkém bodu N.

14. Uvazujme zvl4tnt piipad rovnice ¥’ 4 PY = Q, totiZ
ten, ktery nastane, kdyz » jest pfimkou majicf rovnici
n = af -} p.
Dosadime-li tu za £ a  hodnoty (2) v odst. 2., obdrzime, Ze
Q=P(ez+ )+ «,
tak ze uvazovanou rovnici differencialn nyni lze psdti ve tvaru
1) Y+ P(Y—oar—f)=ue.

Z konstrukce kiivek integralnich F plyne, Ze u:redemi
pfimka jest téZ jednou z kiivek F. V této vlastnosti pi§me
jeji rovnici

Y—=ax 4.

Srovndvdme-li rovnici tu s rovnic{ (8) v odst. 7., shleddvdme,
ze ptimka tato jest ona zvl4Stni kiivka F, pro kterou integratni
stald rovnd se nulle, tak Ze

2) ax—{—ﬂ:yf-?-d;;,

Obecny integral rovnice (1) jest tedy
Y=8+ ax | De—Sra.

Hyperbola w rozpad4 se nyni v ptimku (NQ) =mn a v pimku
rovnobéZnou s osou y, protoze svazky teten kolem N, R hyper-
bolu tu vytvofujicf majl samodruznou ptimku (NNR).

12+
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Trojihelntky MIM W™ (obr. 3.) pro libovolné dvé krivky
F odvozené lezf tudiz pribuzné pro y jakoito smér affinity,
ndsledkem CehoZ se ptisluiné strany jejich (M) protinaji
v bodé U téz na ptimce » lezicim. Proto se protinaji kterékoliv
dvé sobé prislusici seény libovolnych dvou kfivek F na p¥imce n.
" Jsou tedy kfivky F samy v poloze pribuznosti pro smér y
a osu n, ku které souvislosti prof. Czuber v uvedené své prdci
poukdzal. .
Ponévadz body N, N, U leif na primce n, jsou proto také
trojihelntky MMM W a M*IM*V* (odst. 10.) v poloze affinni a
proto lez{ W na prtice w. Hyperbola w rozpad4 se proto v ptimky
n a w. TentyZ vysledek poskytuje rovnice hyperboly (5) v odst. 11.,
v nfZ piSeme mfisto pravé strany vyraz z (2) plynoucf

et, +f  ex, +8 .

Y, oo _
spojime-li pak v rovnici hyperboly prvy ¢len vyrazu toho s prvym
¢lenem levé strany a druhy &len jeho s druhym é&lenem levé
strany, pak vidime ihned, Ze rovmnice ta se rozpadd v

Y —aX—p=0
a v rovnici (6) odst. 11.
Osa pifbuznosti trojihelnfkd MMM W, M*IM* 1* jest stano-
vena prisetnym bodem ptislusnych sobé pfimek =, x a pak

prisetnym bodem telen v bodé M ku kFivce integralni F a
v bodé MM ku kfivce integralnf F* rovnice

3) ¥y + Py=0.

Je-li pak m libovolnd pofadnice protinajicf £ v bodé I,
F* v bodé IMM*, bude vizdy trojihelnik AMINW v poloze affinni
§ trojibelnikem pfislusnym M*IMM*V*; ponévadz se tu prisek
teten v M a M jakoz i bod (nx) neméni, jest i osa pifbuznosti
pro vSecky dvojice takovych trojihelniki tatdz. Nésledkem toho
plat{ véta: '

Ltbovolnd krivka integralni rovnice (1) jest s libovolnou
krivkou integralni rovnice (3) v poloze pribuzné ve sméru y; osa
pribuknosti prochdzi bodem (nx).

Provedme je§t8 bliz§f uréeni osy pFibuznosti, ji oznatime
a. PonévadZ p¥imka ‘
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Y=ax+p
jest téZ jednou kiivkou F, proto plati vzhledem k rovnici (3)
odst. 8. vztah
' Y—9) =yk.

Rozdélme nynf kazdou potadnici J), kterd protne z v bodé,
jejz oznaéfme Mg, a pfmku »n v bodé, jejz oznatime M,, bodem
A tak, aby

AM, =k . AM..

Settenfm téchto dvou poslednich rovnic vychaz{ souvislost
ndsledujfci

AM =k . AM*.

VSechny body A vypliuji piimku, kterd jest ndsledkem
pravé vyznalené souvislosti Zddanou osou p¥ibuznosti a. Charak-
teristika piibuznosti jest tu

oo A
~ A

Ponévadz pro pifmku # jakoZto kfivku integralnf jest
integratni konstanta rovna nulle, jest charakteristika pffbuznosti
se zfetelem na rovnici (6) v odst. 8. rovna poméru konstant
integraénich pro uvaZované kiivky integralni F, F*

JelikoZ v ptibuznosti této jsou » a x piimkami p¥islu§nymi,
proto plati mezi poradnicemi# pffmky a, a pofadnicemi %) pfimky
n leiicimi na téZe rovnobéice ku y vztah

’7_;_?) =
z néhoZ plyne
D=n501—kF).
Dosadime-li hodnotu tuto pro ) do rovnice piimky » za
Y, obdrzime
n(l—%k)=ec+4p

jakoZto rovnici piimky a. .
Souvislost kiivek F, F* ve zvli§tnim prdavé uvazovaném
pifpadé miZeme shrnouti ve vétu ndsledujfef :
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Krivky F, F* lze povaZovali za ndrys a pidorys s nim
sdruZeny jediné kiivky rovinné, jejiz rovina md stopu ndrysnou
v primce n a protind rovinu totoZnosti v primce, jejiZ spolecny
pidorys a ndrys je primka a.

Grafické vyjadireni kiivek integralnich.

15. Pfihlizejme v prvé fadé ku kiivkdm rovnice
1 Y +Py=0
sestrojme kiivku y = P, z nf pak bud zndmymi zplsoby grafi-

ckymi pifblizng aneb pomoci integrafu piesné nékterou jeji
kiivku integralni

@) n:—a-dex+O,

v niZz znadf @ libovolnou délku zakladni.
Libovolnd kriivka integralni F* rovnice (1) bude pak vy-
jadrena rovnicf
: y = Den,

znaéi-li D libovolnou konstantu. Déle vezmeme ku pomoci se
zfetelem na rovnici tuto jakoukoli kfivku exponencialni

y = be?
a sestrojujme k tsetkdm jejim x — 1 piislu§né pofadnice y.
Béteme-li za % po sobé jdouci poradnice kiivky (2), pak budou

délky y s nimi na téze pfimce lezic{ pofadnice kiivky F™,
16. Kdyz jsme sestrojili F™* hovicf rovnici

Y+ Py=0,
miZeme pifblizné sestrojovati kiivky F' rovnice
Y+ PY=Q

zpisobem ndsledujicim (obr. 4.).

My vytkneme fadu po sobé v dostatetné malych vzdéle-
nostech ndsledujicich pffmek m, m;, m,, ... rovnob&znych s osou
y a vyhleddme jim pifslusné body N, N,, N,,... na k¥ivce n,
kterou pak nahradime mnohothelntkem N N, N, ... Pkimky m,
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my, My, ... protneme kiivkou F* prve sestrojenou v bodech IR,
"M, M, ... .

Budiz pak M bod kfivky F na m; tu protneme ptimku
(Mt M,) osou z a bodem priseénym vedeme rovnobéiku s y, aZ
protne pifmku (NN,) v bodé U, nalez vedeme pifmku (UM),
aZ protne m, v bodé M,. Ddle vedeme prisekem pifmky (I, M,)
s osou z rovnobézku ku ose y, az protne piimku (N, N,)
v bodé U, kterymz bodem vedeme piimku (U, M,), jez sece
m, v bodé 14, atd. ’

m Vs ma ms
M
| o
.y
v
- [
- :,,4
M
: .
L L v z
AN U
Obr. 4.

Mnohothelnik M M, M, . .. jest pak mnohoihelnikem ve-
psanym ktivce, kterd ndm vyjadfuje piiblizné ktivku F.

Je-li kiivka » sestrojena, miZeme téZ ndsledujici méné
piesné konstrukce uziti. Priseky piimek (I MW,), (WM, M,),
(M, M,), ... s osou x vedeme rovnobézky s y a bedy prisetné jejich
M, U,U,... s » vedeme strany mnohoihelnika, jehoZ vrcholy
M, M, M,...lex na ptimkich m,m,, m,,...; pak lze mnoho-
Ghelntk M M, M, ... téz povaZovati za ptibliZné sestrojeni
kiivky F.

Aneb sestrojme (obr. 5.) v IR, M,, M,, ... zndmym zplisobem
teény t,t,,t,,... ku kfivce F*. Na.to vedme pifmky v,v,,v,,...
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« stejnosmérné s y a prochdzejici body (tt,), (t,t,), (t,ty) 5 ... Necht
protne piimka NM ptimku v v bodé V, pifmka (N,V) primku
m, v bodé M,, piimku v, v bodé V,; pifmka (N, V) ptimku
m, v bodé M,, a ptimku v, v bodé V,, atd. Pak jest mnoho-
tihelntk NVV, V, ... mnohoihelnikem opsanym kivee, vyjadiujici
ptiblizné F, a strany tohoto mnohothelnika dotykajf se kiivky
této v bodech M, M, M,,. ..

)

Obr. 5.

17. Jiny zpusob pFiblizného sestrojeni kifivky ¥ z dané
kiivky F* spoéfvda v tom (obr. 6.), Ze nahradime na zdkladé
odst. 13. kiivku u mnohothelnikem ji pfiblizné vystihujicim.
Za tim dtelem vedme bodem N se&nu protinajici kiivku » mezi
N a N,, kterd ndm nahrazuje jak kiivku n, tak kiivku u
v bezprosttedni blizkosti bodu N. Pak jest ptfsluiny bod U
taktéZ na této setndé a na rovmobézce ku y vedené bodem U*,
v némz piimka (MM M,) osu z protind. Ddle spojime U s N,
a vedeme bodem U*, v némz pifmka (I M,) osu z see rovno-
béZku s y, kterd protne (UN,) vbodé U, ; bod U, spojime s N,
atd. Tu ndm nahrazuje mnohothelntk U U, U, ... kiivku u.
Pimka (UM) protne m, v M,, pfimka (U, M) piimkv m, vbodé
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M,, ptimka (U, 3) ptimku m, v bodé M,,... piibliZné sestrojené
kiivky F. :

2

ms

Obr. 6.

18. Slozitéjsi jest arci piesné sestrojeni kiivek F. Ty
bychom museli sestrojiti kfivku y) = Q a z této kiivky a z kiivky
I* ddle kiivku novou f, jejiz pofadnice % jsou tvofeny pomoci
_ rovnice
7

—_ =

a Y

a potom ku kiivce s sestrojiti kiivku integralni

‘B:%fndx;

konetné pak by se sestrojila kfivka F sama na zdkladé tom,
Ze jeji poradnice jsou ddny relaci

Y=14).
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Mechanicka integrace.

19. Co se tyte moznosti a vyznamu fe$eni differencialnich
rovnic vitbec pomoci mechanismd,- dluzno poukdzati k tomu, co
.v té pfiéiné napsal v oboru tom na slovo vzaty A. Amsier ve
svém pojedndnf ,Ueber mechanische Integration“ uveiejnéném
v ,Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer
Modelle, Apparate und Instramente“, jejz vydal W. Dyck
v Mnichové 1892.%)

Pokud se tyce tivah naSich, tu dluzno v prvé iadé poukdzati
k didmyslné prdci jednajici o mechanickém sestrojeni nékterych
kiivek, kterou v roce 1836 uvefejnil znamenity G. Coriolis
v ,Journal de Liouville“.

Zdkladnf mySlenka jeho jest ndsledujici.**)

Navinujeme-li napnutou nif na povrch vilce za tou pod-
minkou, Ze tfenfje dostateéné velké, aby jakykoli smyk nité po
vdlei byl zamezen, a rozvineme-li na to plochu vilce s kiivkou
takto urtenou do roviny, obdrzime k¥ivku, jejiz usecky méiime
na pifmce, v niZz rozvinutim piejde normalny Yez a jejiz po-
fadnice méffme na rozvinutych piimkdch povrchovych dané
plochy vélcové. Teéna rozvinuté kiivky v libovolném bodé uzavird
tyz thel s piislu§nou p¥imkou povrchovou, ktery napnutd nit
uzavirala s nf, kdyZ v pifsluSném bodé dotykala se vélce.

Podaif-li se ndm dati niti v kaZdém bodé smér urteny
rovnici differencialnf k¥ivky, o niz se jednd a kterou si nejprve
myslime na vdlec navinutou, pak se bude nif kldsti na vdlec
ten podle takové kiivky.

Coriolis uvddf mimo jiné rovnici, kterd nds zde zajfma, totiz

y + Py =0.
Subtangenta piislunych krivek integralnich jest, jak vime,
— —11—5 . Proto sestrojuje Coriolis nejprve Sablonu kiivky % (obr. 7.)

dané rovnici

*) Str. 122—124.
##) Cf. Abdank-Abakonowicz ibid p. 162.
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kterou omezuje hranou MN stejnosmérnou s osou « a majic

od ni vzdalenost ¢ rovnajici se poloméru vdlce rotagniho, na
néjz se nif navinuje.

Obr. 7.

Otd¢ime-li pak védlec tak, Z%e hrana MN kotdli se po
kruhové hrané zdkladni vilce, kde#to napnutd voln4 &dst nité
s jedné strany PL se klade téz k hrané této zlstdvajfc kolm4
ku MN, a% v bodé L pies kiivou hranu % Sablony na druhou
stranu prechdzf a v roviné teéné toho vilce urtené ptimkou
(PL) na vélec ten na urlitém misté se opét klade, pak bude
urcovati tato druhd ¢dst nité jednu z kiivek irntegralnich dané
rovnice na nd§ vidlec navinutou; nebof skute&né jest subtangenta

takové kfivky rovna ——;J—-

Mechanismus ten, pokud mi povédomo, dosud proveden nebyl.
20. Budiz nyni naznafena modifikace piistroje toho pro
piipad, Ze by se jednalo o feSenf rovnice differencialni

Y+ PY=Q.

Modifikaci takovou lze zaloZiti na vlastnostech pi’isluén)"ch.
k¥ivek integralnfch F vyrazy (2) v odst. 2. vyjddfenych.
Méjme na zieteli v roviné kiivku

W y=3

a kiivku »

&) n =f (&)
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Kazdému bodu G kiivky (1) (obr. 8.) odpovidd jedqn bod
H na kiivee (2), kterf s nim leZi na rovnobézce ku x. Usetku

GH mysleme si v pevném spojeni s poradnici bodu G. Pak
kladme nif napnutou od G ku H a pies tento bod v novém
“sméru, az v nékterém bodé L zase se dotkne poiadnice bodu G.

A

: 4 m (m; (M2 |Ms
(2 (1

Y ¢

|

|

|

|

|

|

|

I

|

1

G

:
|
} G:
|
|
|
|

___71" 1

C&

Obr. 8.

Navineme-li nyni rovinu kiivky (1) na vélec, ptejde kiivka
ta v kiivku (1*), kdezto kfivka (2) proméni se v kiivku pro-
storovou (2*¥) a tsetka G'H opiSe plochu konoidickou; bod L
urcéuje pak jednu kfivku integralnf rovmice dané.

Pfi tom si myslemé nif na vdlci v nékterém bodé L jakozto
potdtetnim upevnénou a na volném konci pfes bod G' jdoucim
zatiZenou. Kiivkou (2*) si miZeme mysliti plochu védlcovou
druhou, jejiz hrana zikladnf s hranou zdkladnf valce prvého,
Jpredstavujfci ndm navinutou osu x, jest v té souvislosti. Ze
délkla teény v nékterém bodé této aZ ku hrané oné rovnd se

P

. Hranu na vdlci druhém odpovidajfci ktivce (2*) lze pak
snadné sestrojiti a valec podle nf omeziti.

Usetka HG pohybuje se ve vyznatené plo§e konoidu tak,
aby v nf napnutd nif prochdzela vidy piislusnymi body G a H,
¢im% pak se klade na vilec prvy podle kiivky Zddané.

Médm sice za to, Ze lze takovy mechanismus snadno usku-
te¢niti; Ze by ale nabyl praktického vyznamu ve formé zde
navrzené, to arci tvrditi nelze. {Dokon&eni.)
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