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- K teorii exponenciélnf funkce x*.
' Napsal Karel Dusl.

1. Z rovnice
. ’ . b xx _ x1x1 T . (1)
nehésleduje obecn& x = x,, protoZe rovnice exponencidlni:
| x*=(ax)®, - B ¢))

kde a znamend jakoukoli hodnotu (budeme uvaZovati jen hodnoty
- redlné) mé vedle feSeni x =0, jest& vysledek:

=2 )
l1—a
t. j. v hodnotdch reéln)'fch:
| x=aT, » )

takZe pro kazdou hodnotu a vyhovuji rovnici (1) kofeny:

. a P |
x=al—a a X, =ax=ai—a. )

.~ Nejprve piijde o to, vySetfiti prab&h hodnot x a x, které jsou
dany rovnicemi (I), probihd-]Ji veli¢ina a vSemi redlnymi hodnotami
od —co do + oco. K tomu tlelu sledujeme nejprve priib&h funkce

y=x*

pro redlné hodnoty p\roménné X.
Klademe-li ‘

Cy=x - ©)

jest ,
B (14 1) ENOE
@ - Zy;—xx—'n+x(1+1x)21 o
- Pro_hodnotu Ix=—1

Ctedy x=<, - @
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nastavé tudiz minimum. Vedle toho jestprox=0, y=1,prox=1
jest rovn& y = 1. Pro zdporné hodnoty proménné x=—¢ jest
obecné: :

(— @)—¢ = e—ele[cos mg (2k + I)— isinme(Rk+1)], (9)
kde k jest libovolné celé &islo. Hodnoty redlné obdrime pro
e(k+1)=|

tedy 0= 5 k’+1 (10)
kde opét / jest) Cislo celé. JelikoZ
cos 7;9 (2k+1)=cos zl=(—1)
budou redlné hodnoty funkce (—e¢,~¢ ddny vyrazem:
(=9~ =ge(=1)"
Funkce y=x*

md tedy zdporné hodnoty x redlné hodnoty v bodech, jichZ abso-
utni hodnoty jsou ddny Gpln& uspofddanou, vSude hustou mno-
Zinou raciondlnych Cisel:

01%125"_':‘1 6 1
3’3’5’5’ 5 5’7 7Y
45678098 1B
3’3’5’5’ 5 5 77" 7T

atd.
To je ostatn€ direktn& vidno z vyrazu (— g)—¢. Telna ke khvce
y=2x* neni v t&chto bodech redlnou, nebof derivace:

dy—x" (a+ lx)
dx

jest pro zépomé ‘hodnoty x 1magmémou. :
2. UvaZujme tedy priib&h absolutnich hodnot reélné vétve
funkce x*:
y=|x.

Pro kladné hodnoty x je to mocnina x*, pro zdporné hodtoty
x=—¢ je to dle (ll) velitina —

y=o" (11)

<
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Prvni z obou mé dle (8) minimum pro X=-5 druhy .m4

tedy maximum pro tutéZ‘hodnotu ¢ =

1 .
Hodnota minima jest (—})?, hodnota maxima pfevratnd hod-

~nota této. I jest pak:

1
(l) © = 06922 ..
e

(g_)—%= 14453 ... (2

Vedle toho jest pro o = 0: lim. —Q— =1, pro ¢ = oo: hm —!é- =0

00
Z rovnice (8) odst. 1. patrno, Ze pro kladné hodnoty x nem -bodu

inflexniho, pro zdporné hodnoty x =— ¢ plyne derivovdnim rov-
_ nice (11)
dz y .
—==—¢ ¢ [1—o(l 4+1¢)7 (13)
dx? ~ :

pro' ¢ = 1 anuluje se tedy tato derivace. Jest tedy priib&h funkce:
‘ = |x*| |

andzornén kfivkou na obr 1. V hodnotdch kladnych jest priib&h
kfivky tyZ, jako kfivky y = x*; v hodnotdch zdpornych ma funkce
x* hodnotu redlnou toliko v bodech vytfené jiZ mnoZiny. Od prosté
hodnoty lisi se dle (I) faktorem (— I).
' Aby' pro dv& hodnoty promé&nné: x a x, =ax pfi redlném a
bylo vyhové&no rovnici x* = x,*, musi pfimka vedend rovnob&¥n&
s osou X-ovou protnouti kfivku y=x* ve dvou bodech. To
pfedevifm nastdv4d vZdy pro kladnd x, pokud je vzddlenost pfimky
od osy X men3i, neb nejvy$ rovna jedné a vétSi neZ 06922.
Pro zdporné hodnoty x se kfivka y = x* sklddd z jednotlivych
bodlt po obou strandch osy X rozloZzenych v pasu o polovitni
Sifce rovné 14453 . .. (12). KaZd4 z rovnobéZek vedena jednotli-
vymi body odpovida]iciml redlnym hodnotdm y = x*, pro zdporn4 x,
‘nad osou X ve.vzdilenosti v&tsi neZ 0'6922... protne kfivku

- -alespofi -jeStE - jednou- v &dsti kladné, kdeito rovnobéiky vedené
- . body bliz8imi ose X, anebo pod osou X kfivku jist€ jiZz neprotnou.

‘Lze tedy uvaiovatﬁmsto kiivky y == x* kfivku y=|x*| a jeji prt-
setiky s rovnob&kami s osou X. Tak ulin&no jest v obr. 1.

_ ‘3. Vrafme se k zdvislostem (I) odst. 1. a . uvaZujme. nejprve
a kladné. Z rovnic (I) jest nejprve patrno, e pro dvd hodnoty a

a a—-}; se vym&fuji hodnoty x, a x.
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Vedle toho jest z rovnice (I)

. la
T—a!%= 7 ’

——1

a

Ix = (14)

derivujeme-li v Citateli a jmenovateli dle a obdrZime hodnotu

N
AN
\.
N\,
d

7
y v
v i
_/ H
- 144 :
!
107
!
i -
4 -3~ -+ o 4 ! 13 X
Qbr, 1.

Jest tudiz . pro a=0:x=1, x, =0,
' .pro a=1:x=x, =1—,

N

e
aproa=oco:x=0, x;=1. (15)

Patrnd tedy kladnym hodnotdm a odpovidaji hodnoty x -kladn‘é,
mezi 0 a 1 a hodnoty x, mezi 1 a 0. — Pfimka rovnob&%ina

‘s osou X protind kfivku y=|x*| (viz obr. 1.) ve dvou bodech

redlnych, jichZ tseCky x a x, jsou kladné, men3i jedniZky.
4. Uvaiujme zdporné hodnoty koeficientu a kladouce:
) a=—a, , - (16)
Tu bude nejprve: '
Casepis pro péstovinf mnteniatlky a fysiky. Roénik LIV. ,' ._ 15
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) 1 . o : 1
x=0—mf”ﬁa‘\&=>—mx:(—gyﬁi (i

- PredevSim je patrno, Ze bude x - (a tedy téx X;) vychézeh redlné
k on&m hodnotém a, pro né&%i:

@ __t an.
I4+a 2k+1 )

kde & a I jsou &isla celd. Cisla q, budou pak raciondlné hodnoty‘
tvaru:
[

G =— - (18
Y2k 11— | (18)

poskytdpcx mnoZinu analogickou, jako jsem uvaZoval v odst. 1.

Zabyvejme se pouze absolutnf hodnotou x vypotitaného z rovnic
(Im). To bude dle (II) hodnota

ay

|x|=a, ~ Tra. o (19)

Tato hodnota musi miti svoje maximum, které obdrifme-(obr. 1.),
kdyZ maximdlnim bodem kfivky y = |x*| vedeme rovnob&ku s osou

X a pfihlédneme ku priiseCiku s kfivkou. Pro tato pfisludné a,
pmsf _

hE x=—L @
Aa délg dle (12): , i | .

e R
cot ddva lpro a; podmiﬁku L ,
l+a+l4=0 @)

_Obdobné vedeme li mlmmélnim bodem krwky y |x¥| rovnob&ku
-8 osoy. X musi: . ,

B ‘ x=l=—-—_l~, Xy,

S - : e a

- tedyr o ‘ \
o e “ |
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pii femi: - B a .
) A=) =G @
coZ srovname-li s (21) ddva: a -
- oa=L. | W
a,

5. Ostatné direktnim po&tem se pfesvédélme zé pro hodnotu
a, plynouce ze (IV) md funkce: :

a,

= (a; 1+—) o (V1)
své maximum, pro hodnotu a,’ z (V) pak mxmmum (obr 4).
Utvotime-li z (V1) derivaci: .
dy . 1 '
dal_—x (1+lx)xm(1+a1+{a1), (24)
bude pro: '
14a,+1la,=0,. (25)
z rovnice. (VI) 1
' ly=a, T+a
. o 1
a dile | : | lly= T¥a, la,=—1,
1
tedy : » y=éc,
cot odpovidd minimu. N
Podobné& pro 14+1x=0
jestdle (19): 0, Tha =% :
tedy ‘a, la, —(1+4a,)=0 ~ (V).
ve shodé s rovnici (V)
 Klademe-li | _ yx=;—,; |
vychézi tu dvojndsobnym logaritmovanim (VI)
Uy, =—1,1tj.
1
y=e e

‘a to deovidé maximu feéené funkce A
- oo . " 15*
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6. Vypolet hodnoty a,:

i " PoloZime-li ~ y=l4a+tla
vychdzi pro a=025 y=—013629...
Cpro - a=%=0-285714.. '

- y=-0032954 . ..

| . )
v
Probgh zdpornych - hodnot ay:

© 027, !

~~

|

i

~ |

fQ —~13 . - o 3
t OSr. 2.
Metodou regula falsi plyne pro rovnici seéné
y +01 3629 0032954 ..+013629 .. : (a— 0:25)
~~0% .

‘ Cpak N 01—027876 VI
4 Extremni hodnota x 2 rovnice (20) R
Cxe oy 3201... Iy




Probéh - kladnych hodnot x :
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7. Bodu kfivky y = |x*|, jehoZ x=13201... odpovidd. a, =
=027876..., ku vétsimu (kladnému) x neodpovidd vihbec Zddni
realnd hodnota a,, rovnob&zka s osou X protind kfivku jenv 3ed-.
nom jediném bodé&. Pro body, jichZ tse¢ky x leZi mezi 1:3201.
jednou obdrzime daldi dva prisediky s kFivkou 1 (viz obr. 1), éemuz
odpovidaji dv& hodnoty a,: v&¥f a men3i neZ a,=027876... Pro
bod jehoZ x=1, obdrZime jednak a,=0, jednak a,=1. Pro dal§1
body, jichZ soufadnice x je men3i neZ jednitka dostivdme jednu
hodnotu a (kladnou), jak bylo feeno v odstavci (3) a jednu hodnotu
zapornou a, leZiciv intervalu 1...oo,takZe pro bod x=0 obdrZime
a,=oo..Pro bod jehoZ ’

g . 13

o
e o+

_OTIﬁ 1 027 {O 1 i
Obr. 3
x=1 g
. _—e’
1. j. pro minimélni bod kfivky, obdrzime
o —_ 1 1
0= T 02T,
dle rovnice (V), pi‘l SemZ dle (22) jest:
a e

Pro bod kfivky, jehoZ zaporné x je vEts nezli — 13201 ne-

~ obdrzime dalsiho priseciku rovnobéiky s osou X S knvkou (Viz
“obr. 2. a 3.)

Z pfedchoziﬁo jest tudil patmo ie pro hodnoty x,]ich i
absolutm hodnota '



lx|>13201

© pfi Eemi &iselnd hodnota ta ]est definovdna rovni-
- cemi (lV) a (20) odst. 4, jest rovnice exponenc:élm

x*=x-

éplni_t_eina'jen h'odno.t‘ou :
L T ox=x,

e

v oboru reélném V obr. 2. zndzornén jest na kfivce y = jx*|
prtib&h zdpornych hodnot a=—a,, jak pfisludi bod{im (resp, jejich
- isetkdm) na kladn€ stran& osy X. —
V obrazci (3) zndzorn&na jest. grafncky souvislost hodnot x a
a, resp. [x] a a, dle rovnice I. odst. 1. resp. (19) odst. 4. —
. Konetn& v obr. 4 jest nakreslen priib&h hodnot |x*], jak z4-
visi na priib&hu hodnot velitiny a a a, (rovnice VI. odst. 5). -
"8.. Pro kompléxni hodnoty argumentu z definujme funkci 2*
zndmym zpiisobem kladouce :

—z—p?lz, B 1 o (26)
Jesthle poloZime ,
— x_)‘_ly.__.getm+2knt (27)
tu bude '
z’-—e’”f' “ya—2kny [cos (wx+ylg+2knx) +

' '\! ' tisin(ox+ylo+2knx)]. (VIII)

. Pro nékteré vétve této funkce nalezneme hodnoty redlné. —
Tak na pf. pro _ .

z=iy, x=0, o=5, ¢=y

N];?

3351 o ‘_Y ' .
' we=e—z2? ,2"’”’ (cosy1y+151nyly) (28)

Pro yly ma, kde m je éislo celé,. jsou hodnoty reélné na
pr pro m-—O a y~l

t’—e —(4k+l)

: ve shodé se znémym vysledkem 1) —
Polozime-h do- (Vlll) :

k1
ARSI z—-—ty, X==0 w—-——z, e—y
bude podobné o
S 1) Weyr Poéet dnferenciélny 413

1.‘._« . -
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. . ’

we=e= 7V Hakay (cos yly—isinyly) (29)

odkud na pf. '
(—iy —p 3 Uk—1).
Obecn¥ jest hodneta w=27 redlnd pro .
ox+ylot2knx=mn, - (30)

kde k£ a m jsou Cisla celd. Pro m=0 obdrZime
- | y _o+2kn
X

—

o 10 N » .
)

" Prdbsh funkce x* zavisle na a [aq]:

/".1&\ B B .“
L_' ‘ )
\\\\\\ —_ [ i ﬁ\ /
07 07
oy - 1 027 |0 1 >
Obr. 4.
. w+2kn : ‘
t.]. , : = !
I K le fo @31
a pro k=0, kfivku: )
|  em—e” ma - @2)
kterd prochdzi uvaZovanymi jiz body ‘ o
gf‘l;w_° i- "2_ ¢

7' Jento funkce 2* nem4 algebraické formule addini nelze pro-
vésti isogondlné zobrazenf této funkce v obylejném smyslu.
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- Sur la théorie de la fonclion exponentielle x*.
(Extramt de l’artlcle precedent)

L De la relation exponentxelle X¥ = x,"1, il ne résulte pas, en
général seulement X = Xy, pulsque I'équation exponentlelle

X = (ax)™, (1)

- olt a est un nombre réel quelconque posséde toujours, “outre la
racine x = 0 encore la racme
a

« x—gl—@ . - )
et ce sont alors les deux quantités ' ’ ‘

a . a

_ - :x='a'_, sy py=ax=a " : o)

qui remplissent l’équation:
. xx — x Xl
2. L’auteur considere: les valeurs absolues de la fonction

4 = x* | pour les valeurs réelles de la variable x. Quand x est
-positif ona

| y=lyl=x
tandis que pour les valeurs négatives: x = — o, on a ‘ .
y=|x*|=e¢"e 3)

Si I'on tient compte de la premlere équatlon 1), on a pour
.les valeurs posmves de a:

' R _a_ al —a '
y= (a™3) o - (_4)
et pour les valeurs négatlves de a lavaleur absolue est donnée par
* . , @ L :
_ y=1x|= (a," "77) : , . (5)
ol l’onaposé a,-— a ’ - o
- 3. Pour x=1ela fonction y = x*= | x* | attemt son mini-
mum ymm— (;)e = 06922 ... et pour x'—.—,—lé- sqn max1m_u5n.

}’max—(‘é’) e=]4453 -

. Consldérée comme fonctlon 5de a, la fonction y(voir (4) et (5)) '

_; :atteint son. mmlmum pour a=-l: Pour les valeurs négatives de,a

iposons:. g=— a;; la quantxté définle par Péquation (5) 2 son ma-
, ximum pour Ia valeur a, qu on tlre de la relation ‘
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et qui est . : a,= 027876

et son minimum pour a,=1:a,. :

Le maximum et le minimum de la fonction sont, resp, 1-4453..
et 006922 . .

4. Tragons la courbe y = | x* | pour les valeurs réelles de x
et considérons les paralleles a I'axe des x. i, trois cas se pré—
. sentent:

a) Les paralléles 2 Paxe des x, ayant de cet axe, une di-
stance plus grande ou plus petite que Tesp. Ymax = 14453 . ou:
Ymin=06922 ..., ne coupent la courbe y=| x* | qu'en un point.

b) Les droites paralleles & I'axe des x menées par ‘les -points
extrémes de la courbe la coupent en deux points. ’

* ¢) Les paralleles dont la distance de l'axe des x varie de

06922... & 1'4453. .. coupent la courbe en trois points. Pour les
abscisses des points extremes on a:

Cx,=—1lie=—a,x; x=13201... )
: 1 )
et pour : x=1:eona X == ‘ 9)
donc: : x, = — 1'3201..

‘Donc, on a le résultat suivant:
Pour les valeurs réelles, surpassan’t en valeur absolue la quantité
x = 1'3201. \ ,
P’équation n’a aucune racme réelle en @, et, par suite, il résulte
de Péquation X% = xo :
pour ces valeurs de x toujours x = x,.

Pour des valeurs de x plus petites en valeur absolue que .
1-3201 . .., Péquation exponentlelle ci-dessus a deux racines né- -
gatives ou blen une racine positive et une racine négative, suivant
que x >letxi;>—1loux<<letx, <<—1
- A la fin, auteur donne des exemples de valeurs réelles de .
la fonction w—z’ pour des arguments imaginaires.
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