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'.-,,Doznémka ke konstrukci’ kuzeloseéek z prvku
- dflem lmagmérny(.h “
Napsah profesor BedfFith Prochdzka a profeson Milan Mikan, asistent Ces.
- vysokého uleni technického v Praze.

Prof. Vincenc Jarolime k uvadi ve, svém, hlavné po
strance didaktické velmi cenném, dile »Zdkladovégeometrie
polohy vroving a vprostoru« mezi mnohymi zajimavymi

konstrukcemi v. odstavei »Konstrukce kuZelosedek
z.prvkia dilem imagindrnyche t€Z konstrukci ku-
Zeloselky ze dvou sdruZenych bodi imagindr-
. nych, dvou sdruZenych tedenimagindrnycha dal-
$iho bodu real‘ného,’) iiZ 1ze té2 Jmfmi zpusobem ‘r'e§1t1 na-
sledovné: i .
) 1. Abychom tuto. ulohu rozFesili, budeme se zabyvat1 drive
: ulohou sestrontl kuZeloseéku K uréenou dvéma body 1magmar-

i

) ,) Sirazek u odst us
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nymi a; b dvéma-teCnamiredlnymi AB a bodem reilnynr
¢, jiz vSak do jisté miry jinak rozfeSime, neZ jak se dé&je ve shora
uvedeném spisu.?) Imagindrné body a; b: budteZ dany involudni
fadou eliptickou (& 'k, I 1) na pfimce M (obr. 1.). Involuce svazku
harmonickych polar o stfedu p, dand realnymi tecnami AB jakoZto.
samodruznymi paprsky vytind na pnmce M involuci bodovou
o readlnych samodruZnych bodech a = (MA) a 8= (MB). Spole¢na.
druZina r r’ téchto dvou soumistnych involu¢nich fad (a 8) a (k1k,
1Y), jiz znamou konstrukci docilime, vede nas k pélu r a p¥isluiné
" polafe R = pr’ dvou — jak uvidime — moZnych kuzelosecek KaK"
(obr. 1.), hotej$im podminkdm vyhovujicich,™a k pélu r* a p¥islusné

polafe R’ = pr druhych dvou.kuZelosedek K” a K. Pfihlédnéme
zatim jen k pfipadu prvériu, jimZ docilime kuzelo-
secek K a K'.

Dals: bod realny d kuZeloseCky K a K’ dostaneme jakoZto Ctvrty
bod harmonicky k bodu ¢ vii€i bodim r a 'm, kdeZ m jest priiseCi-

kem polary R se spojnici rc =M.

. Tim je pfevedena tato tiloha na tlohu sestrojiti kuZeloseCku ze
dvou bod# imaginarnych a:i b; dvou realnych bodfi ¢ d a teny re-
alné A (nebo B), ktera néas vede ke dvéma feSenim K a K, jak bylo
jiz dfive zminéno. Sestrojujice tyto kuZeloseCky pokracujeme

. takto:3) Sestrojime samodruZné body fady involucni, v niZ te¢na
A protind svazek kuZeloseSek, ureny zakladnimi body a: b: ¢ d,
jehoZ jednou zvrhlou kuZeloseckou jest dvojice pfimek M = a; b; a
M = cd. Druhou kuZeloseCku L tohoto svazku vzhledem k feSeni
nadivlastnitlohy, kdy i teény AB jsou pfimkami imaginar-
nymi, zvolime tak, aby prochazela bodem.p, jakoZto stfedem hyper-
bolického involu¢niho svazku harmonickych polar vici kuZeloselce
K nebo K’ o redlnych samodruZnych paprscich A a B. Tuto kuZelo--
seCku, urdenou body a: bi, ¢ d, p zndmym zpisobem sestrojime *)
a vyhledame druhy priise¢ny bod g kuZeloseCky L s te€nou A. PFi-
hliZzime-li zaroveii k tomu, Ze vS§echny kuZeloselky to-.
tohoto svazku (aibi, ¢d) jsou involutorné kolline-
drné dlepdélur jakoZtostfeduapoldary R jak(_).ito osy
kollineace, bude kuZelosecka L miti, jak zfeimo, spojnici 70 =R’ za.
svoji teCnu a tudi? stali ke konstrukci této kuZelosecky, urCené.
bodem p, bodem ‘soumeznym !p na teéné R’ bodem ¢ a involuéni
fadou eliptickou & &, ! 1 je§t& jeden jeji realny bod, totiZ bod r° na
polife R. Za tim tiCelem sestroxime v involutnf fad& & *k, 1 */ (obr: 1.y

sdruZeny bod % k bodu i = (M pc). Spojnice Yc protind R v, Zéda-

%) TamtéZ, svazek IL, odst. 117. (v levo). -
~+ °) TamtéZ, svazek II, odst. 115 (na levo).
') TamtéZ, svazek II. odst. 112 (na levo)./

v
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- ném bod& ) -Mimo to shleddvame, Ze kuZeloseCka L protiné

teCnu B.v bod& h, leZicim na kollinedrném paprsku rgh = 0.
Abychom sestrojili pruseciky gh pfimek AB s kuZeloseCkou L,

. -miZeme uZiti také centralné kollineace s kruZnici N, kterd se

v bod€ p dotykd pfimky R’ a tudiZ i kuZeloseCky L. Potom je bod
Dp stfedem kollineace kfivek L, N. Nechat zaroveil kruzmce N pro-

;chazx bodem. ¢; potom osa- kollineace - Q ktivek LN prochazi téZ
.bodem timto a priiseCikem j teCny e kuzelosecky L s te¢nou kruz-

nice N v bod& r°, kollinedirném k bodu r°. Body gh uréu:ncl osu O

= jsou kolliendrné 'k prusec1kum g1 h kruZnice N s pfimkami AB.

‘(Spoinice gr, gir's a hr" fur protinaji se na ose 2.)

Ze dvojin e 'fa= (4 M), pg jakpZto druZin mvolucn fady vznik-

‘nuvs{ na tecn& A sestrojime samodruzné body ¢ a ¢ (obr. 1.) ja-
- . koZto doty¢né body Zadanych kuZeloseCek K a K’, kteréZ se sou-
-Casné dotykaji teCny B v kollinedrnych bodech f, ¥ viidi stfedu r
-a ose kollineace R na kollinearnich paprscich Q aQsbodyeace

se nalézajicich. Jsou tudiZ pfimky Qa Q' poldramibodu p vidi
7adanym kuZeloseckidm K a K. Je zfejmo, Ze paprsky M M, R'O
tvofi involuéni svazek paprskovy, jehoZ samodruZné paprsky jsou
paprsky O, Q'. Proto i fada bodit m im, op, vzniknuvsi timto svaz-

. kem na polédfe R, jest téZ involuci a body ¢ = (QR) a ¢’ = (Q'R) jeji

body samodruzné. (P¥islusnd konstrukce téchto bodi je z obr. 1.
zfejma. Z teCen AB, dotykajicich se kuZelosecky K (resp. K') v bo-

‘dech ef (resp. €F) lze potom kuZeloseCku K (resp. K’) obsahujici

mimo to bod ¢ (jakoZ i bod d) sestrojiti znamym zpiisobem.®)

Vzhledem k feSeni vlastni tlohy, kdy i teény AB jsou ima-
gindrnimi, bude tfeba konstatovati,” Ze body gh (obr. 1.) jsou
samodruZnymi body involuc¢ni fady, kterou sta-
novi na kuZeloseéce L svymi,samodruZnymi pa-
prsky AB involudni svazek harmonickych poléar,

indukovany- kiivkou K v bod& p. Paprsek gh=0

svazku r jest tudiZ osou této involuéni fady,
vzniknuvSinakuZelosec¢ce L. .

2. Prlstupme nyni k vlastnimu p¥ipadu

N T KZaib, A B, c.

Imagmérne body sdruzene ‘a; by’ budtez opé&t dany - mvolucm

. radou eliptickou (k.*%, I ') na p¥imce M (obr. 2.) a imaginarné tecny

,sdruiene A; B; jako.imaginirné samodruZné paprsky eliptického

. svazku involugntho harmonickych polar (U U, V V), ktery hledand
‘gkuieloseéka Kv. bodé p indukuje: Tento svazek vytind na pfimce M -
o mvo1uc fad“ _u“u, 1V. Spoleéna druzma téchto dvou ‘r'ad soumist-

B} je zi‘eimo ie z pravé uvedeneho ‘ditvodu Jest spo;mce rro téz tecnou

._kuieloseéky L; . G SN R

9 _Pomoci véty Pascalovy “v‘ N
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nych budou ‘body rr” (obr. 2), kdeZ ptimka pr’ jest polirou R, pfi-
slusnou k polu r vici hledané kuiéloseéce_ K a K’ a pfimka pr jest
polarou R’, pfisluSnou k pdlu 7’ vQci dal§im dvéma kuZeloseCkam
Krl a KIN ‘ ‘ . .
PtihliZejice k ptipadu prvému (R), sestrojime k bodu ¢ bod
harmonicky sdruZeny d k bodim r a m’, kde m’ je prisecikem

pfimky M E\E s polarou R. Na to, jako v tloze pfedchozi, sestro-
jime kuZeloseCku pomocnou L, prochézejici body a; b; c¢d p a do-

tykajici se pifmky R'=7p v bod& p.") TéZ zde sestrojime bod r*

/ e

kuZelosecky L na polafe R tim, Ze spojime bod r’ (obr. 2.), 'odp’m‘zi-
dajici bodu r, v némzZ te¢na R’ pfimku M protina, s bodem™p, na to
spojime bod ¢ s bodem sdruZenym % k bodu i= (pcM) v involuéni
fadé K 'K, ! 'l a-bod (R *c) jest bodem r° a 77 teénou kuzelosedky L.

Jako tam vyhleddme involuéni osu O involudni i‘ady u® e,
v° '°, kterou uréuje na kuZeloseice L svazek U U, V 1V, tentokrate
elipticky. Tehdy (obr. 1.) byla osou involuce p¥imka O, spojujici
body gh jakoZto priise¢iky samodruZnych paprskit AB svazku, jeZ
uréoval svazek harmonickjrch poldr o qtfedu
DV kuzeldseéce L ~

. 7) Tamtéz svazek II odst 112 (v levo)

.
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A tomto pflpade (obr 2.) jest to spojnice O prisedikii 7 = (u°v°

10 1y0) g 1z = (9 1y, 110 v0) nesonthlasnych bodii involuéni fady u'v®,
u° 1y, 8) kteraZ vzhledem ke zvlastni poloze kuZelosecek K, L pro-
chazi bodem r jako dfive. )

K sestrojeni osy O.lze uZiti jako v pfipad& pfedchozim cen-
tralné kollineace kuZeloseCky L s pomocnou kruZnici N, dotykaijici
se pfimky R’ v bodé p jakoZto stfedu kollineace protinajici invo-
luéni svazek (U WU, V WV v fad& bodové u™ 'w* v* W (obr. 2.). Zvolime
tu kruznici, kter prochéazi bodem d. Spojnice prise¢iki (v, 'u* V")
a (ztv, 'uv) jest osou O involuce v této fad& na kruZnici N.

Této ose O odpovidé v involuci u® 1u°, v0 1v? Zidand osa O, s niZ

_se na ose kollineace 2 v bod& 0™ protina, prochazejic zaroveii bodem

~ r. Osa kollineace 2 prochazi-bodem d a prusec1kem j teCen ke ku-
Zeloseckam L, N v kollinearnych bodech ro, r*jako v p¥ipadé pfed-
chozim.

Také zde tvofi pfimky MM, R'O svazek involu¢ni o stredu r,
stanovici v polafe R fadu involuni r'm’po (m’ = (IMR), o = (OR)),
jehoZz samodruZnymi body ¢ a ¢’ prochézeji samodruzné paprsky
Q a O onoho svazku involuéniho jakoZto pfimky reélné.

Paprsky QO a Q' jsou opét poldrami bodu p vidi kuZelo-
seCkam K a K’ a protinaii ie v bodech imaginarnych, ve kterych se

~tedny A; Bi kuZelosedek téchto dotykaiji.

Z pélu p a pfisluSné polary O lze k bodu ¢ sestrojiti dalsi bod
f ktivky K tak, avy dvojpomér (pipcf) =—1, kde p= (pcQ) a
~kbodud t}’rmz zpiisobem bod e. Redlnymi body cdf a involucni fadou
~ eliptickou (z *x v *v), na polafe Q bodu p vytatou svazkem U w,
' V‘V) je kuZelosecka K stanovena a,lze ji sestrojiti. ) Spojnice

d ive protinaji se v dal8im bodé g kuZeloseCky K a spojnice ue
,ud v bod® h. Zddana kuZeloseSka K je pétiz téchto
~Sestiredlnych bodu(cdeigh)stanovena .

Zvlastni pFipad této ulohy by nastal kdyby bod p jakoZto stfed .
eliptického svazku harmonickych polar byl ohniskem, v kte-
rémito pfipadé by se tento svazek stal pravoiihelnym.

‘Dalsf zvlastni pFipady tilohy KZ (a: bi, A:Bi,€) by téZ nastaly:

a) Kdyby body a:b; leZely v 1ib&Zné piimce Ew a tudiZ by
byly samodruZnymi body involu¢ni fady, urdené involudnim svaz-
- kem. ehptlckym, shodnym a shodn& poloZenym ke svazku sdruze-

o nych priméri iadane kuZelosecky eliptické.

PovSimnuti zasluhuje i onen p¥ipad, kdy by @ico bico Dbylo
diano smérem paprskﬁ sdruZenych priméri a tecny A7, B. iadane
~kuielosecky nahrazeny byly ohmskem S .

9 farohmek—Prochézka Deskr. geom. pro Vys. §koly techmcke, od-
stavec 78a. /

: “1 Iarolimek »Zakladove 2 Dl svazek II., odst. 113, (v levo). .

o .‘ o K A
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b) Kdyby stfed p eliptického svazku paprskfi U, ViV byl
bodem tibéZnym a proto tento svazek vlastné osnovou paprskii. Po-

- névadZ bod poo musi leZet ve vnitini &asti této kuZelosedky, ije

urena kuZeloseCka v tom p¥ipad€ hyperbolou.

¢) Bod ¢ miiZe byti bodem ﬁbéinym a proto kuZeloseCka hle-
dana by musela byt hyperbolou. Je zfejmo v3ak, Ze bod ¢ ani bod p
nemohou leZet na p¥imce a; b;. :

3. Konstrukce ve Clanku 2. uvedené lze téZ pouZiti pfi tiloze:
»Sestrojiti kruznici K danou dvéma tenami ima-
gindrnymi A; Biabodemredlnym c.« Vedle té&chto prvkil

re’

obsahuje - arcit tato kruZnice K je$t€ imaginazné body kruhové
Qi Dico na 1béZné piimce Eo a jest tudiZ viastné zvlastnim p¥i-
padem onoho, uvedeného v pfedchozim &lanku v oddilu a).

, Postupujice jako tam, uréime teény A; B; -eliptickym svazkem
harmonickych polir U*U, V'V o stfedu'p, jehoZ jednou druZinou
isou paprsky centralné V 1V a druhou U WU ony, které k prvé druZing
soumérné jsou poloZeny (obr. 3.). Body @i Pico vyjadiime svaz-
kem pravoihlym o témze stfedu p (obr. 3.) a stanovime spolenou
druZinu RR’ téchto dvou soumistnych svazkil, stanovici v tib&Zné
pfimce Ew body 7reo Foo- Je zfejmo, Ze v tomto pfipad® R=V a
R’ =1V.K bodu c sestrojime na pfimce M bod dalsi d, jakoZto sou-
mérng poloZeny dle pfimky R. Po té sestrojime, jako v pfedchozim

&lanku, kuZelosecku L, prochazejici body @ico bico, cd, p, tudiz - ‘

vlastn® kruZnici jakoZto kuZelosetku svazki a;co Dico. ‘cd a vy-
hleddme osu involuce O 1 R fady involudni ‘uty, viv, jiz svazek
U'U, V'V v kruzZnici L uruje (obr. 3.). Zvrhlou kuZeloseCku svazku
tohoto bitdou tvotiti pFimky M =E oo Z Qioo bico a \M=cd.

V involuéni Fad& bodfi po = (RO), mo = (REx)'m = MR, se-’
strojime” body samodruzne qq’, nmlz prochazexi pfislu§né polary
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== A e
0, 0, (tmg="mq’ = s’mp._‘mo.)Vyhledéxpe k bodu ¢ bod ,na

" spoijnici ¢p viidi bodu p a polafe {Q, harmonicky sdruZeny, urdujici

s body ¢ a d Zadanou kruZnici {i,:.'")

Aby kruZnice Kr byla redlnd, musi byti polarou' R tbé&Zného
bodu re pfimka, piilici- tupy thel symetrické paprskové druZiny
v involuci (p). ) ' ) '

4. Nez-pfistoupime k FeSeni tdlohy: Sestrojiti kuzZelo-
seCku.danou dvéma body, dvéma tednami a dru-
Zinou. harmonicky sdruZenych pdli (jakoZto nahra-
zujici patou urfovaci Castku, t. j. realny bod ¢): KZ (ab AB, pip)
dokdZeme véty:

" @) Soustavé (ab, p *p, q *q) kdez p 'p je jedna a q ‘g druh4
- druZina harmonickych pélg, vyhovuu kuzeloselky jistého
svazku 2. :
: b) Kazda kuzeloseéka, VYhOVU]lCl .soustave (ab p ‘p, q1q)
"naleZi tomuto svazku 2.

) Diikaz a) Ozname P=pip, Q=qq. Vytkn&éme na P bod
my a sestrojme me tak, aby (mimepip) =—1.  VSechny kuZelo-
seCky svazku 2m Z (abﬂhﬂlz) ‘maji sdruZené poly p'p spoletny

-a prochazeji body ab.

Svazek Xm protind . pfimku Q v bodové involuci Im, v niZ
existuje jedina -druZina bodii m'm” hovici téZ podmince:
(mm”qq) =—1, t. j. svazek Zm obsahuje jedinou kuZelo-
seCku Kn soustavy (ab,p'p,q'q) urdenou: Kn Z (ab.m my.pip
q 0) a druZin€ m1 m: na P je takto pfifazena jedind druZina
- m'm” na Q a naopak.
 Body ni, n2.na P hovici takeé podmince (nxnzp p) = —1 davaiji

daldi svazek 3,. Tento svazek X, zase obsahuje jedinou ku-

, ‘zelosecku K» soustavy.(ab, p*p, a*q), urlenou: K» Z (ab, nins, p'p,
q'9) a nins je takto opét pnfadéna jedma druZina n'n” na 0.

AN

1) K. imému fe§eni mnohem jednodussimu, lze. dospétl nasled. divahou:
Zvolime za" polaru bodu p lakoZto stfedu involuéniho .svazku polar U WU,

2\ né;akou pHmku P LV (obr. 3.), protinajic{ paprsek U.v bod& u® a

-.paprsek Vv bod¥, v0. KruZnice .z bodu v0 polomérem voyo sestrolené pro-

_ tingd paprsek 1V v bod& kB a kolmice hw .ke spojnici:vh protind V ve-
- stfedu o kruZnice H nréené svazkem U U, V iV a polarou P bodu p. (Viz

% Jarolimek, . svazek. IL., ‘str." 73): Méme li v8ak sestrojiti- kruZnici Kr

urfenou svaz}cem poldr U1, V1V a bodem ¢, tu tfeba pfihlédnouti k to-
mu, Ze kruZnice Kr a H isou ve_stfédové podobnosti pro bod p jakoZto

 stfed podobnosti. I Proto spojnice pc’ protind kruzni¢ci H v bod& ¢’ (resp. ¢”)

‘a pHmka es || Co (resp. cs’ c”w) protind pHmku V ve stfedu s (resp
’) 2édané kruinlce I(r (resn K r) Hm2 Jest ona ﬁplné urdena.
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KuZelosecky K Kn uruji svazek 2, z jehoz &tyf zakladnich
bodii dva jsou body ab, a dalsi dva budteZ body m, n. 3 Z (abmn).

PonévadZ? kaZdia kuZelosetka K; tohoto svazku < protinajic
ptimku P v druZiné w1 uz involuce Z (my me, n1 ne, us usz, . ..) ma v bo-
dech pip své sdruZené p6ly a rovnéZ pfimku Q protinajic v druZing
wu” involuce Z (m'm”, n'n”, w'r”), ma tudiZz i v bodech qlg své
Té&mito body prochizi hledané kruZnice Kr, Kr',- dotykajici se za-

sdruZzené pély, t. j. vvhovuje kazda kuzelosecka K,
svazku X Z (abmn) soustavé (ab, p'p, g1q).
b) BudiZ K obecna kuZelosecka, hovici soustavé (ab, p'p, q ‘q)
Ona protind P v bodech ki ke, kdeZ (ki kepip) =—1. Ve svazku
3y Z (k1 kzab), k némuz K néleZi, existuje tudiZ tato jedina ku-
Zeloseka K, hovici soustavé (ab, p'p, ¢'q) a feji priisecné body
k'k” s ptimkou Q hovi relaci (B’'k”¢q 1a)——l Ve svazku X exi-
- stuje vSak jedina kuZeloseCka L Z (mnabki), ktera, ponévad? pro-
cha21 bodem ki, prochazi zajisté také bodem k= a naleZ{ tedy svazku
- . Pongvad# v8ak soucasné naleZi svazku 5, jsou nejen body p'p,
ale i body ¢'¢ jejimi harmonickymi pély, i stotoZiiuje se L s onou
jedinou kuZeloseCkou svazku 3% zarovei soustave (ab, pip,

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. Ronik LIV. S 16
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¢ 1g) hovici. PonévadZz K je obsaZeno ve svazku X ztotoZiuje se

tato kuZelose€ka L svazku 3 s kuZeloseCkou K,.t. j. K naleZi
také svazku 2. . :

Soustavé (ab, p'p, g'q) vyhovuji tedy kuzelo-
selky jistého svazku S amimo nd Zadné jiné. Je-
dna degenerovana kuZelosedka svazku sestava
zptimky ab a z pfimky, oddélujici body plp, iakoz
ibody gl¢g spfimkouab harmonicky.

Na zakladé téchto fivah pFistoupime k TeSeni vlastni ilohy,
kdy K Z (ab, AB, p'p), piedpokladajice, Ze v3ecky zakladni
prvky isou realnymi.

Jako v Dfipadech, v pfedchozich ¢&lancich -uvedenych, sestro-
itme po6l r a poldru R (obr. 4.). PonévadZ kuZelosecky soustavy
(ab, AB) jsou involutorné kollinedrné dle stfedu r a osy R, moZno
sestrojiti k dané druZin€ harmonickych péli pip dalsi druZinu har-
monickych pélit g1q, jiz budou téZ kuZeloseCky Z4dané hovéti.

. Dle pfedchoziho tvofi systém kuZeloselek (ab, p'p, 1q) sva-
zek 3, k iehoZ bodiim zakladnim naleZi ab. Pfimka M= ab a ‘M,

" stanovena dvojpomérem (rprip MM) = — 1, tvoii jednu degene-

rovanou kuZelosecku tohoto svazku (M a *M se protinaji v bod& r). -

‘Druhou kuZeloseCku E stanovime tak, aby prochizela body

abu, kdez u lezi na R a jest priisecikem (@'p, ¢1g). Dalsi dva
body w'u” kuzelosecky E stanowme z podmmek (uupip)———l
(uu"q1q) = —1.

Priseciky mn kuZeloseCky E s pfimkou M jsou dalsi dva za-
kladni body svazku X (obr. 4.).

Tim tloha prevedena na tlohu, sestrojiti dle pfedchozich
Slankii 1., 2., ve svazku kuZeloseek (abmn) ony kuzeloselky KK,
‘které se dotyka11 teCny A a vzhledem k involucni kollineaci viici
-TR téZ i teCny B v bodech yy’ resp.:xx'. Ke konstrukci samodruz-
nych bodit ¥y’ (nebo xx’) na A (nebo B) uZito vhodng&ji zndmym
-zplisobem misto kuZeloseCky E, jiZ by bylo nutno teprve rysovati,
kromé degenerované kuZelosecky (M1M), jeZ protind A v bodech
1?1 dal§i degenerované kuZelosetky (an, bm) svazku 3 m, proti-
najici te€nu A v bodech 1* 1*. (obr. 4.).

- 5. Konsfrukce této (Clanek 4.) lze uZiti bez zavady i v DFi-

"~ .'padé, kdy body ab jsou imaginarné sdruZené. Arcit ke:

stanoveni priseSikit mn p¥imky M s kuZeloseckou EZ a; b;. u*u'u”’

v pFedchozim Clanku .zminénou, kde body a; 2, b= M vy:adreny in-
voluci 111212, u"=APQ), ppu”u)=—1, (glguu")=—1, je

nutno stanoviti dalsi dva redlné body této kuie]oseéky 1) Na to se- .

-strojime priiseéné -body ‘mn p¥imky M s kuieloseékou E jakoZto,
“druhé zakladm body svazku 2 (a; xmn) i

' “) Tam‘téi, svazek 1., odst 112 Gv levo)

- . . . . !
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Kdyby vSak také tecny AB byly sdruZené imaginérné,jakoito\
samodruzné paprsky eliptického involuéniho svazku U,
V1V o stfedu s (obr. 5.), uZili bychom po sestrojeni p6iu
r a piislu$né polary R jako ve Clanku 2. oné kuZeloseCky L svazku
(a;b;mn) ktera zaroveii prochazi timto bodem s (obr. 5.), ke sta-
moveni jedné druZiny involuCniho ‘svazku paprskového stfedu r,

totiZ paprsku rs = R’ a parsku O, jenZ je involucni osou eliptické
“involuce bodové, urfené na kfivce L syazkem U UV V. Ke kon- -
strukci této osy O pouZito vlastné jako v pfedchozim Clanku 2.
kollineace s kruZnici N, prochazejici zaroveii bodem #n pfi stfedu
kollineace s -a ose kollmeace Q, kterdZ prochazi bodem n a bodem
prisednym f teSen ke kfivkdm L a N ve dvou kollinedrnych bo-
dech, na pf. g a g1. Druhou kuZelosetkou svazku (a:bym n)a to de-

* generovanou jsou pimky M=a; b, ‘M =mn. Tyto dvé kuZelo-
setky L a (M!M) stanovi, jak nahofe uvedeno, na poldfe R dvé
druziny s, 0=(OR) a u=(MR), *u= (*MR) involu¢n{ Fady bodové, -
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jejiz samodruzné body jsou o, o', které urcuji s bodem r poléiry
'S’a 8’ p61lu s vici hledanym kuZeloseCkam K aK’, jeZ dovedeme
sestrojiti vzhledem k tomu, Ze obSahuji body-m n a Ze paprsky
U W, V 'V involuéniho svazku harmonickych poldr o stfedu s urduji
na pfislusné polafe S (resp. S’) involuéni fady harmonickych poli
Wo'to, Vo'vo (resp. uo’ 'uo’, Vo' 'vo’) Vil€i kuZelosetce K (resp. K').'?)

6. Konstrukce kuZelosetky K Z (a:bi. Ai B:. p'p) uvedené v pred-
chozim &lanku, lze uZiti pfi konstrukci kruZnice, uré¢ené
vedle obou bodd imagindrnych v nekonecnu
Aobico,involudnim svazkem.s harmonickych po-
lar, danych druZinami: centrdalnou ViV a soumér-
nou UW a druZinou harmonickych pélia pip (obr. 6.).

Postupujice jako tam, shleddme, Ze spoleCnou druZinou RR’
svazku s (U U, V V) a svazku promitajiciho s bodu s druZiny in-
voluéni fady leZici v tibéZné pfimce E« paprsky pravotihlymi, jest
druZina V iV. Proto pfislusi bodiim p‘p body sdruzZené qlq, sou-
merne k polafe R poloZené..

Abychom sestrojili body zakladni mn svazku (@i o i o, P 1P,
q'g), sestrojime tohoto svazku zvrhlou kuZelosefku, kterd bude
se skliddati z pfimky MZa,oobioo, Eco a z pfimky M harmo-
nicky sdruZené k pfimce M vii¢i bodiim p'p, ¢'q, tedy v tomto

~ - pfipadé postupujici dseCky plp, 1q Druhou kuZeloseCkou tohoto

svazku, obsahujici body u, w, uw” [u= (@p.q'%), @ plp):—— 1,
- (u u”qlq)—-—l] jakoZ i body kruhové @ioo bico, jest kruZnice
Z (a; 00 bioco, nu'n”).

" PriiseCiky pfimky M s kruZnici F jsou Zadanymi body m 'm.
Teémito body prochdzi hledané kruZnice Kr, Kr’, dotykajici se za-
roveii teCen imagindrnich A; Bi. Abychom tyto kruZnice sestrojili,
sestrojime kruZnici L prochdzejici bodem s a body dico bico,jakoZ
i body mn. Tim je tato kruZnice ur&ena (obr. 6.). Stanovime na ni

. involu¢éni fadu bodit ulu v1lv, sestrojime involucni osu O této
: rady, ktera protind R v bod€ o sdruienem s bodem s. Druhou dru-
zmou Jsou body nooa 1u.

Vyhledéme samodruzné body oo’ @7& —l/ uo us) ji-

miz prochazeh phmky S—rooa a S = rooo’. Vzhledem k témto
polardm S resp. S’ a pfislu$nym péliim o resp. o', lze z bodu m
sestrojiti dal$isbody c¢ resp. c, jimiZ prochazi zédana kruznlce
Kr resp. Kr".

7. K tdlohdam o kuzeloseékach kdy dany dva sdruzené harmo- -
nické poly, pfipojime. jedté tlohu — aé nendlZei ke vlastni iiloze
. na$f sestrojiti kuZeloseCku z &4stek, mezi nimiZ se nalézaji téz
- dv& imaginirné tefny (Clanek 2) — konstruovati kruZnici

. m) Tamtés, vsvaz’ek' 1L, odst. 113. (na levo).
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ze dvou boddt imaginarnych ¢/ div koneénu a zée
dvou sdruZenych péld harmonickych pip.
Budtez body ¢;d; diny soum&rnou druZinou m, m, elliptické

involuce na M (obr. 7.). Na p¥imce Ny LM (om:= om:) zvolme
dva body si, s: tak, aby kruZnice K, K, sestrojené z téchto bodit

jakoZto stfedii orthogoniln&!®) ku pomocné kruZnici L nad mims

Obr.6.

'
'
'
v
)
i

N

i
¢
y
s

jakoZto primérem konstruované, protinaly piimku P = p'p ve dvou
druZindch realnych bodi. Pon&vadZ tyto dvé kruZnice urluji sva-
zek kuZelosecek @jo0 Dioo, €; di, néleZi ony - dvé druZiny priisecikii
involuci, jeZ je jimi urena, a v .niZ obsaZeny jsou i prisefiky
Xx, v Zadané kruZnice K s pfimkou P jakoZto jedna druZina. Se-,
stroifme této fady involucni samodruzné body &, w, které budou
redlnymi a budou oddélovati harmonicky body x, v, t. j. (xyén) =
=-1. PonévadZ vsak body plp jsou sdruZenymi p6ly Zadané

) Jarolimek, »Zkl. geom. polohye, svazek V., str. 30. pod\-b'\éarou. :
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" kruZnice K, musi téZ dvojpomér (xyp!p) =-—1. Jsou tudiz body
"Xy ‘samodruimjmi body involu¢ni fady, dané druZinami &»n, pip,
jichZ pomoci i kruZnici Zddanou K sestrojime (obr. 7.).

8. Reseni quhy sestrojiti- kuifelosecku, isou- li
“dany dva sdruZené body imaginarné a;b; dvé' sdru-
Zené teCny imagindrné A;Bia misto bodu ¢ v3ak
teé¢na C, provedeme opétné jako v dualnich pfipadech, uvede-

-

nych ve élénmch 1. a 2. tak, Ze rozi‘esxme pfedem snaZsi ulohu, kdy
" body ab budou rediné a teiny A; Bi sdruZen® imaginarné.
Imagindmé teiny A B; budte? dény involudnim svazkem har-
" 'monickych polar UV V o stfedu p (obr. 8.). Involuce na p¥imce

7 S=ab, dani t&mito body ab jakoZto redlnymi samodruZnymi, pro-
. mitd se. s bodu p paprsky tvoficimi involudni svazek, jehoZ pa-
Drsky ap =, a, =8 jsou samodruznymi. Spoledna- druZina téchto
: ixsoumlstnych svazkii . jsou paprsky RR’, které? protimaji pFimku §

. v takovych bodech r’ a r, Ze k paprsku R jakoZto pél pFislugi bod

,,,,,

*.r.a paprsku R’ p6l r’ (obr. 8.). PrilliZejme pFedem k polu r a pfi-
- slu$né. polafe R; viidi nimZ opét. leZi kuZelosetka hledani I( sama;
ok sobé ko]lmeamé kde r Je sxti‘edem a R ospu kollmeace
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- Proto se dana técna C s pfisluSnou kollinedrnou teCnou D
v bodé ¢ na polafe R protinaji. Tim je pfevedena dani tloha na
tilohu sestrojiti kuZelosecku ze dvou imaginarnych tecen A; B;, dvou
redlnych teSen CD a realného bodu a (nebo b). Hlédana kuZelo-
seCka K jest jednou z kuZeloseéek osnovy urfené zikladnimi tec-
nami A; B;, C D. Mezi nimi je jedna zvrhld kuZelosecka, skladajici
se ze dvou bodd p = (A:Bi) a 9= (CD) (obr. 8.). )

Druhou kuZeloseCku L této osnovy, vzhledem k FeSeni vlastni
tlohy (kdy i body ab jsou sdruZend imagindrni) zvolime dualné

ke kuZelosecce L ve Clanku 1. tak, aby se dotykala pfimky S = ab
(obr. 8.). (Je zfeimo, vzhledem ku poloze kuZelosecek osnovy (A; B;,
CD) vi¢i polu r a polare R, Ze kuZelogeka L se dotyka piimky S
v bodé r' = (RS).)

Zname tudiZ této kuZelosetky L zakladni prvky A:iB; CD a
tenu S, z nichZ ji dovedeme znamym zpiisobem sestrojiti.’4)

Sestrojime-li s bodu a (nebo b) tecny ke kuZeloseckam osnovy,
tvofi tyto teCny involuéni svazek, jehoZ samodruZné paprsky ijsou
te€nami k Zddanym kuZelose¢kdm K nebo K’, dotykajicim se jich
v tomto bodé a.'%)

Vzhledem ke shora uvedené kollinearné poloze kuZeloseCky K
(resp. K’) k pdlu r a pFislusné polédfe R plati totéZ o te€nach, ve-
denych ke kuZeloseCkam téZe osnovy s bodu b, které zaroven se
protinaii s pfislu§nymi tecnami svazku a v bodech na polife R.
Takovymi tenami jsou pro zvrhlou kuZeloseCku, skladajici -se

z bodii p a g, pro bod a piimky ap a ag, pro bod b p¥imky bp a bg.

TeZnami ke kuZelose&ce L jsou pro bod a teSna X a S (obr. 8.)
a pro bod b je to teCna Y a S, kteréZto te€ny XY se protinaji v bodg
o0 na polafe R.1%) ‘

Involuéni svazek a (pg, XS) jakoZ i involudni svazek b (g,
YS) protinaji polaru R v téZe involucni fadé bodii pq, or’, jejimiz
samodruZznymi body s,s’ prochizeji samodruzZné- paprsky obou
svazkil te¢novych (a i b), jakoZto teny E a F (resp. E’, F’) hleda-
nych kuZelosecek K (resp. K’) v bodech ab. Body ab, ptisluSnymi
tenami EF (resp. E'F’) a tenou C jest potom urena kuZelosetka
K (resp. K) kterou znamym zpiisobem lze sestrojiti.!?)

Zde nutno si op&t povSimnouti toho, Ze bod o jest jakoZto pri-
secik teCen XY z bodi ab ke kuZeloseCce L sestrojenych invo-

%) Tamtéz, sv. IL., odst. 112 (na pravo).

8) TamtéZ, sv. I, odst. 104 (na pravo).

16) Zde uZito podobné jako v &lanku 1. a 2. '(viz obr. 1. a 2) cen-
trdlné kollineace pomocné kuZeloseCky L s kruZnicf N, kterd se dotyka
piimky S v bod& r’ a teCny C. Osou kollineace je pfimka S, stfedem kolli=
neace ¢ priisefk teSny C a spojnice dotyZnych bodit tefen bodem T ke
kfivkdm. L a N vedenych. V této kollineaci sestroiime k te€n& X, bodem a
ke kruZnici N-vedend hledanou tednu X ke. kuZeloseSce L. Podobn& bodem
b sestro;ime ke kuZelosetce L tetnu Y, kterai s teCnou X protind se v bodé

na
”) Tamtéz svazek IL., odst. 106 (na pravo)

Y

2
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lué¢nim stfedem involuce paprskové (tecnové), 8)
kterou obdrZime, kdyZ z involuéni fady harmonickych péli na
- pfimce S sestrojime teCny ke kuZeloseCce L, nebof teCny XY, body
samodruznymi a b k této kfivce sestrojené, jsou zaroven samodruz-
nymi paprsky vzniknuvsi paprskové involuce a tudiZ se ve stfedu o
involuce této protinaji.

Tohoto ndzoru potiZijeme i v pfipadg, kdy body a b budou ima-
gmamym1 a urCeny budou eliptickou fadou harmonickych polu na
pnmce S.

- Po feSeni pfedchozi tlohy pfistoupime posléze k feSeni vlastni
tilohy: Sestrojiti kuzelosedkuze dvou sdruZenych
imaginarnychbodft a:b; ze dvousdruZenych ima-
ginarnychteden, AiBiaztednyredlné C. .

SdruZené body imaginirné a; b; dany jsou eliptickou involugni
fadou 111, 212 na pfimce S a sdruZené teény A:B; eliptickym invo-
. Judnim svazkem (U 1W;-V V) o stfedu p (obr. 9.). Protnouce tento
- svazek pfimkou S, vyhledame spoleénou druZinu rr’ vzniknuvsi in-
voluéni fady u‘u viy a soumistné. involuéni i‘ady 111, 212 znadmou

- 18) Ed. Weyr Pro;ektlvné geometne zakladmch utvarii prvmho rédu“
na str. 113

7/
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koustrukci.’®) Jako ve vSech pfedchozich pfipadech jest opét spoj-
nice r’p = R polérou bodu r vidi kuZelosedce K (resp. K’) a spojnice
rp = R’ poldareu bodu r’ vit¢i kuZeloseéce K” gresp. K) a kuzelo-

secky K a 1 jsou opét involutorné kollinedrné vzhledem ke
KH a KIIIJ

stfedu jr a ose kollineace ‘
\r R

K teén& C v této kollineaci pfislu$nd teCna D protina se s ni
v témZ bod€ m polary R. VSechny kuZeloseCky, které vyhovuji pod-
mince, Ze dotykaii se teCen A; Bi, CD, tvoii osnovu kuZeloselek,
mezi nimiZ se nalézd zvrhla kuZeloseCka, skladajici se z bodi
p=(AiB)a m=(CD) (obx 9). Jako druhou kuZelosetku této
osnovy sestrojiime opét onu L, kterd dotykajic se teCen 4: By, CD
zarovei se pfimky S dotyka a to v bodé r’ = (SR).2°) (Obr. 9.)

Tedny body imagindrnymi a;b; ke zvrhlé kuZelosedce p m se-
strojené, jsou arcif také imaginarné, avsak jejich priiseCiky pm na
polafe R jsou realné. Také teCny z tychZ bodii ke kuZeloseCce L
sestrojené jsou imaginarné, protinaji se vSak v bodé o taktéZ re-
alném, na piimce R leZicim. Je to stfedinvoluce teCnové
(A4, Il sestrojené body involuce harmonickych
po6la 111,212 na pfimce S leZicich, ke kuZelosecce
L.2Y) (Obr. 9.) Druhé tecny splyvaji vidy s teCnou S, protinajice
se vSak v jejim dotyéném.bodé r’ s touto kuZeloseckou.??) Na pfimce
R vznikld fada involu¢ni ma druZiny pm, r'o, jichZ samo-
druzné body ss" stanovime jakoZto poly pfimky S
vici kuzelosedce Ka druhé moZné kuzZelosecéce K’
(obr. 9.).

Témito body ‘s -(nebo s’), involu¢ni fadou harmonickych péli
1 1, 2 12 na pfislu$né polife S a tecnou C (nebo D) jest iiZz kuZelo-
secka K (nebo K’) stanovena a lze ji sestrojiti (obr. 9.). Sestrojime
k te¢né C (nebo D) tecnu dalsi E (nebo F) (obr. 9.), harmonicky

sdruzenou viti pfimkam S a s (CS) a z bodu s promitneme involugni
fadu bodi 111, 212 paprsky I° 1% II°I° tvoficimi pfislu§ny invo-
luéni svazek harmonickych polar (s). Svazkem timto a te¢nami CDE
iest kuZeloseCka K stanovena a miiZeme ji sestrojiti *®) tim, Ze se-
strojime je$té dal$i tecnu H, spojime-li (CI®) =y s priisetikem
(E 'I°) =e.Potom spojime priisecik (Ct ) =p s priisecikem (E"]°) =¢a

19) Tamté?, sv. IL, odst. 112 (na pravo). : B

%) Tamté?, sv. IL, odst. 118. .

) Eduard Weyr: Projektivna geometrxe zakladnich ttvarit prvnfho
fadu na str. 113.

1) Konstrukci t&chto teden lze arcif. provésti, aniZ by bylo ti‘eba ryso-
vati kuZelosedku L, urlenou teCnami CSD, dotyénym bodem r tec.ny Sa
eliptickym svazkem (p).

) TamtéZ, svaz. IL, odst 112 (na pravo)
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* dostaneme tednu G. Takovym zptisobem miZeme dociliti dalsi
te¢ny kuZelose¢ky K.

Stejng by se Fesila tiloha, kdyby imaginarné tecny A; B: byly
nahrazeny ohniskem anebo kdyby body a;b; byly 1b&inymi,
uréenymi fadou involudni, stanovenou ve p¥imce 1ibéZné sméry pa-
prskit invol. svazku sdruZenych primérii Zadané kuZeloseCky elip-
tické. K témto pfipadim nutno pfidruZiti pfipad je$té specielnéjsi,.
-kdy dano ohnisko a sméry dvou dvojic sdruzenych primért Zadané
kuZelosecky, arcit vedle tedny realné. :

_ 10. Zvl4stni pfipad tilohy uvedené ve Clanku pfedchozim je se-
strojeni kruZnice ze dvou sdruZenych tecen imagi-

_HYV
T

nirnycharedlnéte&ny, KrZ(aicobico,Ai Bi,C),kdeZ aic0 bico
znaéi kruhové body stanovené v 1b&Zné pfimce Sco pravo-
{ihlym svazkem paprskovym o stfedu p. TeEny A; B; budteZ urfeny
(obr. 10.) eliptickym svazkem harmonickych polir U, V'V
o stfedu p. Centrlni paprsky V 1V svazku U U, V1V jsou spole€nou
- druZinou obou t&chto svazki soumistnych. Proto je 1V = R poldrou
bodu reo=(R’ Soo)kdez R’ =V pro kruZnice Kr, Kr' (a obdobné R”
polarou bodu r'oco= (RSeo) pro kruZnice Kr”, Kr'”, kteréZ viak jsou
v nasem ptipadé imaginirné). KruZnice Kr, Kr’' nélei osnové ku-
Zelosedek, jejiZ zakladni te¢ny jsou A; By, CD, kdeZ D je tedna kolli-
nearna k C v involutorné kollineaci (*R). V této osnové je obsaZena
(obdobné jako v pfipad® obecném ve &lanku 9.) degenerovani ku-
. Zelose&ka, sestavajick z bodd p =(A;By), m = (CD) (obr. 10.) a ku-
- ZeloseCka L, urdena.tednami A;B)), CDSoo, kterd? je parabolou, po-
névadZ tentokrite teCna Soco je p¥imkou ib&Znou. JeZto v kvadra-
~tické involuci teden I 11, IT *f na kuZeloseéce L vedenych druZinami
~ bodové involuce 10110, 200 1200 0 samodruZnych bodech @00 fico

vidy 1.L11 nun ‘(obr 10), je spoinice (1 1), (uxn) =F Fidicf
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ptimkou paraboly L a ovem téZ jednou stranou polarného trojithel- -

niku kuZelose¢ky L vzhledem k tomu, Ze je ji opsan tiplny CtyFstran
- I IIIL Stfed o této teCrové involuce, jakoZto priiseCik druhych
dvou diagonalnych stran tiplného Ctytfsténu je protéjSim vrcholem
polarného trojihelniku a tedy pélem ¥idici pfimky F, t. i.-ohniskem
'f = o0 paraboly L. f = o, pfipadajici arcit na osu paraboly R=1V,
tvofi s bodem 7' co jednu druZinu bodové involuce na R, k niZ na-
lezi také druZina mp. PonévadZ v3ak bod 7' oo je 1ib&Zny, je = o
sttedem této involuce, jejiz samodruzné body s, s” jsou pdly pfimky
Sco viici Zadanym kruZnicim Kr, K'r, tedy jejich stfedy.

Parabolu L, jeji fidici pfimku F a tecny [ L 4, lI R/ arcit ne-

tfeba k sestrolem bodu f = o rysovati.

K sestrojeni ohniska f staCi sestrojiti jeji vrcholovou tecnu E
a vrchol v. Te¢nu E sestrojime z redlnych teCen CDS ~ a z eliptic--
kého svazku U V 1V jakoZto te¢nu, kteraZ stoji k ose paraboly
R kolmo, aniZ bychom polaru bodu p rysovali. PonévadZ subtan-
gentd paraboly je vrcholem v = (ER) rozptlena, sestroifme nyni

elementarnim zpiisobem dotyéné body teCen CD a ohnisko f=o,.

nadez os =s'0 = . Ktémuz vysledku dospé;eme viak

[/5,755{

také nasledni jednoduchou konstrukci.

Zvolme libovolnou pfimku Q L R (obr. 10), jakoZto poldru bodu:
p vici jisté kruZnici H dotykajici se také imagindrnych tecen A; B,
jejiz stfed w jako v Clanku 3. sestrojime.

Tato kruZnice H jest podobni a podobné poloZena ke kruZnici

Kr resp. Kr’ dle stfedu p. Sestrojme tedy !C || C jakoZto te¢nu k H,

jeii dotytny bod ¥, w't L1C (C.p'f) =t, jakoZto dotyény bod ¢
teCny C s kruZnici Kr. Podobn& druhy priisetik (H.ow 1t) =1y dava
(p'u.C) =u jakozto dotyeny bod tedny C s druhou kruZnici Kr'..

11. Regeni iilohy, kdy kuZeloseka K ur&ena bude dvéma imagi-

nirnymi body, dvéma imagindrmymi tecnami a dvéma sdruZenymi.
harmonickymi poldrami, provedeme zpiisobem reciprokym k onomu
pi"npadu (Slanek 5.), kdy kuZelosecka je urdena vedle imaginérm"ch
bodii"a teden dvéma sdruZenymi harmonickymi pély.

Tak jako se stalo ve &lanku 4. a 5., 1ze dokézati dualng, Ze s ou---

stavé kuZeloselek uréenych teCnami AB a dvéma
druZinami harmonickych polar P‘P O‘Q hovi ku
zeloseékynste osSnovy. :

vedli se-zfetelem k tein& C, dostali bychom druhy bod 3’ (obr. 10), sou-

" mérny k bodu 3 va&i ose R paraboly. E = 33’ je dal§( teéna paraboly, kolma.

~ k ose R, tud(i prochézei(ci vrcholem v.

v

/

7

) Jarolimek, svazek I, odst." 112 (na pravo). K rovnob&ice N, vedené;
bodem p a pﬂmkou D, sestroiime ve svazku p (U U, V 1V) paprsek sdru--
Zeny 1IN, ktef¥ protind tecnu D v bods 3 = (D 1N). Kdybychom toté# pro-
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Na zakladé téte véty pfFistoupime nejprve k feSeni 1ilohy

- Kz,(ab,AB,P1P),2%)kdeZ body ab i tecny AB jsou redlné. Sestrojime

opét jako dfive pol r a polaru R, vii€i nimZ jsou kuZeloseCky sou-
stavy ab, AB involutorn& kollinedrné a vii¢i nimZ sestrojme ke
druzing PP druZinu harmonickych polar 010, Jez téZ Zadané ku-
‘Zelose&ce hovi (obr. 11.).

Dle této véty tvofi squstava kuzelosecek (AB, PP, Q01Q) du-
alné ke ¢lanku 4. osnovu 2, k jejimZz zakladnim piimkam naleZi

AB (dualné k bodtm ab). Bod m = (AB) a bod m (duilné ku p¥imce
M v odst. 4b.) bude stanoven jako priisedik étvrtych harmonickych
paprskii, ur€enych poldrami P!P resp. 01Q ke spojnicim bodu m
s priiseCikem polir (P1P)=p resp. (01Q) =q. Body mm tvoti

zvrhlou kuZelosecku soustavy (AB, P 1P -010) duélné ku pfimkam

MM clanku 4b.
Druhou kuZelosecku E osnovy £2 stanovime tak aby se doty-

. kala tecen AB a U’,kde U prochazi bodem r a jest spojnici bodil

]

P:P)=p, (0:10)=g¢q (dualng k bodu u=pip, ¢'q ve &lanku 4b).

Dalsi teény U'U” kuZeloseCky E stanovime z podminek:

&U"U'l)’ 1p) --——1 (U"U”O 10)=-—1 (dualné kbodim u'u” v élan-
u 4b .

N

%) Kde‘ arcit P1P znaéi dvé sdruiené harmomcke polary viiéi hle-
dane kuZeloseéce I( :
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Teény M, N bodem 'm ke kuZeloseCce E vedené jsou dalsi dvé
zékladni pfimky osnovy 2 (duiln& k bodéim mn, v nichZ ve ¢lanku
4b pfimka 'M s kuZeloseCkou E se protina).

Tim tloha pfevedena na tlohu, sestrojiti dle pfedchoziho ¢lanku
8. v osnové kuZeloseCek ABMN ony kuZeloseCky K resp. K, které
prochazeji bodem @ a vzhledem k- involuéni kollineaci vi¢i r, R

téZ i bodem b, a v nich se dotykaji teCen XX’ resp. teCen YY’ a jeZ
nasledovné sestrojime. ,

Ptihlédneme-li ke konstrukci dudlni ve ¢lanku 4b, obr. 4., shle-
diavame, Ze hledané tecny XX’ (resp. YY’) vedené v bodech @
(resp. b) (obr. 11.) jsou dudlni k doty&nym bodiim yy’ (resp. xx’)
Zadanych kuZeloseCek KK’ na tecnich A (resp. B) (obr. 4.) jakoZto-
samodruZnym bodim involugni fady 11, 1*1* (v obr. 4. vyzna-
Cena jenom konstrukce bodit. y’y' a bodit xx’ vynecha‘ma, jeZto yx
i ¥z’ prochazi bodem r).

Jsou tudiZ hledané te¢ny XX’ (obr. 11.) samodruznyml paprsky
svazku paprskového @ (I, I I") (reciprokého k Fad@ bodove na

’
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teénd B.v obr. 4.), kde I = am, =gqim, l a (AN), 1I a (BM):
‘Obdobné te¢ny YY’ jsou samodruZnymi paprsky svazku b.

Posléze zbyva pouze sestrojiti kuZeloseCku K (resp. K) z bodu
‘ab, p¥islusnych teSen XY (resp. X'Y’) a z teCen AB. .

* 12, Kdyby v3ak body ab i teSny AB byly iitvary 1magmarnym1,
potom nutno ke. stanoveni tecen MN bodem 'm ke ku-
- 7eloseéce E (A(BzU"U'U")(U"-—pq) (P'PUU)Y=—1,
010 U*U") =—1) sestrojiti dal3i tecnu této kuZelosecky?®) (obr.
12.). Jezto viak také body ab jsou imaginidrnymi jakoZto samo-
druzné body eliptické fady involudni 111212 ve p¥imce S= a; b;,
uZijeme pro sestrojeni polu r a pfislu§né poliry. R jako ve Clanku
9. oné . kuZelosecky L soustavyA, BiMN, kterd zaroveii se dotyka
pfimky S27) (obr. 11.) v bodé r’, ke stanoveni jedné druZiny in-
volucni fady na poldfe R, totiZ bodu 1 = (RS) a bodu o, jenZ jest
involucnim stfedem involuce paprskové (1) (I11]]) na kuZelose&ce
L, stanovené fadou 11, 212.

‘Druhou a to degenerovanou kuZeloseckou osnovy (AiBiMN)
isou body m Z AiBia'm Z MN, kteréZ tvofi druhou druZinu invo-
lu¢ni fady na pfimce R, jejimiZ samodruznymi body jsou body ss’,
které jsou pély polary S viiCi hledanym kuZeloseCkdm K a K’

(odst. 9.), jeZ dovedeme sestrojiti na zaklad& toho, Ze dotykaji se
‘teen M a'N a Ze fada 111, 212 se promita s bodu s (nebo s') invo-
lu¢nim svazkem harmonickych polar sIsll s2s12 (resp. s'Is'!,
828" 12) viici kuZeloseckdm K (resp. K')28). — ‘

ZvldasStnipfipadurdeni kuZelosecky Knastane
tehdy, kdy jedna ze sdruZenych poldr jepfimkou
“ubéZnou a druhd primérem. — -

' *

-Remai‘que au sujet de la construction de conigues déter-
- minées par des éléments en parlie imaginaires.
"(Extrait de Particle précédent.)

: ‘P}of.Jai'ollmek fait mention, dans le 2¢ tome de .son ouvrage:
- »Principes de la géométrie de position dans le plan et dans P'espace®

‘28) Tamtéz, svazek I, odst. 112; (na pravo) V obrazci 11. sestrojena’

“teé¢na F, kterd s tefnami UU'U” a s dotyinym bodem = (RU") na U~
nréuu kuZelosesku E.

) K’ sestrojen{ teto kuZelosetky L sestrolena xesté ‘dal¥f ‘redlna

tetna G zplisobem uvedenym v Jarolimkové Geometrii polohy sv. II., odst.

112. (na pravo) z. teten MNS a svazku '(U U, V1V, RR’) (obr. 12) ja-

" e koitehpl‘@’drulené k tedng M. K paprsku mu = m (MS) sestrojfme ve svazku
cam(UAU, V) paprsek sdruZeny - m 1, protinaifef tetnu S prévé v . bodé

')ici teﬁm ‘Nv bodé 1, Spojmce 1';z"ir iest potom. Zadanou teénou G.
- ) Tamtéi odst.
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de la solution- du probldme suivant: ,Construire une conique déter-
minée par deux points imaginaires conjugués, par deux tangentes
imaginaires conjuguées ainsi que par un point réel“, mais il n'en
effectue pas la construction. ' v :

Les auteurs donnent la solution de ce probléme par une con-
struction particuliere -en faisant emploi d’une conique  auxiliaire
quw’il faut construire d’avance pour le cas ot les éléments qui déter-
minent 1a conique sont réels tous ou en partie. La solution du pro-.
bléme est accompagnée par celle du probleme corrélative, ainsi que
par des cas de coniques particuli¢res, notamment du cercle. A la.
fin, les auteurs traitent des problémes ou le point réel ou la tan-
gente réelle, déterminant la conique, sont remplacés, resp., par deux
pdles conjugués ou par deux polaires conjuguées.
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