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() redukci dvou souéhi.

Napsal Jos. Kaucky.

A. Cauchy?!) 'k odvozeni riiznych vzorcii z vys$i analyse a
diferencniho poctu s tispéchem pouZil symbolickych rovnic. Jak sdm
na mnohych mistech ve -svych spisech pravi, navazuje pfi tom na
prace)Brlsson-ovy, ktere pravdépodobné vubec nebyly publiko-
vany.2

V tomto c&lanku pouzﬂ jsem Cauchy-ovy metody k redukc1 '
vicenasobnych souctii prvniho (3) a druhého druhu (6) pro pfipad
stejnych rozpéti; vysledek jsou vzorce (37) a (41).

Zakladni véta, na niZ dal$i dvahy jsou zaloZeny, je vyjadfena
rovnici (17) a“pravi, Ze, je-li € libovolna distributivni operace, f (x)
a F (x) polynomy, pro né% plati rozk]ad (14), @ (x) dana funkce,
lze rovnici (15) vyhovéti soudtem FeSeni rovnic (16) Cauchy po-
dal dikaz této véty v pfipads 8w (x) =Dw (x) =% (x) a 8y (x) =
= Ay (x) = (x,+ h) — v (x); tento ditkaz neni v3ak tplny.

V odst. 5 a 6 jsou odvozeny vzorce (9) a (12) pro jistd parti-
kularni feleni rovnic (7) a (10), jakoZ i pro dal3i dvahy dileZity
vztah (13).

Zvolime-li nynf misto rozkladu (14) rozklad v Sastedné zlomky
- (25), nastoupi na misté¢ vztahu (24) rovnice .(26). K reduk&nim
' vzorclim, které mame na mysli, dosp&jeme z této rovmice volbou

F)=1, F()=x", 8=, 8=p.

DluZno ‘podotknouti, 'i_e pro pfipad
By(x)=dy(x)=yx+h—yx)

) Mémoire sur lemplm des ¢quations symboliques dans le (.alcul\
Rr;%x}t;ntésnmal et dans le ca]cu] aux differences finies, Oeuvres (I),~ .
- p. 28. | .

*y Viz Mansion, Note sur la premiére methode de Brisson pour lmte-
" gration des équations linéaires aux différences finies ou mfiniment petites,
v Mém cour, de Belgique 22 (1892); iivod.

. Pincherle S., Funktlona]operattonen und Glelchungen Enzyklxopadxe, .
. der Math. Wiss., Bd. 11, 1. Teil, 2. Hilite, str. 769. ’
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Cauchy ?) udal formuli

0= .. f()=

=_2 (x_h)(‘."f(lez'i)'!(« ‘lh) A+0 *° £, (@
kde
4 0 =f(x)3).

Cauchy zde zavadi pojem omezeného souétu jako analogii urci-
tého integrilu zfejmé& proto, aby se vyhnul integraénim konstan-
tam. Nejen, Ze tento poiem je mlhavy a vysvitne aZ zavedenim
Noérlundovych hlavnich feSeni, ale i formule horni (@) je nespravna,
jak z naSeho dalSiho postupu vysvitne.

Kone&né nutno Fici, Ze N. E. Norlund dospél cestou uplne jinou
ke vzorcim (34)) a (41) ve své praci »Remarques diverses sur le
calcul aux différences finies«.9)

) 1. Obratme se zprvu k vyznamu nékterych symbolu kterych
"v dalich tivahich Gast&ji pouZijeme. Oznalme s p. N. E Norlun-
dem stfedem prvniho Fddu nebo kratce prvnim stfedem funkce

f (x) podil
r 0= et 2+,

parametr o budeme nazyvati rozpetlm 5),

" BudteZ w1, ws,...wn libovolna &sla kladna. StFed n-tého Fddu
i prosté n-ty stied funkce 7(x) uréime rovnici

.on . n—1
o f@=rl r [l M
@y Wa.4. 0y Op OOy Op_
UvaZujme nyni rovnici

; Gn (X|C01, wz: . '“-:wn)—: q’ (x), (2)

P

3) Cauchy, loc. cit. p 34, 9. tadek shora ma déle stati

- D"6> “f(x) do =f(x).
" 4) Journal de Math., 9iéme série, T. II, p. 204—205.

.. 8) N. E. Norhmd ve svych piivodnichi pracich pro paramctr w ne-
-uZiva Zadného zvi4stnfho ndzvu; aZ ve své knize sVorlesungen iiber Diffe-
‘»renzial;echnung«, Berlin 1924, 'y Z riiznych ditvoddi nazval " Spanne.

S n : ! . o . : 1
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kde @ (x) je funkce dand, G, funkce neznamad; hlavni FeSeni®) této
rovnice oznadime symbolem

n

Gn (X|0y, @, . . 0) =S 9 (x) prx 3)
] ' - 040000
Vyraz na pravé strané rovnice (3) se nachazejici- budeme nazyvati
souctem prvniho druhu a Fddu n, kratleji prvnim souctem Fddu n
(rozuméj z funkce ¢ (x) ). Nalézti hlavni feSeni rovnice (2) je tiko-
lem t. zv. prvniho sumacniho problému. Obecné feSeni rovnice (2)
z hlavniho FeSeni této rovnice obdrz1me pfi¢tenim obecné funkce
p (x), kterd vyhovuje rovnici

n
r p(x)=0.
01@g0.. 00, ’
V pfipadé zvlastnim o1 =wz=...=w, = w oznalime stfed
(1) a soudet (3) kratce
n
/ 7 f () )
a n ) ' ,
Ga (x|0) =S 9 (x) Px. (3)

2. Podobné diferenci prvniho Fddu nebo prvni diferenci funkce
f (x) ozna&ime podil

af(x=LET =/,

diterence n-tého Fddu pocitd se z rovnice

J f@=dal 4 f@ - @

D01W... 0 Oy 01050..0,_ 1

Hlavni feSeni rovnice

4" Fu(x|og, 0. .. o) =9 (x), ®)

O10q...0p

kde @ (x) je dana a F, hledana funkce, ozna&ime symbolem

- Fr(x]| o, w,. .wn)—‘S‘P(Z) Az | (6)

(01 @y...0n

Vyraz na pravé strané této rovnice se nachdzejici nazveme
souétem druhého druhu a Fddu n ¢i kratce druhym soucdtem Fddu
n (rozuméj z funkce ¢ (x)). Obecné FeSeni rovnice (5) z hlavniho

. - .

6) Viz odst. 3.

RV
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feSeni této rovnice obdrZime pfi¢tenim obecne periodické- funkce
a (x), hovici rovnici

.!1' Fw=0

W W2,

V pi¥ipadé stejnych rozpet1 diferenci (4) a soudet (6) kratce
ozna&ime

z;f(x) o #)
S9@) 42 ®)

3. K hlavnim FeSenim rovnic (2) a (5) dospé&l N. E Norlund
takto. Oznacime-li \ »

= ESk Wy,
] k=1
vyhovuji formalng& rovnicim (2) a () fady
Esk N .
20 ¥ (=DF g (x+2) ()
a o . '
(- l)ﬂw,wz...w,,an(x—l—.Q); (e)

séita se'pfes vSechna s¢, kde sx=0, 1, 2,...
. Konverguji-li fady (a) a (o), pfedstavuji pfimo hlavni FeSeni.
Diverguji-li, uvaZuje Norlund misto nich fady .

2 (1) g+ "ETD
: _—1_‘(‘” .B(") (=2 9@ e—”’dz +
=11 -

0

1) o e, ... wn2¢(x+9)e k)

vkde n >0 a funkce B(") (x)  znaci Bernouilliho polynom fadu n a

. indexu v, .a s&itid je pomoci jim zobecnénych formuli Boolovy a
Fuler-Maclaurinovy. O vyrazech takto ziskanych dokazuje, Ze pro
.~ znadn& obecnou t¥idu funkci ¢ (x) stejnom&mé se bliZzi k jistym

, Ilmltam, Jesthie n-> o Tyto hmlty jsou hlavni re§em 8)," V  dalsim,

Sy Norlund v kmze ki citované nazs‘/va souéty S S Summe a
. a

: Wechselsumme,, v piivodnich pracfch usivé nazvi somme de premtére et
. Seconde espéce. . - : S : S
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pokud o hlavnich feSenich budeme mluv1t1, budeme pfirozené pied-
pokladati jejich existenci. o

* 4, BudiZ dana linearni diferen¢ni rovnice n-tého fadu
n
k‘?g;(") (x)y(x—{—n_—k w) =0, . (4)
PO ()=1,  p®(x) #0.

Adjungovanou rovnici k rovnici (4) (analogickou Lagrange-ové
u rovnic diferencidlnich) Ize psati ve tvaru

n -
Ep®(x+k—10)y(x+kw)=0. (B)
k=0 . B

Oznadme nyni ¥FeSeni (tvofici vidy fundamentédlni systém)

rovnice (A); (%), ¥ (%), ... ¥a (x), rovnice (B) ¥, (x),¥: (x),...¥n(x).
Pak rovnici nehomogenni

gvop(k> )y (x+T—Fk o) =9 (x) - (A)

vyhovuje partikularni FeSeni tvaru®) _
n.
1w X — .
y(x)=;Zyk(X)SqJ(z)yk(z—}—w)Az. ©)
k=1 a ' © :

" Obecné feSeni rovnice (A1) z feSeni (C) obdrZime ptictenim
vyrazu

é.‘k () Y& (x), o D)

kde ¢k (x) jsou »konstanty« hovici rovnici
A Ck (X) =0

soucet (D) je obecné feseni rovnice (A) ¢ili rovnice (A1) bez pravé
strany.

5a. ReSme nyni rovnici :
4y @) —ry@x)=9 (), @)

8) Pro prvnd informaci o sumagnich problémech viz mij referat o zmi-
néné jiz knize Norlundové, Casopis 54, str. 83—87. Pro podrobnosti dluZzno -
odké4zati na ptvodni Ndrlundovy préce »Mémoire sur le caleut aux difié-.
rences finiese, Acta 44 (1922), p. 71212, »Sur certaines équations aux
différences ﬂnies«, Transactions Amer. Math.,Soc. Vol. 25 (1923), p. 13—98.

. '9) Viz na pf. Guldberg-Wallenberg, Theorie der linearen Difierenzen-
gleichungen, Leipzig 1911, str. 89.1" Oznadime-li = ¢ (x) feSenf rovnice
v+ w) —y(x)=o, je patrnd Se@Iz=0¢x). »

a «Q v
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kde r je konstanta, ¢ (x) dana funkce. Rovnici (7) budeme téz
psati symbolicky takto: , .
(A —ny @) =9 ().

Nasobme ii wak takto vzniklé rovnici, v. mi Jsme poloZili
@ (x) =0, utvofme rovnici adjungovanou. ObdrZime

) —(Q+re)yxte)=
partikularni Ffeeni této rovnice je zfejmé
Yy =Q04re) o

Die vzorce (C) vyhovuje tedy rovnici (7) FeSeni
X—2z .

y(x)=S(l+rm)—w""’l tp(z)Az.

b. Rovnici (7) lze Fesiti téZ takto: Nasobme il zprvu w, ¢imz

dostaneme
\ Yx4o)—(1+ro)yx=o09 .
Oznaéme dale FeSeni této rovnice bez pravé strany u (x). Je patrng

X
u(x)=>0+rw)°.
Pokusme se hyni dané rovnici vyhovéti vyrazem tvaru
 y@W=c(® s W;
pro ¢ (x) obdrZime, vloZime-li pfede§ly vyraz do dane rovnice, po
- elementérni redukci, rovnici

_ 9
v fC(X)—— ll(x+(0)’
‘2 niZ plyne

c(x)——S(l+rw) o (z)dz

Vloiime-h tuto hodnotu do vyrazu y(x)=c(x) u (x) a oznadi-
me-li jeSté FeSeni rovnice (7) symbohcky

() — (x) 8
- mime koneény vysledek .
j’_f,‘—"’,—su+rw) 9@ 4z )

6 Uvaimme dale rovnici - _ .
o PY@ =Ty =9(), (10)

#
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kde op&t r je konstanta a ¢ (x) dana funkce; rovnici tuto a jeiji
feSeni budeme psati symbolicky

(5 —nyx) =9 (),
y (@)= (x) an

Ponévad? rovnici (10) lze psati ve tvaru

& )(x) —-w(x),

vidime, Ze ji vyhovuje partikuldrni feSeni

-

v—

©

=22~ 2 Ser—n y@an (2

PoloZme r=0 v rovnici (10) a ve vyraze (12) Rovnice (10)
pfejde v

7y () =9 (x);
je tedy

Sw(x)Vx*—S(—l) P4z, (13)

kteryZto vztah neni bez zajimavosti a je pro naSe dalsi uvahy
diileZity.

Obecna teSeni rovnic (7) a (10) z partlkularnich i‘eseni 9 a
(12) obdrZime p¥itenim v:’/razu

Cx)(1+ rw) @ resp. C(x)(2r—1)

C(x+w)—CKx)=0.

DluZno podotknouti, Ze v- dal$ich iivahich budeme vyslovné
uZivati pouze partikuldrnich feSeni ) a (12), nebot se zvlast
dobfe hodi k odvozeni formuli, které mame na mysli.

7. Uvaiujme libovolnou funkcionalni operaci distributivnf 9
Jak znamo, rozumime. tim operaci, ktera se Fidf nasledujicimi dvé--
ma zékony - ' .

8lp () +v@]=09(x)+ 8% (x),
| 8lcp(M)=cop(x),
kde ¢ je konstanta®).

X .
w

kde

10) Viz Pincherle S.- Amaldi U., Le operazmme dlstnbutive e le loro
applikazioni all’ analisi, Bologna 1901; § 42—48
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Dany budteZ nyni polynomy f(x) a F(x) a predpokladexme, ‘
Ze ie moZny rozklad
f(x) fo (¥ ’ _
=y L 14).
(x) % Fy(x) 7 . (4)

kde F1(x), F2(x),...Fi(x) jsou délitelé F (x).
UvaZujme déle nasledujici funkcwnélm rovnice, které piSeme
.v symbolickém tvaru

F@y®=f®) 9() " (19)
FL @)1 (D=1, () 9 ()

-

. (16)
e Fi(®)yi(x)=1:(®) 9 (%)
Lze ukazati, Ze I'OVI]lCl (15) vyhovime vyrazem fvaru
y(x)= Eyv(x) . -1
Abychom ditkaz provedll, oznaéme ‘
;((?)—F.,(x) p=1,2,..0 @)

‘a nasobme obg strany rovmce “(14) F (x); tim obdrZime identitu
| f (x)= EF,,(x)f., (x)

Dostaneme vsak take identitu, Jesthze v teto rovnici x nahradlme
libovolnou distributivni operaci ) a ob& strany symbolické rov-
nice takto ziskané provedeme na hbovolnou funkci y (x). Plati tudiZ
ldentlcky

gf OFOrO—7@9@. (9

Aplikujme nyni na ob& strany rovnice

 Fe @y (x)=£(0) 9 (x),
-v-’operacx F +(8); uzx;eme-h vztahu (18), obdrzime rovn1c1 '
F@®F. @)y (x)=F®©) 5. (x)=F.(0)/.(® 9(x). . (20)

Seétenim rovnic z. (20) vzmklych dosazu;eme-h postupne v—-l
o i plyne koneéné

- F (9) 2’ Iy (X)—-;ZB (G)fv (9)‘P(X) f (9)'P(x) 2n
' Tim Je dﬁkaz uplné proveden

T ) “) Lineérni formv v 9 qsou operace komutativn{

Sy L Tt
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© Oznatme jests FeSeni rovnic (15) a (1'6), symbolicky.

y(x)=f,;%2)w(x) e @y
% ()= ,{‘ ((g)) P (x) .
..... ‘; _ . (23)
Yi (x)= ,{’ ((?_})) ?(x)
ybvnici (17). 1ze pak psati takto | - \
f(® f., fo(8)
F@° p(x)= ,; F. (07 P (x). S (24)

. 8. Budiz 1) x (z) analytickd funkce komplexni proménné z a
pfedpokladejme, Ze lze zvoliti fadu kruhit 2, =r,€'¥ (v=1,2,...) tak
Ze |x(2.)| ziistdva stile pod koneCnou mezi, af je y a v ]akékohv
a Ze, nanejvy§ s vyjimkou koneéného poétu bodi, plat: \ mtervalu

0 < v < 2 T
stejnomérné

hm x (z,) =A.
Potom lze psati

x(x)-—A+2
kde soucet = se vztahuje k residum funkce xziz)z vzhledem
k pélim x(2). ‘
9. Budiz )
. x
-x(x)=£-———((x))

a.nechf pro jednoduchost stupei polynomu f(x) Je men§1 nez stupen
F (x). Pak .
A= O

@) 1 [f(r)]. . @

a

F(x) &ax—r|F(D)|’
f()

to je rozklad ( ) v casteéhé zlomky

{ . 1) Viz Lindelof.E,; Calcul des résidus, Paris 1905; p. 38.

[ N



s

210

UvaZujme nyni misto rozkladu (14) rozklad (25). Rovnice (24)

. pfeide v nasledujici

f® () f(r)
Fio)? = 2 = .\[F(rr)]

kde symbol
9 (x)
e—r
znaci FeSeni rovnice g .
®—nNyx=9(x).
10. Volme
8=u4.
V tomto .specielnim -pfipadé je
P(x) =
b S(1+rw) fp(Z)fZ.

o -

;akie rovnice (26) nam dava vztah ‘
- f@ o x s,

=$[2[£§g](l+rw) o q:(z)]fz.

PoloZzme dale .
f(x)=1, F(x)=x";
uvazime-li, Ze
. X n .
—(f)—S(p(z)Az;
A a . - w

©
.

plyne pro tento pfipad N
x x x—z_ '
Sa>(z)32‘———s[2[l](1+rw) - ']«p(z)ztz.

Hledané resmuum je koeﬁment u r"—l ve V)’rraze
/ Z

_ (1+rw) o =
a rqvné se . , .
@ l)! (x—z—0)(x—2—20)..

x—-—z-—-n—lw
o n=la).

(26)
(27)
(28)

(29)

(9)

30y

@31

(32)

(33)
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VioZime-li tento vyraz do rovnice (31) a poloZime-li dile
n-+1 za n, ziskame jeden ze vztahd, které jsme méli na mysli a
ktery vyjadfuje redukci souCtu druhého druhu

n+1
590(2) 4 z
W10q s ()Il

v piipadé stejnych rozpéti.
x n—!:} . 1 x .
S 9 (2) A"f-z =07 S (x—z— w)...(x—z——nw)q:(z).dz. (34)

Abychom vyraz na pravé strané rovnice (34) stonc1 upravili.
uvazme, Ze lze psat1 .

x—z—w)y(x—2—20)...(x —2—nw) =
=23 (— l)s(”)x(x—-w)...(x—n—s~—lw)z(z+w)...(z+sw):
s=0 s (35)
poloZime-li déle A
L Fus(x]0)=S @+e) @+20)..(+s0) p() 42, (36)
ziskame kone¢nou redukéni formuli

59>(z) 2=

n! s_(—l) ( )x(x—w) (x—n—-s——lw)Fl,s(x|w) 37

‘11. Volme kone&né

=7,
w
V tomto pfipadé je
(p(x) 2 A& =z
— —1) e 2) 42 12
p—r=o @r—D° gl )2 (12)

a rovnice (26) ' dévé

f(V) x-'—z_b .
F (p)"’ ()= S [z [1{8] @r—1noe ‘l] ?(2) f)iz. - (38)

BudiZz opét .
f(x)=1, F(x)=x";
nyni
9 (x)
r

«

—S'p(x)Vx
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a. rovnice (26) pfejde v. nasleduiici o
. n .,2~x[ [l] : . J_c_—_-_z-‘] -
X)px=—9§| 2|—12r—1) o 2) 4z.
Sewrx=—2S| X|w|er—n e 9@ 4
Hledané residuum je '
("‘1)"_l( ) X—2— o
n—1)! S( )
x—z ,
w(x—z—n—lw)(—1) o ¢@)dz; (39)
. (0]
pouzZijme op&t vztahu (35) a kladme, poloZice zaroveii n+1 za n,

Gu5(x]0) = G (x+0) (x4 20)...(x +50) 9 () x =

; _'_;'_c%_é(z+9)(z+2w)...(z+sw)(— l)x—a_)?—lq)(z)iizl“) (40)

Je tedy redukce soudtu prvniho druhu v pfipadé stejnych
rozpéti vyjadfena relaci .
. - . n+1

Sq’(X)Vx=
=2yl 2( 1)s( )x(x——w)
| (x-—n“—'s"—" Tw) Gy, s (x| o). 1)

MoZno tudiZ Fici, Ze v pfipadé steinych rozpéti lze soucet
prvniho i druhého druhu a libovolného ¥idu vyjadfiti linedrn& po-
‘moci piisluSnych souctd fadu prvniho 14)

*
T . ) ) x n n
. Sur la reduction des sommes S¢ (2) 4z et Sp(x)Fx.
. R . a ) o ; (5] -
(Extrait de l’article précédent.)

En partant de certaines . considérations de Cauchy sur
Yemploi d'équations symboliques dans ‘diverses branches’ de
Panalyse et du calcul aux différences- finies,®) je danne, dans
Tarticle précédent, une démonstration des formules (37) et (41)
qui expriment la réduction des sommes de la premidre (3) et
de la seconde espéce (6), au cas oii les nombres wy sont égaux

1) Viz rovuici (13).
.14) PFedneseno na schﬁzi Jednoty ésl mat a fys., dne. 4/XII 1924
15). (Oeuvres lI), VilL, p. .8-38.
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Le théoréme qui est le point de départ de' nos consndératlons
ultérieures est exprimé par Péquation (24). @ étant une opération
distributive quelconque, ¢ (x) une fonction donnée, f (x) et F (x)
des polynomes pour lesquels la décomposition (14) existe, on peut
satisfaire a Péquation (15) par la somme (17) des solutions du
systtme des équations (16).

Pour donner une démonstration rlgoureuse du théoréme pré-
cédent, on peut procéder de la maniére suivante. Multiplions, en
tenant compte de (18), 'équation (14) par F (x). On obtient une
identité qui reste, manifestement, valable, si 'on remplace la vari-
able x par ® et que l'on applique les deux cotés de I’équation
en 6, ainsi obtenue, i une fonction ¢ (x) quelconque Donc,
léquatlon (19) est vraie.

Appliquons, maintenant, successivement, aux équatxons (16)
les opérations. F, (®), ..., F;(0); on a le systtme (20), d’oti I'on
obtient, par une snmple sommatxon I’équation (21). Ainsi, le théoréme
énoncé est démontré.

Pour continuer, considérons d'abord les solutions particulieres
(9) et (12) des équations (7) et (10) et la relation (13) qui n'est
pas, & mon avis, sans intérét. Supposons, pour plus de commodité,
que l'ordre de f (x) soit inférieur & celui de la fonction F (x) et
remplacons (14) par sa décomposition en fractions simples (25).
En posant ensuvite f(x)=1, F(x) = x", @ = A ou ® = r, on obtient

par un calcul élémentaire, les formules (37) et (41)

Il est nécessaire de remarquer que Cauchy a donné, pour
les cas de @y (x) =y (x+h) —y (x), By (x) =Dy (x) =¢'(x),
une démonstration du théoréme mentionné plus haut et une formule
de réduction (@) (voir la préface de l'article précédent); mais cette
démonstration est incomplete et la formule fausse. Cauchy a intro-
duit, pour éviter, évidemment, les constantes arbitraires, dans ses
considérations la notion d'une somme définie

Zf(x) N

© (analogie de lmtégrale défxme), une notion peu préc:se A son
époque et qui doit étre remplacée par la solution principale (6)
de ‘M. N. E. Nérlund.

" M. Norlund démontra les formules (34) et (41) dans son
travail ,Remarques diverses sur le calcul aux différences finies“1¢)
d;ttlinf mamére tout A fait différente de celle employée dans cette
a ce : ' S

1) Journal de Mathématiques, 9 série, t. II, p. 204—205.
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