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Stied prisetikt pfimky B s kfivkou (1) plyne z rovnice
g bt by — T — g — L —a, =0,

z ni7z dostancme
) by — a,

f=—00 (8)

7 rovnice («) a (3) plyne

¥ (xk) .

a— o T T — a .
S (xk) !
Vétu, kterou jsme zde dokdzali, mohli bychom také piimo
z theoremu Newtonova o asymptotich odivodniti, jak jsme na
jiném misté ukdzali.

0 jednom rozsiteni rozvoje Clebsch-Gordanova.
Napsal K. Petr.

1. Rozvoj Clebsch-Gordaniv vztahuje se ku formé o dvou
faddch bindrnich proménnych (z,, z,), (v, ¥,). Takovou formu
lze totiz rozvinouti v fadu tvaru

moon

flayy) =40+ @A+ @yt d 4+ . @ A, mza,
)

kde f (x, y) znaéi formu v (x,, 2,) stupné m-tého, v (y,, 1y)
stupné n-tého a kde (zy) = x,y, — x,y,. Vyrazy A; pak jsou
formy o dvou Faddch proménnych*) (z), (y) a jsou to poldry
forem o jedné Fadé proménnych. Jestlize jest ku pi. G (x) forma
r-tého stupné v (z) (kterdzto forma obsahovati mize i jiné fady
proménné ku pi. (y)), jest operace vytvorujici poldru této formy
dle proménné (z) s polem (y) takto definovdna

16 G
D’”G(x)_T(ﬁ:y'-{_a—xgy“)

2)

*) Misto (xy, %), (#1,Ys) . - . uZivati budu v nasl. obvyklého zkré-
ceni (x), (¥) ...
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Na zdkladé tohoto oznateni lze dle svrchu uvedeného o vy-
Tazech A, psziti»
Ar = D' Fi(x), , 3)

kde Fi(x) jest forma v (x) mezdvisld na proménné (y). Poldra
(3) hovi této rovnici differencidlni
9%4; 9%4;
CEX YA TX T @
a lze také snadno naopak dokdzati, Ze forma, kterd této rovnici
differencidlni vyhovuje, vznikla polarisovdnim z formy, v niZ dvé
fady proménnych (z), (y) jsou nahrazeny pouze jedinou Fadou.
Podobné lze, jak rovnéZz zndmo, provésti rozvoj forem zd-
vislych na nékolika Faddch proménnych, ku pi. formy f (';, g;, Z}.
Stati v tomto piipadé nejprve poklddati za proménné jenom (z)
a (y) a rozvinouti dle (1). Pokldddme-li potom téz (2) za pro-
ménné. jsou vyrazy Fi(x) urtené ve (3) formy ve dvou faddch
proménnych (z), (#) a tyto lze opét dle téze formule (1) rozvi-
nouti. Dostivime tak fadu postupujici dle mocnin determinantii
@y), (y2), (2x).*) Nez koefticienty v této fadé, jez jak patrno,
jsou rovnéz poldry forem o jedné fadé proménnyeh, nejsou urteny
jednozna¢né, jakoz plyne z okolnosti, Ze mezi determinanty té-
mito jsou vztahy ) '
z, (yo) + 4, (22) + 2, (wy) =0, x, (y2) + ¥, (22) +- 2, (2y) =0. (5)
Aviak lze vidy pfedepsati tvar rozvoje tak (ku p¥. tim,
Ze stanovime, Ze nékteré Cleny (xy)™. (yz)ﬂ.‘(zm)". P,p, se
vhodné stanovenymi «, 3, ¥ nemaji se v rozvoji vyskytovati),
Ze piisluny rozvoj jest jednoznatné urten. Koefficienty v roz-
voji jednoznatném formy o nékolika faddch poskytuji ndm bez-
prostfedné uplny systém zdkladnich invariantnich forem**) na
sobé linedrné nezdvislych a k dané formé prislusnych, ze kterézto
okolnosti vysvitd ddlezitost takovychto rozvoji. Ku vysledkim
zv145té jednoduchym a tvarem svym pozoruhodnym dospi-

*) Viz Gordan, Uber das Formensystem bin. Formen, Leipzig, 1875,

str. 8.
*#) 1. j. takovych, Ze kazdy invariantni utvar dané formy o nékolika

proménnych jest invariaatnim utvarem toho systému a naopak.
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véme v piipad®, Ze stupei v jedné fadé proménnych ku pi.
v (z) jest vét§i anebo rovny souc¢tu stupiii v ostatnich faddch
(¥), (#), (u), .. .Piipadem tim v ndsledujicim chei se zabyvati,
pii temz omezuji se, aby oznaleni nestalo se nepfehlednym,
v provedeni na Ctyfi proménné, ¢imZz v8ak nedini se prazddnd
ujma obecnosti vysledkd, jichz platnost bezprostfedné se rozsi-
fuje pro libovolny polet proménnych.
m n p q

2. Forma f (x, Y, 2, n), ve které m = n + p + ¢, dd se
vzdy rozvinouti v fadu postupujici dle mocnin determinanti
(yz), (2x), (ux); tedy tvaru

m n p q
Flag s w) =>4, ., 4o " wr,
A=0,1, 2 ...mn
-lL:O? 1, 27~'-p) i ((:0)

v=0,1,2 ..4q .

kde 4; , , jest polira formy zdvislé toliko na jedné ¥adé pro-
ménnych.

Nebot vyskytuje-li se v rozvoji pro f(;, _;}, 2, L) ¢len
B (xy)* (22)" (uy)’ (29)¢ . . ., kde ¢ >0, musi dle predpokladu
(m = n -+ p + q) forma B obsahovati (z) ve stupni a =20 +4-...
a muZeme tudiz identicky psdti (majice zietel k identitdm (5))

1 \
B . (2y) =_a_(bB 8 +—— xz) (ey) =

(BB % + ) (2x) — _1‘(%2 Z + gfg Z2>-(yx>§ (7)
dosadime-li pak za B.(zy) dle této identity do daného ilenu,
obdrzime misto ného Cleny, jez obsahuji (zy) v mocniné s moc-
nitelem o jednu mensim. Tuto a podobné operace miZeme to-
likrdt opakovati, az Clen dany nahrazen jest ¢leny majici tvar
B (yx)* (s2)*" (uz)”, kde, jak ze (7) patrno, jest B’ odvozeno
z B opétovanym polarisovinim dle proménné (z) a dle poli

m w op g

(¥), (2), (w). lize tedy kazdy rozvoj pro f (z, Y, 2, u), 0 némz
v odst. 1. zminka se stala, upraviti tak, Zze md tvar (6), pH
¢emz vlastnost souliniteld, jez pdvodnimu rozvoji pfislusi, Zze
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jsou to formy vzniklé polarisovinim z formy o jedné fadé pro-

ménnych, zistivi upravou tou zcela nedotlena; i jsou 4,°, ,

v rozvoji (6) takovéto formy. Jest tedy pro 4, , , platna rov-

nice (4) jakoZ i rovnice utvofené analogicky vzhledem k ostatnim

dvojicim fad proménnych. Tyto rovnice miiZeme jedneduseji

psdti, zavedeme-li pro pfislu$né operace derivaini tato oznaceni
9¢ 2% 22 9%

Tyl = — S — sy .
[y] 2x,0y, 2x,0y,’ (2] 02,02, 0x,02,’ ‘
uzivajice tohoto oznaeni, miZeme ony rovnice diff., jez spliuje

4;, ., » takto psdti:
[xy] A)., wr — O; [xz] A).. v — O) [‘Tu] A)., ur = O? e

Jako snadné disledky téchto rovnic a véty Eulerovy o ho-
mogennich funkcich vyplyvaji pro polirn D, DL D, F(x)*)
formy F(z), kterdzto forma jest zdvisld toliko na fadé (x) a ne
na faddch (y), (2), (u), tyto vzorce a véty platné vesmés za
podminky, Ze ¢ 4 k-1 jest nejvySe rovno stupni F'(z) v (z):

1. D,, . D,,D. D, F(x) = D' D, Dy, F(x).

9. D,. . D} D D F(x) = Di* D' DL, F ().

3. Jestlize jest D, D% D.,F(x) = D,, Di. D, G(z) iden-
ticky (t. j. pfi proménnych (2), (v), (#), (v)), jest téz identicky
F(z) = G (z). '

4. Polozime-li v D,,D;. D, F(x) misto (y), (2), (u) vesmés
(%), dostaneme F(z). Tento vyrok lze psdti takto:

D' D\ Fiz) = F(a). @)

an

i

C:ira‘ nad vyrazem zna¢i tudiz tu, jakoZ i v ndsledujicim,
ze ve formé pifslusné misto jednotlivych fad proménnych (y),
(#), . .. dosaditi se md fada (x). Vztah (8) lze nahraditi vétou
obecnéjsi, ze operace .., D,,, ... nemaji vliva na formu, na
niZ se pouzivaji, a lze je prosté vynechati.

3. Rozvoj (6) pozménime ponékud zavedenim numerickych
Ciniteld, coZ pro ndsledujici poskytuje jistou vyhodu, i budemc
jej psiti ve tvaru (pii ¢emZ nezménime oznateni koefficientd,

*) Operace Day, Daz, Do jsou zéménné (vidy).
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jelikoz to nemiize byti pritinou néjakého nedorozuméni):

m n p q z A 'Zx 132 ux')y' .
f(x, Y, 2, u):ZAl,y,v (?1') o (#' . (y’ 5 - (6)
A=0,1,2 ...n,
£e=20,1,2 ...p
v=0, 1, 2,.
Dle predchdzejiciho pak jest
Ay =D D DIT G, (@), 9

Bézi o to, nyni vypotlisti Fa,u,v(x) a dokdzati, Ze formy
tyto jsou jednoznalné urteny. Pro F,,,, bezprostiedné to plyne
z rovnice (6’), piSeme-li misto (y), (¢), () vesmés (z). Dostaneme

“m % p g\
Foy05 (®) =f(x7 Y, % “) (10)
Abychom vypodetli dal§i F2 «,», vezméme v vvahu formy

] (m m p g ‘m . . .. o
[yx] f (a:, Y, 2, u), [y7] f(x, . ), . . .; 1 tyto formy piipoustéji
‘rozvoj tvaru (6), jelikoZ u nich jest rovmnéz stupeii v (z) vétsi
anebo rovny souétu stupiid v (y), (#), (u). Dostivime tak bez-

prostredne pro [yx] f (m ):
m q o z L 22)" uz)’
[yx]f(x, Y 5’ “) —ZA[Z:!‘],"(%.!) ) (H{ : (v!) ’

A=01,...n—1,
«=0,1...p  ,
vr=0,1,...4q ;

‘A/ﬂ:] - Dn—) —1 p—/qu—y w[Ja.I (.Z‘)

wu
a podobny tvar maji i rozvoje pro ostatni tormy [yz]f (;, .. )
Aviak formy A,[f,"ff,,,, A,[l,' i{,,, ... na pravé strané téchto rozvoju
se vyskytujici 1ze snadno vyjddfiti pomoci 4, , ,; stali na pravou
stranu rozvoje (6") provésti derivatni operace [yx], [yz), - . .
a uspofddati. Obdrzime tyto vztahy:

AgJi]v—(m'i'n—l)Ai..;.] “, 1,+(n—-}.)AAA w1,
+(”"}')4 Al uy v+ 1>
A[!:;Z":(”_y’)d Al+l,u, (’ﬂ""l)d”'A

......... . . e ey

(11)

Au+l,»




248

kde 4, 4, 4”,.. znati jisté operace polarisatni, jeZ netfeba
podrobnéji popisovati.
Z rovnic (11) vyplyvd ihned dle disledkn 3. v odst. 2.
(str. 246)
PPl @=(m+n—2 Fi @ +0—2 F .,
+ (n - Z’) Fl,u,v+ 1 (x),
Flaw@=(@ —® Fi1,,@ —0—21 F,, .0 (02
Flav@ = —7 Fyu,@ — (0 — /1) F, y,,“(x),

..............

odkudz, znatime-li m +n 4+ p 4+ g =s, /1+y+11_.6',

(s — ) Fyy 1,0y @ =FI% (@) + FLo (@) + FV5 , (2),

a podobné

6 —0) Py, (@) = FZ (@) + FIY (@) + Fi ,(2), (13)
(s =) Fiup 1@ = Fid ,@) + Fill , (@ + Fiy , @)

Vztahy (13) a (10) dovoluji ndm postupné viecky formy
F; ,,»(x) stanoviti. Z (10) mdme ihned jednoznatné

P, @) = [yalflz, .. ), P o’f’l,o H=[arlz .. ) ..,

coz ddvd dosazenim do (13)

$Fyoo@=[yalf (5 . . )+ (e, .. )+ aisla .. ),

aneb

Fyon @ =5 (1y2] + el + [y £ (7, . - )

a obdobné vysledky dostzi.véme pro Foy,0(x), Fo0,1(x). Ozna-
¢ime-li k vili stru¢nosti operace
lyz] + [y2] + [yu] = Ty, [22] + [2y] + [ow) = T,
(ux] + [uy] + [uz] = T.,
mdme
I —
Fron@=214(5..), Fosew =210,
| P a9
F,, q,t(ﬁ)Z—ET“f(x, e )



249

Utzivajice nyni {14) pfi rozvojich

[yx]f(r, . -), W]f(x,' - -), Cn
zname Fj% o (x), FI7o(x), ... a pomoci (13) dostivime tyto
vztahy pro formy Fs o,0(x), Fi,1,0(2), ... jednoznaéné ty formy
stanoviei

FZ,O,O(:E) = (8 . l)(s . 2) T!? (x) M ')’
1 —
Fl,l,o(x) — (S 1)(3 2) TyTzf(x7 )

Jest jasno, ze takovymto zpﬁsobem 1ze neomezené pokra-
Covati, a vyplyvd z toho nejprve ta okolnost, Ze rozvoj (6’) jest
jednoznaény, t. j. mdme-li dva takové rozvoje pro touZ formu
jednou o koefficientech 4; , ,, po druhé o koefficientech 4" , ,,
ze jest identicky A, , , =4 .,

Lze vak na zdkladé (13) odvodm obecné tvar pro F, , ,(2).

Jest totiz
) F}.,u,v("’) —_
1
(s—e+1)(s—6)(s—c—1)...(8—26+2) ¥

rre T f(z,...)
(15)

Vysledek tento dokdZeme tplnou indukef. Necht tento vy-
sledek jest platny pro vSecka Fj .. ,«(x), pro néz A’ +p' 4" =
¢’ < o. Budiz ku pi. A > 0; pak plati téz pro A’ =4 — 1,
@ =y, v' = v. Uzijeme-li ho v tomto piipadé na rozvoj forem

lyz]f (m ) ., mdme (kladouce hned ¢’=c¢—1, s =5 —2)

) —
Fl 1, u, ,,(50-—-

1 -1 , m ‘
(s—06)(s—c—1)...(s - 20492 T, I T [yx]f( . -),
Fy (@)=
1

—0)(s—0o+1)...(s—20+2) LoaRb i wef(a .. .),

[ )
Fi)u, (@ =

1

(s—0o)(s—0o+1)...(5—20472) Tl—lzmzw[y“]f( e -)7

17




z tehoz dosazenim do (13) vyplyvd vskutku (15). Ponévadz pak
(15) jest platno pro =10, p=0,v=0 dle (10), jest vztah
(15) obecné’ dokdzdn:

- Z rovnice (15) plynou ihned koefﬁclenty v rozvoji Clebsch-
*-;Gordanové .

f(;,;/ _Z’Al(yx) A=0,1,...0, n = m;

4; = DX Fy(w),
Fy(@) =

1 (z n)
(m-{-n——-l-i—l)(m-{—n—l) .(m—4n— 2l+2)[yx]fx,y

\Formule Clebsch-Gordanova pfipomind tvarem svym rozvoj
Tayloruv *); jektd vice viak tato analogie vynikd, srovnime-li
’ étu Taylorovu pro nékolik proménnych se vzorci (6') a (15).

Jako disledek rozvoje (6) a (15) lze uvésti vétu: Souhrn

" (m o p

_invariantnfeh utvari formy f (x, Y, 2, U ) kde m =n 4+ p + ¢,
shoduje se soubrnem invariantnich tvard systému u forem o jedné
fadé proménnych

m n p q)

T’IT"T"f(x,y,z,u A=01,...n

©=0,1,...p,
'V—O,l q?
Z.—{—y—|—v__§_m.

m n p q
Pn obecné formé f (x, Y, % u ) jsou viecky formy tohoto

systému na sobé nezdvisly a od nully rizny.

4. Obecnéjsi predpoklad, nezli o ktery jsme se prave opi-
raim=n+p+4qg+..),bybylm+n=p+q-+...*%).
I v tomto pfipadé snadno lze udati rozvoje, jichZ koefficienty
(poldry forem o jedné ¥adé proménnych) jsou jednoznainé sta-
noveny. K vili strutnosti uvddim zde rozvoj pouze pro piipad
tif proménnych fad, tu dostivime (m = n, m 4+ n = p)

**) Dle Gordana lze dokonce rozvoj Clebsch-Gordaniv v jistém smyslu
pokladati jako rozsifeni Taylorovy véty; (uvddim dle Encycl. der math. W.
I dil, str. 373, pozn. 296; pfislusné misto v publikacich Gordanovych tu
neuvedeno a mné jest neznamo).

. %) a tak dale.
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m n p

L (yx *(az)™ | o
f(w’ Y, Z) =2 (z_!) %2 A)-, n + .E("I/,Z))' (zx)u (Z:lj)() B]., ", 0

A=012...n,

e=20,1,2,...p,

0v=123,...;
zdroveli pak jest v prvém souttu 4 + ¢ <, v druhém pak
souttu A +p=m A+o=mn pv+o=p

Koefficienty 4, , jsou stanoveny tymz vztahem (15) jako

Ay py v (6) (statf klisti ¢ =0, v=0a 4, , =4, , ,);
k urteni forem B, , , by bylo tieba podniknouti zvldstni vy-
Setfovdni.

Uvod do vektorové analyse.
Napsal Fed. Ant. Libicky.
(Pokrac¢ovéni.)

Kdyz jsme takto stanovili nékteré vyrazy pro tplny diffe-
rencidlni pomér vektoru v dle r, chceme zndzorniti jej geome-
tricky; k tomu hodi se vektor, ktery obdrzime, ndsobime-li diplny
‘differencidlni pomér jednotkovym vektorem s,, pfi temZ vektor ten
mize byti postfaktorem anebo praefaktorem. Jako jsme v poli

; . . v
skaldrnim poznali soucin ar
dv

tak jest dilezity v poli vektorovém soutin (—% . 8; anebo

. §,, rovnajici se dle (37) skaldru

%7
av .. '
Si - g ktery jest dle (21%) vektorem.
Srovnajice rovnici (59%), totiz
- lv_ — fll S
ors ~ ds TV
s rovnici (62°)
(v ),
‘ ars ~ \dr ")V
obdrzime g p '
\4 \4
(—i? . S1 = %. . (70)
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