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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Geometrické odvozeni vzoret pro algebraicky
souc¢et stejnorodych primitivnich funkei gonio-
metrickych raznych argumentd,

Napsal

Augustin Panek.

Budtez dany dhly AOM —2x, AON =y v prvni ¢&tvrti
(obr. 1.), jichz spole¢ny vrchol O poklidejme za stfed kruznice

Obr. 1.

poloméru OA — 1. Spustime-li ‘s bodi M a N kolmice na

OA a oznatime-li PM=a, RN=25, pak OP=¢, OR=d
23
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bude

a = sin z, —=s8iny, c¢=cosz, d=—cosy.

Vedeme-li spojnici MN a z vrcholu O rovnoramenného
trojahelnika ONM symmetralu dhlu NOM =« —y, kterd pro-

tind stranu MN v bodé C, jest

r—y

C/O\M = N/O\C’ = 3

a tedy

N\ _
AOC’:y—l—x y_2+y
- 2 2
Jedté uvaZme, Ze soulet rovnob&Znych stran v pravo-

ihlém lichob&Zniku PRNM jest roven dvojndsobné stiedni pifcce,
tak Ze

at+b=2.CD=2.
Z obrazce ziejmo, Ze
sinz+siny—=a+b=2p

—9.00sin* 7Y

2
— 2—Y n2TY
= 2. cos 5 - sin I
tedy
@ . sinx+siny:2sinx;ycosx;y.

Z téhoz obrazce ddle patrno, Ze
cosz4cosy =c+d=2.0D
—9 .00 cos =T Y
=2.0C cos )
z— z+y

= 2.co8 —2—~.cos 5

tudiz

x4y rx—y
3 oS 5

@ cos - cos ¥y = 2 cos
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Spustfme-li s bodu N kolmici NH*) na PM, lze stanoviti
sine —siny —a—b = HM
= JIN . cos Z + y

—=2MC . cos —j_—g

:2.sinx;y-cosx;—y,
proéez
3) sinx—siny:?cosx—;ycosx;y-
Konetné
cosz—cosy—=c —d —=— PR—=— HN
= — MN sin x—;y
:—QZITC.sinx;_y
:—2.sinx;y . siuw+y
a tedy
(4) cosw-—-cosy:—2sin-w;—ysin"%/.**)

Poznamka |. Vzijemnym délenim identickych rovnic (1)
a (2) povstane zndmy dilezity vzorec, ktery lze odvoditi takto.

Narysujme 1whly AOB —z, A0C=y (obr. 2.). a spo-
leény jich vrchol O poklddejme za stied krvznice o poloméru
OA = 1. Spustme dédle s bodd B a C kolmice BP, CS na 04

a vedme bodem C rovnobézku k poloméru AO, kterd protne
kruZnici v bodé M. Spojime-li pak bod D, symmetrdlni bodu

*) Pravothly lichobsinik PRNM s vyskou NH vyskytuje se velmi
¢asto v geometrickfch dvahsch.
. **) Srovnej Hoffmann, Mathematisches Worterbuch, svaz. IL str. 110.,
kde podobnym zptisobem jsou odvozeny tyto vzorce. —
Pleskot, Geometrické odvozeni vzorci pro soudet goniometrickych funkcf
Viz tento Casopis z r. 1894.
23*
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B — vzhledem k symmetrile OA — s bodem M a vedeme-li
spojnici MB, bude obvodovy tihel CMD :?y , je#to pislusny

stiedovy thel COD = z —y, a podobné 3= CMB=2"Y po-

D)
névadz 3L COB =z —y.
B
I C
1
F oA
D

Obr. 2.

Jak z obrazce lze pifmo vycisti, je
sin « 4 sin y = PB4 SC = DP+ PE
— DE—=ME tg x—g—l/ ;
podobné stanovime

sin z — sin y — PB — SC = PB— PE
:E—B:ﬂTE_tgw—;——?—l,

naceZ oboustrannym délenim prvé rovnici{ druhou a soudasnym
- krdcenfm ME na pravé strané obdriime Z4dany vzorec
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to ZTY
sinw +siny _ )
sing —siny~— , z—y

tg——2

Poznamka 2. Velmi dileZity vzorec pro
cos « -+ sin z
obytejné se pievddi na (1) nebo (2).
Rychleji dospéjeme k cili, vyjdeme-li od addiéni poutky
(a) sin (45° 4 «) = sin 45° cos x -} cos 45° sin z,

z niz, jeito

sin 45° = cos 45° = % )
\2
vychdz{
sin (450 - z) = S8 @+ sin@
V2
a tedy
(@) cos - sin 2 = {2 sin (45° + 2).

Jak patrno, lze vysledek tento pffmo napsati, mdme-li na
mysli vzorec (a’). '

Mohli jsme téz vyjiti od addi¢nf poutky

®) cos (45° — x) = cos 45° cos z |- sin 45%sin =
__cosx—+sinz
= “V§ ,
tudiz
) cos z -+ sin z = Y2 cos (45° — z),
kteryzto resultit se prevede na tvar (a), piSeme-li v ném
" cos (45° — 2) = sin [90° — (45° — )] = sin (45° + z).

Obvykly zpiisob stanoveni vzorce prd

cos £ — sin x
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vyzaduje transformaci tohoto tvaru na (3) nebo (4). Rychleji
l1ze téhoz vysledku dosfei pouZitim addiéni poulky
sin (456° — ) — sin 45° cos x — cos 45° sin 2
. cosz—sinz
= T
anebo
o8 (45° -+ x) = cos 45° cos z — sin 45° sin

__cosx —sinx

Y2

nacez
(¢) cosz— sin x = |2 sin (45° — x) = |2 cos (45° - z).

Klademe-li — x misto # ve vzorcich (a), (b), obdrZime
téz vzorec (c).

Stanoveni Heronova vzorce pro plosky obsah
trojuhelnika.

Augustin Panek.

Kruznice poloméru », uvnitf vepsand danému trojahelniku
ABC o strandch a, b, ¢, necht dotykd se t&chto stran posloupné
v bodech D, E, F (viz obr.); pak jest

AF="AE
BD = BF
CE=2CD.

Zdvojeny soutet téchto t¥{ rovnic poddvd obvod trojihelnika,
jenZ se znati

a-+ b+ c=2s
tudiz
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