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Methodicky prispévek k theorii funkce Gamma.

Napsal

Vilém Jung,
professor c. k. stitni primyslové $koly v Praze. .

(Pokrac¢ovéni.)
Jeito funkce
+
, . (__ l)m o™
(49) Pw (z)—m'mzzom

md tytéz poly 1. #ddu s tymiz residui a s jedinym meznym bodem
2= oo jako funkce I'(2), lisi se tyto funkce additivn& o ce-
listvou funkei transcendentni Q. (2), tak %e miZeme psiti*)

(50) I'(2) = P, () + Qo (2).

*) Obé tyto jednoznatné funkce P, (2), Q,(2) uvddfi vlastné jiz Le-
gendre pro redlné z ve svém spise: Traité des fonctions elliptiques et des
intégrales Eulériennes, T. IL., pag. 502. Paris 1826.

" Definuje tu fankci

; 1 1 e 1
72— —y Z2—
Ir'e)= f (log—w—) de = f ey dy
0 0
jakoZ i :

z 1 4+
I'(z,2) = /(log —;)z—l de :/e-yyz_ldy
0 log—;-

a poddvd rovnici

puee
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Patrno, Ze tu platf
P, (¢+1)—=2P, (z})»

:m,g(k ety ) (—1)'“—15&,]

—1)! G+ &) k1 (e 1 %)
—_— (—— ¥ 1ab (2 -+ k)
= [1 G TH
I k F3
R e
k=1
r r = (10g%)‘+”'
(z,2) = (z)‘—'fo( 1) ml(z——f-m)’

kterd ukazuje na rozklad jednoznaéné funkce I'(z) v soudet jednoznaénych
funkei P (z) a Q, (2). )

Euler-tiv integrdl 2-ho zpisobu, jimZ Legendre definuje funkei I'(z),
md smysl pouze pro komplexni hodnoty parametru z s kladnou &dsti re-
dlnou, pro néZ md hodnoty koneéné. Funkce I'(z), P (2), Q,, (2) viak existuji
v celé roviné komplexnfho argumentu z. Funkce I'(z), P_ (z) maji vbodech
=0, —1, — 2, —3, ... pily 1. ¥ddu, funkce Q, (2) jest v celém konednu
requldrnou, viechny tfi funkce maji v bodé z—=o podstatnou singularitu.

Legendre mél na mysli predeviim redlny obor kladng argumentu 2y
potom rozsiril pojem funkéni také na redlny obor zdporny.

Pri vySetfovdn{ vlastnosti Buler-ova integrdlu 2-ho zplsobu uzil jiZ
také De Gasparis rozkladu tohoto integrdlu v soudet dvou omezenych inte-
grali (Neapolskd akademie 1867); nepoznal viak pravou podstatu tohoto
rozkladu ze stanoviska obecné theorie funkéni.

To teprve vystihl Prym pro pifpad o =1 v pojednini Zur Theorie
der Gammafunktion. (Journal fir die reine und angewandte Mathematik,
gegr. von A. L. Crelle. Bd. 82., pag. 165—172; 1877.).

Vychdzi tu z Euler-Gauss-ova soutinu jakoZto definice funkce I'(z)
a dokazuje, Ze existuje jistd jednoznaind funkce P(z), majfci v mistech
2=0, —1, —2, ... pély 1. fddu, v ostatnim koneénu pak regulirnd, Jakoi
i jista: Jednomacna 1unkce Q(2) v celém koneénu reguldrns.

Prvni z nich jest uplné stanovena podminkami

. P(z+m) 1
] —_—— =0, P 1) =2zP() ——,
m:il—flioo(m — 1w G+ 1)=:Pe) e

21*
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Mizeme tedy psdti

3

(61) P, (s + 1) = 2P, (4 —-%,.
Z relacf (50),A(51) a relace I'(# + 1) = 2I'(z) plyne

(52) Qe+ 1)=2Q )+ 2.

drubd pak podminkami

m=+o (m —1)! m*

1, Qe+1=R6+

Znadi-li p, g libovolné konstanty, jest pP (z) + ¢Q(z) =8 (z) jedno-
znaénou funkei hovicf podminkdm

m=+o0 (m — 1)1 m?

ky  SGE+HD=86+1

tato funkce jest jimi také dostateéné urcena.

Pro p=q=1 jest P(z) + Q(z) =I'(2), pri ¢emz jest funkce I'(z)
dostate¢né uréena podminkami

m=+o (m-— 1)1 m*

I'(z+ 1) =2I'(2).
Pro funkeci P(z) sestrojil p¥imo analyticky vyraz

(="

+ o
P(z):Em—!m.

m=0

Didle konstatoval, ze jest Q(2)— I'(z) — P (z) funkci v celém koneénu

reguldrnou, a predpoklddaje, Ze jest dokdzdna identita Euler-Gauss-ova sou-
éinu 8 Buler-ov§m integrilem 2-ho zpiisobu, uZil rozkladu

+m 1 +
I'(z)= f e %"y = / e % dx / e " .
v : 0 i )

Srovndnim dosaZenych vysledkd s timto rozkladem dospél nep¥imo
k rovnicim
1 o
P(z) :/e_“x’—ldx, Q(2) =/e—‘z’_ldm,
o b 1
z &ehoz
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Z (b1) vychdzi pro celistvé a kladné %

w1

Poe+b)=@E+%k—1)P,(e+k—1) —

ev R

dosadime-li do této rovnice postupné k=1, 2, 3, ..., m, ob-

~+ +oo
Q)= ¢2®, = L [ (log z)"j:—c .
k=0 k! z

Neprovedl tedy Prym rozklad funkce I'(z) piémo a pouze na zdkladé
rozkladu Euler-ova integrdlu 2-ho zpisobu.

Ch. Hermite odiivodiuje v pojedndni Sur Uintégrale FEulérienne de
seconde espéce (Journal fir die reine und angewandte Mathematik. Bd. 90,
pag. 332—338; 1881) zminény rozklad funkce I'(z) piimo z definice Le-
gendre-ovy.

Didle pak vySetiuje pro jakékoliv kladné  obecné funkce
@ +®
PGz)= / e e, Qz)= f P

a poddvd pro holomorfni funkci Q (z), konvergentni rozvoj platny pro
o>>1 a lisici se od rozvoje ve tvaru Taylor-ovy rady, kde jsou koefficienty
vyjddreny omezenymi integrély.

Z hlediska zcela nového a obecnéjsiho odvozuje tento theorém di-
myslnym zptisobem L. Scheeffer v pojedndni Zur Theorie der Funktionen
I'(z), P(z), Q(z). (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik.
Bd 97., pag 230—242; 1884).

Odvoldvd se na pojedndni Prym-ovo a podotykd, Ze rovnice, jimiz
Prym definoval zminéné funkce, nelze tak snadno z integrdld tyto funkce
definujicich odvoditi a na zdkladé téchto rovnic identitu téchto integrdld
s jistymi analytickjmi vyrazy jako na pi. s Euler- Gauss-ovym sou¢inem
dokdzati.

Nahrazuje tyto rovnice jistymi podminkami, které lze primo z formy
onéch integrdld poznati, a jez vedou také na prislu8né analytické vyrazy.

Funkce I'(z), P(z), Q(z), definované zminénymi omezenymi integraly,
hovi zminénym podminkdim pro uréité hodnoty konmstant, vyskytujicich se
v téchto podminkdch. Dale odvddi na zdkladé téchto podminek analytické
vyrazy pro tyto funkce.

" M. Lerch odvozuje v pojedndni: O hlavnich viastnostech integrdli
Eulerovjeh (Véstnik Kral. deské spol. nauk, 1889) novym svym zpisobem
hlavni vlastnosti a riizné relace tykajici se funkce I'(z), uZivaje vjhradné
theorémit & method nauky o funkcich.
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drZfme m rovnic; vyloudime-li z nich P, (¢ 4 k) pro k=1, 2,
3, ...., (m —1), obdrZime rovnici

(61") P, (2+m)
¢ili
i\ o P, (¢ +m)

(53) Po(d)="; Ez(z—l-l) RPES? R PESy R -y

Mezi jinym poddvd také novy konvergentm’ rozvoj pro funkci Q(2),
majici s rozvojem Hermite-ovym jistou podobmnost, platny vSak pro wSecka
kladnd o. )

S timto theorémem, jenz se zove Prym-ovym, zabyvali se dile J.
Tannery, A. GQenocchi, Hj. Mellin, A. Lindhagen, L. Bourguet a jini.

Srovnej tento theorém s obecnym theorémem funkénim,jenZ pochdzi
od Mittag-Leffler-a a zni: Jednoznaénd analytickd funkce argumentu z, majici
v celé roviné nekoneéné mnoho isolovanych singulirnych bodd a,, jez maji
jediny mezny bod b, v ostatoi roviné pak reguldrnd, dd se vyjddfiti souétem
nekoneéné rady, konvergujici absolutné & stejnomé&né v celé roviné, vy-
jimajfc singuldrnd mfsta a,, a jich mezny bod b. KaZdy z dlenti této fady
jest funkef argumentu z, majici mimo v hromadném bodé b pouze jesté
v jednom z mist @, singularitu. (Viz na pf. Dr. O. Biermann, Theorie der
analyt. Funkt. pag. 344 a ndsl) Jeli b= w, jest jedna z téchto funkci
celistvou funkef transcendentni, a pro tento pfipad méZeme psdti:

am,

te 1 z .
Flo=2 [6n (=) = /() ]+ G

Pri tom znaéi Gm (z la ) celistvou funkei bud raciondini nebo trans-
N - 4m)|

cendentné, mizfc{ 8 argumentem ; lm;, dle toho, je-li am polem anebo

podstatng singuldrngm bodem funkce F (z).
" Déle jsou

P
o E) = > a2 |
fo ‘am) —kz Ak (am)
=0
polynomy argumentu a_z’ jichZ stupen p,, dé se pro kazdé jednotlivé m
- m

stanoviti.
Funkce G (z) jest celistvou funkei transcendentni argumentu z.



303

Dejme nynf vzristi éislu m do - oo.
V nésledujicim pak dokaZeme, Ze

Py, (2 +m) _
o4 A TETFD) =D

Se zfetelem k rovnici (49’) obdrzime

. P, (2 4+ m)
1
m:llfmz(z 1—1)...(z—f—m—l)
m—1
— o i =1t
=@ ,,l,‘:“i% z—}—k ml_‘wak'(z+m+k)

Funkce @* méd pro koneéné z hodnotu koneénou.

Pro &£>|z| plati -

P =@
2+ k| =k —|2]
Jezto jsou |z|, o &isla koneénd, moZzno vohtl dostateiné

velké u tak, aby
- @

u—Is|
Pro kaZdé &> p jest vSak

<l

Funkei G (z) miizeme rozloziti v fadu stejnomérné konvergentni tak, Ze

+oo
G (2) = 2 gm (2) + 9o (2),

m=1

pii Cemz jsou gm(z), g,(z) opét celistvé funkee transcendentni argumentu z.
Potom miZeme psdti

oo
Fie=2=2 P (2) + 9o (2),

m=1

)= (2) ] oo

kazdd z téchto funkei @m(z) md v hromadném bodé z= « podstatnou
singularitu a mimo to pouze jeSté v jednom z mist am bud p6l aneb pod-
statnou singularitu.

pri éemz

Dp(z) = [Gm (
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@ @

— 1
P R TR
proto
m—1
lim =0.
m=-0 k=0 2—1*‘10

Pro m >|z| plati
(— 1ot l<§ "
lev(z+m+lc|” | k) (m+k—|2])’

1
m—+4k—|z|

avSak

.1 T —
Qm—izl pro k=1, 2, 3, ...,
tedy

(— 1Fat
I;k'(z+m+k)\ m—]:zlg m—lzl

Jeito jsou e, |z| konecné positivné hodnoty, miZeme
volbou dosti velkého m vyraz na pravo v poslednf nerovnosti
libovolné zmenSiti, a proto konverguje vyraz na levo v této ne-
rovnosti k nulle pro limm — - oo. Jest tedy platnost rovnice
(b4) dokdzdna.

- Nésledkem toho plyne z rovnice (53) pro funkei P, (2)
druhy jednoduchy konvergentnf rozvoj

+uo

wm
(65)  Pu(9)= Zz(z-*.l)...(z—i—m)

w2
=il ey teTneTa T )
jenz jest zndm pod jménem vzorce Holevar-ova. Funkce g md
pro koneéné z hodnoty koneéné. Nekoneénd fada v zdvorkdch
konverguje absolutné a stejnomérné v kterémkoliv konecném
oboru argumentu 2z, vyjimajfc mfsta ¢ =0, —1, —2, -3, ....
Oznaéme
mm

2(e+1)...(2+m)’

Up =
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a budiZ p nejmendf celistvé &islo kladné, hovici podmince
p>lz|+1 ¢l p—|zj>1.
Potom miZeme psdti
+oo =1 +o

prvnf soucet na pravo jest koneény, proto nutno vySetfiti kon-
vergenci druhého souttu.
PoloZime-li
1

2l (z—=D...(z[—{p—2D.(p — 1} —|2))

miZeme psati

— e,

('02

+ _ o
ERELE [p—wl +<p—ez|)<p—|z1+1>+'“]

<e[armrne]

+
Z [tUnm | << . (e” — 1).
m=p

Jeito jsou o, p, | 2| kladnd &fsla konefnd, md vyraz na
pravo v posledni nerovnosti hodnotu koneénou, proto konver-
o :
guje fada Zu,,. absolutné ve zminéném oboru.
m=0

Budiz dédle 2 éislo celistvé kladné, potom miZeme psati

“+o oh+1 n oht?
»§+h]uml<“'[(h+1)! - (h+2)1+"'],

N w" ® @2
'm-—-‘§+hluml<o‘"‘—i [77_—;—1_'—(7»——}—_1)(7__4_2)“"-"]'

Jezto jsou @, p kladnd &fsla koneénd, miizeme pro jaké-
koliv kone¢né |z| volbou dusti velkého % utiniti vyraz na pravo
v poslednf nerovnosti libovolné malym, tak Ze zbytek na$f fady
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konverguje k nulle pro jakékoliv konetné z. Konverguje tedy
fada tato stejnomérné v celém koneénu, vyjimajic mista

2=0, —1, —2,.

Pod Ctarou*) jsou uvedeny nékteré vzorce pro hodnoty
funkei P,(2), Qu(2), je-li argument &islo celistvé.

*) Z rovnice (49') obdrzime pro z=—1
0)"‘+1 1

—+ o
Pw(l): = (—1) —(;1'———_*_1)!—:1—-—-—6:,

m=0

z ¢ehoz plyne
1
. Qw(l) = B
[

Z rovnice (61’) pro z=—1 vychdzi
m—1 k
[0}

Pm(l-}-m):m!{P ) — e_kzo (H"il)! }

m %
=m! { 1— ——];T = %}
€ k=0 :
Méme tedy pro celistvé a kladné » relaci
r—1 %k
1 ]
Pw‘(v):: (v—1)! { 1 —Fiﬂ} 3
jeito I‘(v) = (v—1)!, obdrzime dile

(r—1)1"
QO =" ikl

€

Na zdkladé piedchaizej{cich uvah mizeme psati pro {z| <1

Q, (z)———c+ 2 B¢ —(1+ = a"g"’) )
m=1
. - )
(?+£1 =1 m!(z+m)) ’
z &ehoZ pro z—0 obdriime
T o™ o w? w?

Qo,<o>——0—2(— D =t T v T e e

Déle snadno odvodime pro celistvé a kladné »

y—1
Q, (—v>—‘ 1y {Q 0= =3 = 1 "’,',}-

k=0 o
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Na zdkladé rovnice‘ (62) snadno odvodime pro celistvé
a kladné m

m—1 70.4

Qtm o o o @ .
2@+ 1) ... (¢+m—1) Q“’(z)_'_e"’ kgoz(z-{— 1)...(e4+k)" -
pro limm = - oo pak obdrZime se zfetelem k rovnicim (50) a (55)

mlzi'.[—lf-loo 2(z+ 8(:) (z ?z—ﬁ)m —1) = Q) +Po (@ =I'()

cili :
L lim Qo (2 m) =1.
I'(&)m—tws(@+1)...(2 +m—1)
Nahradime-li I’ (¢) Gaussovym limitnfm vyrazem (18),
obdrzime _
i Q@ +m)
(56) ml_—u-*l-loo (m—l)!w?_l’

Na zaklade (18’), (50) a (56) pak vychézf

. P,(e+m)
6D Ry s y Y

=0.

Prym ukéazal v pojedndni Zur Theorie der Gammafunktion,
ze jest funkce I’ (#) podminkami (1) a (13’), funkce P, (s) pod-
mfnkami (51) a (57), funkce Q. (#) podminkami (52) a (56) do-
statetné urdena; pfi tom mél na zieteli ptipad pro o = 1.

Oznatme pro pifpad @ =1 Prym-ovy funkce jednoduse
P(2), Q).

Potom jest

S (=
4 P = Y2

m=0

tak Ze obdrZime*)

*) Srovnej s funkénim theorémem : Jednoznacnd analytickd funkce F (z)
majici v celé roviné nekoneéné mnoho péli g, jichZ jedinjm meznym bodem
jest z— o, v ostatnfm koneénu pak reguldrnd, dé se vyjddfiti jako soucet
jisté funkce holomorfnt a jisté rady nekoneéné, konvergujici adsolutnd a stejno-
m&rné v celém konelnu, vyjimajic pély a,; kaZdy ¢len této fady jest raci-
ongdlnf funkei argumentu z, jejimZz jedingm pélem jest jeden z péld a,,
funkce F(z).
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(50") I'(z) =P (2) + Q(2),

pii Eemz jest Q(2) celistvou funkef transcendentni.

Ke vzorci (50’) dosp&jeme pifmo také takto.

Budiz —_Fl(z) celistvou funkef transcendentni p-ho rodu,
majicf v celé roviné nekoneéné mnoho nullovych bodd am 1-ko
-¥4du, jichz meznym bodem jest z = oo, pti ¢emZ Zddnd z hodnot
a, nerovnd se nulle. Potom se dd funkce F (2), majic{ v bodech
an poly 1. i4du s residui ¢™) a v bodé # = oo podstatnou sin-
gularitu, psdti ve formé*)

—+ c(m) »
Fi)= Y ————+G0),

m=1 a;’,, (Z - am)

kde jest G(2) celistvou funkef transcendentni.

. . . 1 . .
Dle predchézejictho jest TGF) celistvou funkei tran
scendentni 7-ko rodu, majicf v mistech s = —1, —2, —3,...
nullové body 1-ko ¥4du; funkce I'(2 4 1) mé v téchto mistech
, v , _ - . _(:_1 )m—l
poly 1. tddu, v pélu 2= a, = — m md residuum =D
MiZzeme tedy psdti
(_ l)m—l
4o T —7 4
(m — 1)!
r@+1)= G(z+1
G+1) ,,‘Sl(—m)-(z+m)+ e+1)

+4-o (— ]_)mz
:mgx(m—l)!m(z+m) + G+ 1).

*) Viz na pr.: Dr. O. Biermann, Theorie der analyt. Funktionen, pag. 351.
Pri tom jest p nejmensi kladné é&islo — pro veskeré indexy m
stejné — pro néz konverguje rada

+ o 1 p+1
> __I .
m=1 %m 1 ) '
potom také konverguje fada
T o 2

m=1 07,;0 (z— a,)

v kterémkoliv koneéném oboru stejnomérné, vyjimajic singuldrnd mista a,,
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Jeito vSak

(m—l)'m(z+m) =(—D l:ml (m——l)!(z-{-m)]’
obdrzime

+w m
re+0=Y arirn )+Z‘ " 461

Eili
+© _1\ym
r<z+1):;=om!(§+1}+m) Qe+

PiSeme-1i v posledni rovnici # misto (z 4+ 1), obdrzime
rovnici (50").

Pro daldf rozvoj theorie funkce I'(2) ukdzala se byti velice
ploduou Legendre-ova definice této funkce Euler-ovym integralem
2-ho zpisobu. V té ptiiné odkazuji &tendfe pFedev8im na
citované jiz prdce prof. M. Lerch-a: O hlavnich vlastnostech
integrdals Eulerovych (Véstnfk Krdl. ceské spol. nauk 1889),
jakoZ i Theorie funkce gamma (Véstnik Ceské akademie, R.II.,
1893). (Dokonéent.)

Rapports présentés au Congrés International
de Physique,
réuni & Paris en 1900 sous les auspices de la Société Francaise

de Physique, rassemblés et publiés par Ch. Ed. Guillaume et
L. Poincaré. :

Referuje

Dr. Viadimir Novak,

professor Ceské techniky v Brné.

(Pokracovéni.)

13. Konstanta gravitacni. C. V. Boys. O méfenf konstanty
gravitaénf nalezne ctendf podrobny referdt v tomto Casopise.*)

*) V. Novdk, Méfeni konstanty gravitaénf a stiedni specifické hmoty
zemé pg. 10. XXIX. 1890.
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