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O krivkach a plochach, jez vytvareji spojnice
sdruzenych bodu dvou kolinearnich, zvlasté
pak shodnych kiivych rad.

Dr. Josef Klima.

(Doslo 28. ledna 1934.)

1. Mé&jme v roviné n soumistnou kolineaci poli =, 7,, jejimZ
samodruZnym trojthelnfkem bud abc! Obecné druZina z,, @, od-
povidajfcich si bodi mé&jz spojnici X = )%, ktera protine]z strany
samodruzného tromhelnikavbodech a',b',c, atoa (X, bc) atd.!
Pro viechny druZiny z,, z, plati, Ze pétlce a'b'c’ Z;%, jsou vzajemné
projektivnil) a jmenuji se ,,vthem‘ (Wurf) pétiGhelnika abcz,z,
a lze tedy mluviti ¢ ,,vrhu kolineace*. BudiZ ¥,, y, daldi druZina
odpovidajicich si bodi! Podle obr. 1 vytvaieji sdruzené svazky

- paprskové o stfedech x;, 2; a ¥, ¥, kuZeloseSky X2, piip. Y2, jez
jdou vrcholy a, b, ¢ samodruzného trojihelnika a pruseéikem x
sdruZenych paprsku Z,Y;, %Y. Jeito pétice abex,x,, abcy,y, pro-
mitajl se z z tymi% péti paprsky, tvoif na X2 a Y2 projektivni
vzéjemné fady a proto, oznaéime-h prusediky spo;mce Y = thy

. se stranami bc, ca, ab body a”, b”, ¢”, plati a’b’c’ 2y /\a "b"c" Y1 Ya N -
TéZ vyplyvé stejnost dVOJpomeru paprskii, jimiz z nékterého

- vrcholu samodruZného trojahelniku promitajf se dal¥f dva vrcholy
a libovolné druZina odpovidajicich si bodd, na pf. a (bexy,) =

- = a (beyyyy) =

Spojnice xla:,, ¥1Ys odpovidajicich si bodu na sdruZenych
‘spojnicich 2,9, 3y, obaluj{ kuZelosetku, dotykajici se ,¥;, Z3Ys
a stran samodruzného trojahelnika abc. Sestrojfme-li tudiZ na z,%,,

'~ $hYs, . - . body s, ¥s, . . . odpovidajief si v fadéch danych odpovi-
da]iciml si vrhy kolmeace budou body Z3, Y3, - . - Vypliovati
pole m; kolinedrné jak s =, tak s m,, pii demZ trojahelnfk samo-
druiny abc je spoledny. Dostdvdme tak jednoparametrovou sub-
grupu dvouparametrové grupy kolineaci soumfstnych o spoleénem

samodruzném trojthelniku abe. - '
. Duélng, jsou-li X,, X, odpovida]fci si pfimky a oznaéime-li

A', B, C' spo;)mce prisetiku z = (X,, X,) 8 vrcholy a, b, ¢, jsou
Ny 1) Sturm: Die Lehre von den geometrischen Vetwandtschaften,
sl II dﬂ odst. 290.
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pét1ce (4'B'C’'X,X,) pro viechny druZiny odpovida.]icich si pfimek
projektivni, a to projektivni s vrhem (a’d’c’z,z,), jak patrno
z obr. 1, kde zy, = X;, 2y, = X; a (X, X;) = . Je patrnd
(A'B’X,Xz) = (abx,x,) = (b'a’z,2;) = (a'b'x,7;) & podobné dal&f t¥i
rovnosti, z nichZ plyne hofejif tvrzeni. Poéitdme-li spojnici X =
= 2,2, k m,, bude ji v m, odpovidati pfimka, jdouc{ bodem z,,
-a proto plati té% x, (abcx,) = (a'b'c'z;) = k, = konst. Stejné plati
téZ konstantnost dvojpoméru z, (abcz,) = (a'b’c’ xz) = ka pro libo-
volny bod z,.

MgjmeZ nyni v poli z, kiivku K1 stupnd n, jez mé d dvojnych
bodit a v bodl vratu a kterd mé vrcholy a, b, ¢ samodruzného

0br 1.

-trojuhelnika za «-, §-, y-ndsobné body! K¥ivka, odpovidajici K,
v poli 7,, je téhoZ stupné a ma body a, b, ¢ za tolikéZ ndsobné jako K.
Spojnice sdruZenych bodd na K;, K, obalujf kiivku K, jejiz cha-
rakteristickd’ &¢isla uréeme. Nejprve uréeme ti{du knvky K. Ma-li
te¢na kiivky K prochdzeti bodem p, musf na K, K, byti sdruZené
body z;, x,, jichZ spojnice z,x, jde bodem p. Jeito z #, promitajf
se a, b, ¢, z, paprsky o dvojpoméru k&, musi z; byti na kuZelo-
sedce X1 , jdouci body a, b, ¢, p, z jejich% bodid se tato &tvefina
promitéd, dvojpomérem k,. Kuzelosétka X,? protind K, ve 2n —
— (&« 4+ B + y) bodech, jimiZ jdou teény ktivky K z bodu p, ¢im%
- jsme uréili t¥idu této kiivky. Strany be, ca, ab jsou n — (f 4 p)-,
. m—(y + «)-, n— (x + B)-ndsobnymi 'tednami kiivky K. Spoj-

nice d dvojnych bodi kfivky K, s odpovida]iciml body ktivky K, =

jsou dvojnymi teénami k¥ivky K a v spojnic sdruZenych bodi vratu
- kiivek K, K, ]sou teénaml obratu ki'kay K. Je tudii stupeﬁ 8
Kk¥ivky K . _
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s=(@n—a—p—y)(M—a—p—y—1)—

n—pf—vy n—y—ao n—o—_ .
e (T T () s
=nm+1)—[ax+1)+BE+1)+y+1)+2d+ 3]
Aby bod p néleZel kfivee K, musi kuZelosedka X2, z jejichz
bodt se body a, b, ¢, p promftap étvefinou paprskovou o dvoj-
poméru k,, dotYkatl se kiivky K,. Abychom tudiZ dostavali body
kiivky K, sestrojujeme v siti kuZelosedek, jdoucich body a, b, c,
ony, jez se dotykaji kiivky K, a na kazdé z nich uréime body P,
aby (abcp) = k,. KuZelose¢ky sité (abc), jez by se “dotykaly dvoj-
nasob kiivky K,, uréovaly by dvojné body a ty, jeZ by oskulovaly K,
body vratu.
K stupni kiivky K lze dospéti nyni té% jinak. Probiha-li bod p
" libovolnou pif{mku P, budou piislusné kuZelosetky X;? tvofiti
svazek, jezto mimo body a, b, ¢ prochizeji jesté bodem u pfimky P,
pro né&jz u (abcP) = k;. KuzZelosetky svazku (abcu) vytinaji na K,
bodovou involuci stupné 2n — (x + B 4+ p). JestliZe je kiivka K,
raciondlni, lze Chaslesovym korespondenénim principem wurditi
poéet onéch skupin involuce, v nichZ splyvaji dva body a jez
urduji priaseéiky piimky P s K. Involuce ta obsahuje totiz 4n —
— 2 (¢ + B + y) — 2 takovych skupin, od ¢ehoZz nntno ubrati ty
skupiny, jez obsahujf body vratu kiivky K, a jichZ je v. Vzhledem
k raciondlnosti kiivky K plati (n —1) (n —2)—2d 4 2v -
+a(x+ 1)+ @B+ 1)+ v (y + 1). Dostdvame tudiZ pro s totéz
¢islo jako nahote. '
Neni-li kiivka K, racionalni, lze u#fti tu FeSeni, uvedeného
v Sturmové ,Die Lebhre von den geometrischen Verwandt-
schaften IV, dil, str. 228, pro systém kuZelosetek (u,»). Na libo-
volné pifmce L uréime tuto korespondenci mezi ]ejiml body z, z'.
Libovolnému bodu z odpovidejtez dva prisediky =’ prlm_ky L
‘8 kuZelosetkou pélovou vzhledem k svazku (abcuw) ptimé poliry
bodu z ke K,! Poliry bodu 2’ p¥imky L k svazku (abcu) jdou
sdruZenym bodem 2',. Probihé. li bod z primku L, obalu]i jeho primé
poliry ke K, kfivku Z tiidy (n—1). Z bodu 2’y lze k Z vésti
(n — 1) teden, jez jsou pfimymi poldrami tolikéZz bodt na L vzhle-
" dem ke K;. Mezi body 2, 2’ na L je pfibuznost [n — 1, 2]-znadni. - .
Mistem koincidenci z = 2’ je tudiZ kiivka @ stupné n 4 1. KuZelo-
sebka svazku (abcu), jdouci nékterym z priseéiku kiivek Q a K,
dotyké se K, v tomto bod8, jeito zde poliry jak ke K, tak ke .
~ kuZeloseéce splyvajf v jejich spolené teéné. Pro pifmku L, jdouef .
r-nésobnym bodem z k¥ivky K;, odd&luje se od kiivky Z (r — 1)-krat
svazek paprskovy o spoleéném stiedu v tomto bodé&, jeZto tolikrat
‘bodem tim jde prvé poldra libovolného bodu. Mé tudiz kiivka
koincidenc{ Q r-na.sobny bod kiivky K, za (r — 1)-nésobny, jeZto

’



239

korespondence (z, 2') na pfimce L, jim jdouci, je [n — 7, 2]-znadna.
Jestlize kiivka K, jde nékterym zékladnim bodem svazku, na pf. a,
a md tam x-nasobny bod, je bod a pro @ téZ x-nédsobnym bodem
a kiivky K, @ maji tam spolecné teény. Existuje totiz ve svazku
(abcu) « kuZelosedek, jez se v bodé a kiivky K, dotykaji, a tu jejich
piimé polary splyva]i Prva polara bodu a ke K, je stupné (n — 1),
jez méa v @ bod x-nisobny, v némz teény splyvaji s teénami ke K,
a jsou tudiZ teény ty téz teénami kiivky €. V bodé vratu kiivky K,
mé @ jednoduchy bod, ale te¢ny tam k ob&ma splyvaji a proto jsou
tam tii z prisediku (QK,). I je zbyvajicich priusediki @ s K, s =
=a(m+1)—[x@+ 1) +BE+1)+y@+1) + 2+ 3],
stejné to éfslo jako nahote.

Méme-li specidln® dvé souhlasné shodné soustavy m,
7, v roviné z, jsou samodruzné body b, ¢ v kruhovych bodech
roviny =z a tfetf samodruZiny bod a je stiedem otddeni, kolem
néhoz otolenim jedna soustava splyne s druhou. Spojujeme-li
odpovidajici si body na shodnych kiivkich K,, K, stupiii =,
jez jdou o-krdt bodem a a B-krit kruhovymi body, obaluji
spojnice ty kiivku stupné s == (n + 1) —[a (« + 1) + 28 (8 +
+ 1) 4+ 2d + 3v]. Kiivka K je zde téZ prvni negativni upat-
nici?) kiivky, podobné s K,, jeZ je mistem pilicich bodu
vzdalenosti odpovidajicich si bodd na K;, K, Na pf. souhlasné
shodné fady na shodnych kruZnicich, jez nejdou bodem a, obaluji
svymi spo;nlceml kfivku stupné s = 2.3 — 2. 2 = 2, t. j. kuZelo-
setku, jez ma, v a ohnisko. Jdou-li kruznice K,, K, bodem a, pak
§=2.3—-2—2,2=0,t.]j.jetobod vdruhém ]ejxch pruseéiku.

2. UvaZujme o dvou kolinedrnich prostorech 2;, X!
Spojnice X odpovidajicich si bodt z;, , tvoif tetraedralni komplex,
jehoZ zékladnim &tyfsténem je samodruZny &tyfstén abed obou
prostori. Spojnice X je téZ pruseénici odpovidajicich si rovin &, &,,
z nichZ prva obsahuje piimku Y, jejfz odpovidajiei Y, = X.
Roviny &« = (bed), . . . stén Styisténu samodruZného protinaji spoj-
nici X = ;23 v bodech a’, ¥, ¢/, d’ a plati projektivnost Fad
(a'b'c'd'z,x;) pro viechny spojnice z;2,. Obdobné svazky rovin
o osdch X = (&, &), jejichz roviny jdou vrcholy &étyfsténu samo-
druzného a roviny &, &,, jsou projektivni, a to plat{ X (abcdé,&;) =
= X (a'b’'c’'d’'z,7;) a tuto projektivnost Sesti prvki jmenujeme
,»wvrhem kolineace*. Kolinearn{ trsy kolem stfedu z,, z, vytvaieji
- kfivku ttetfho stupné X3, jdouci body a, b, ¢, d, z;, x,. Body
tyto promfitaji se z bisekant kiivky X* prométnymi svazky.
Promitdme-li na p¥. ¢, d, x;, x; z bisekanty ab, bude (cdz,z,) =
= (d'¢’%)2,) = (c'd’2,1,) a.podobné daléi vztahy, takze] je (abcdxla:a) A
A (@b'c'd'zzy A X (“bc‘lflfz)

) Viz na pf. G. Loria: Spezielle algebr. u. transz. ebene Kurven,
II. dil, str. 321.

CGasopis pro péstovan{ matematiky a fysiky. Roénik 63. 17
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Komplexova kuZelosedka v libovolné roving g je obalena spoj-
nicemi odpovidajicich si ¥ad na (&, &), (91, 72), kde & = 7, = p.
KuzZelosetka ta dotyka se stén samodruzného &tyfsténu. Otasi-li
se rovina g kolem své prisednice s nékterou sténou samodruzného
Styfsténu, promitd se kamplexové kuZelosedka v této roving
z protéjsfho vrcholu ¢ty¥sténu na sténu do téZze kuzelosetky. Na pf.,
je-li prisednice 4 = (p«x), je primét ten kuZeloselka, obalend
piimkami X@, jez protinaji piimky A4, bc, cd, db ve d&tvefinach
daného dvojpoméru k& = (a’b’c’d’). Prochézi-li rovina g nékterym
vrcholem samodruZného tetraedru, na pi. a, rozpada se kuZelo-
sedka komplexové ve svazek o stiedu @ a svazek o stfedu m na
priseénici 4 = (px) tak,Ze, oznaéime-li (4, cd) = b”, (4, db) = ¢”,
(4,bc) =d’, je (mb" ”d") = k. Zvolme v prostoru hbovo]ny bod p‘
Nechame-li rovinu g otadeti kolem piimky pa, opiSe bod m, diive
stanoveny, v rovinéx kuzelosetku 4,2, jdouci body b, ¢, d a bodem %,
ktery je prum&tem bodu p z vrcholu @ na protéjsi sténu «. KuzZelova
komplexova plocha bodu p je (p4,?). Body z, prostoru X,, jez
spojujf paprsky &tyfsténového komplexu, jdouef bodem p, s od-
povidajicimi body z, v Z,, promitaji se z vrcholu na pf. a kuZe-
~ lovou plochou 2°, obsahujic{ hrany ab, ac, ad, ap do kuZelose¢ky X 2
v &. Stejné odpovidajici body x, promitajf se z vrcholu a kuZelovou
plochou 2°, jez obsahuje téZ spojnice ab, ac, ad, ap, do kuZelo-
setky X, 0. X2, X2 jdou body b, ¢, d, p* Jsou proto body z, na
kiivece tietfho stupné X,3, v nfZ se protinaji kuZelové plochy (a4,?)
a (aX,?), body, z, pak na odpovidajici kiivce 3° X,3. Obé kubiky X3,
X,3 jdou vrcholy a, b, ¢, d samodruZného étyrsténu a bodem p.
Probfhé-li bod p libovolnou pifmku L, pak pifsludné kiivky X,®
.vytvoif plochu 4, kterd je druhého stupné. Libovolnd pﬁmka
prostoru X, protiné totiz plochu A; ve dvou bodech, jezto spojnice
.bodu fady R, prostoru X, s odpovidajicimi body odpovidajici fady
bodové B, v -2, vytvoiuji plochu 2°, jiz pifmka L protind ve dvou
bodech. Plocha 4, obsahuje pffmku L a pfimku L, ji odpovidajici
v X, pocité.me-h jik 2}, a.obsahuje vrcholy a, b, ¢, d, &{mi je urdena
a vytvofena je prisednicemi odpovidajicich si rovin kolem odpovida-
-jicich piimek L, L,. Néleii-li pfimka L &ty¥sténovému komplexu,
je pifslusnéd plocha A, kuZelovou plochou. Stejné k pifmce L pfi-
néale{ plocha 4,, obsahujfci body z, viech paprskt komplexu, jez
sekou pifmku L. 4, odpovidé v X, v kolineaci plofe 4, a obsahuje
pifmku L'; odpovidajicf piimce L, poéitané k Z,. :
~ Mgjme nyni v prostorech Xy, X, odpovidajicf si kiivky K;, K,
stupiid %, jeZ majf vrcholy a, b, ¢, d za -, f-, y-, 3-ndsobné body!
-Spojnice odpovidajicich si bodii obou kfivek Kl, K, budou vytvoro-
~vati zborcenou plochu ¢, jez je stupné 27— (x + B+ y + ),
- jedto v tolika bodech protind ji libovoln pfimka L. Pf{mce L od-
'povidé. podle hoi’-e1§iho v prostoru Z, plocha 4, ]1i vyplﬁujf body Zg
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paprskit komplexu, sekouci L, kterd jde body a, b, ¢, d a proting
tudiZ mimo tyto body kiivku K, ve 2rn — (x 4+ § + p) bodech,
jimi% jdouef p¥{mky plochy ¢ protinaji L. V tom obsaZena téZ
konstrukce pruseéikt libovolné pfimky L s plochou {. Prochézi-li
piimka L nékterym vrcholem samodruzného étyisténu, na pf. a, .
je piisludnd plocha 4, kuZelovou plochou 2° o vrcholu v a, kterd
jde body b, ¢, d. Tato kuZelova plocha protind K, mimo v a, b, ¢, d
jesteé ve 2n — (2 + B + y + 6) bodech. Jsou proto body a, b, ¢, d
pro plochu ¢ body «-, 8-, y-, 6-ndsobnymi a primétem plochy ¢
z nékterého tohoto vrcholu, na pt. @, na protéj$i sténu « je kiivka
tiidy 2 (n — &) — (8 + y + 9), coz odpovidé vysledku v &asti 1,
jezto kfivky K,, K, promitaji se z @ na « do kolinearnich kfivek
stupiit (n — «), jez jdou samodruznymi body b, ¢, d, §-, y-, 8-krat.

Zborcens plocha ¢ protina rovinu stény samodruzného &tyi-
sténu, na p¥. &, v tvoticich p¥imkach, je spojuji prusediky kiivky K,
8 o, jichZ jen — (8 + y + 9), s odpovidajicimi body na K, a v kiivce
stupné n — «. To lze ukdzati téZ takto: VSechny piimky tetraedr.
komplexu, jez protinaji libovolnou p¥{fmku L roviny «, maji své
body x; (z;) v roviné 4,, jdouci vrcholem a samodr. tetraedru, jezto .
plocha 29 4, obecného piipadu rozpada se tu v par rovin, a to « a 4,.
JeZto 4, protiné K, v (n — «) bodech, je stupen kfivky plochy { v «
vys$e udany. Jsou tudiZ roviny «, 8, ¥, d stén &étyisténu zakladniho
[n— (B +y+ 06l [n—(y + 6 + @), [n— (8 + & + B)I-, [n—
— (& 4+ B+ »)]- nasobnyml teénymi rovinami plochy ¢.

Sestrojime-li ve ,,vrzich kolineace** (a'b’c'd'zx;) . . . odpovi-
‘dajicf si body @, ..., budou vypliiovati prostor Zj, “kolinedrnf
s danymi prostory, kde bodim a, odpovida ag, piipadné bodu a,
bod a,. Prostory Xy, X,, X, . . . tvoli jednomocny svazek prostori,
jehoZ kterékoliv dva prostory uréuji ty# tetraedralni komplex
jako X}, Z,. Kiivkam K,, K, prostoru X;, X, odpovidaji kolinedrni
kiivky K,, ..., jeZ jsou na plofe -{. Dostavame tak systém ool
vzajemné projektivnich kiivek K, na ploSe {, jeZ maji v bodech
a, b, ¢, d body «&-, f-, y-, 6-nésobné a které na tvoricich pi{imkéch
plochy vytinaji ra,dy projektivni.

Aby dva paprsky X, Y tetraedrélniho komplexu se protinaly
v bodé p, je tieba, aby spojnice jejich bod@ z,, ¥, prostoru X,
jez spojuji s jich odpovidajicimi body z,, Ys, byla téZ paprskem
komplexu. Body z,,... prostoru X, jeZ jsou na komplexnich
. paprscich, jdoucich bodem p, vypliiuji kubiku X3, jeZ jde body p,
Zy, Y,-.. 8, b, ¢, d. Promitaji se tudiZ vrcholy samodruZného
étyi‘sténu a, b, ¢, d z dvojseény z,y, rovinami téhoZ dvojpoméru
jako z bisekanty px, a proto z,y, naleii Styfsténovému komplexu.
Roving -(XY), potitané k Z,, odpovidéd v 2 rovina, jdouci spojni-
of 2,%;. Dvojnésob teéné roviny zborcené plochy { dostaneme tudfz,
uréfme-li paprsky komplexu, jez jsou souéasné dvoneénaml

17‘
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kiivky K,, a spojime je rovinami s jejich odpovidajicimi pfimkami
v 2. Piimek téch je oo! a tvoif zborcenou plochu. Cheeme-li urditi
torsalni pi"l’mky plochy ¢, tleba sestrojiti paprsky komplexové,
jeZ jsou soutasné teénami kiivky K,, kterych je obecnd konedny
pocet, a tu roviny, spojujicf je s jejich odpovidajicimi v prostoru 22,
jsou torsilnimi rovinami. JestliZe vSechny teny kiivky K, nd-
lezeji komplexu nebo, jak fikame, je-li K, komplexovou k¥ivkou,
je vytvofens plocha p¥imkova ¢ rozvinutelnou.

UvaZujme nyni specidlné o pfipadé, kdy kolineace prostort X},
2, ptejde v souhlasnou shodnost! Dva vrcholy ¢, d samodruz-
ného &tyisténu splyvaji v Gbézném bodé 0. osy O, kol ni% lze pro-
stor 2| sroubovym pohybem ztotoZniti se X,. Dalsf dva vrcholy a, b
jsou v kruhovych bodech rovin, kolmych k ose 0. Zavedme kolmé
promitan{ ve sméru osy O na rovinu z, kolmou k této ose, a oznaéme
praméty stejné, ale s ‘! Prostor 2, lze prevésti v 2, téZ otoenim
kol O o tihel 20w (w mé znaménko pii Sroubovém pohybu pravo-
todivém - a levoto¢ivém —) a posunutim o délku z, jiz uvazujeme
vidy -+, a sméiuje zdola nahoru, je-li osa O, jak v dal§im vidy
predpoklddéme, svisld a je-li tudiZ obraz kolmého primétu pudo-
rysem. Jezto specidlnf tetraedralni tento komplex piechizi v sebe
libovolnym posunutim podél O, neméni se téz pudorys komplexo-
vych parabol v rovinidch rovnobéinych, jak ndm potvrd{ téz kon-
strukce jejiho piidorysu, na pf. v roviné & v obr. 2. Rovina ¢ uréena
stopou P, v primétné z, jeZ v obr. zvolena prisedikem (z0) a hlavnf{
pifmkou H* o kété z. Piimku Z, roviny e, jejiZz odpovidajici E,
je téZ v roving ¢, dostaneme, sefroubujeme-li rovinu ¢ do roviny &,
v inversnim §roubovém pohybu (— 2w, — 2). H, pfejde ve stopu P,

N\

a prisednice B, = (e¢¢) ma pidorys v piislusné ose thlu P.P.,.
Pidorys. komplexové paraboly &? roviny ¢ ma patrné osu v P,
ohnisko v O’ a vrcholova teéna A’ je ptidorysem paprsku komplex-
ntho, ktery je spddovou piimkou v roving e. Oznaéime-li ¢ interval
roviny & pro ekvidistanci z, je parametr paraboly .e&?

p=2'sin2 . COS @ == % cotg w,

a oznaéfme-li ostry thel rov1ny es O plsmenou g = XO0¢ ¢t j.

tg ¢ = i/z, pak
p = z tg @ cotg w.

Tim vyJadrena Umérnost parametru p na tangent® thlu ¢, jejz
sviré osa O s rovinou ¢ a naopak. Pro ¢ = }x je p = oo a parabola
rozpadé se ve svazky minimilnich p¥imek. Jestlize ¢ = 0, je p = 0,
pifsludné parabola roviny ¢ || O rozpada se v par bodoVY na jeji
ubéZné primce a paprsky komplexu v roviné té tvoii jednak osnovu



243

p¥imek, rovnob&Znych s O, a osnovu piimek, jichZ tihel s O dén,
2d tg w
—

Z toho lze snadno udiniti si piedstavu o tomto specidlnim
kvadratickém komplexu.

P¥imky komplexu, jdouci obecné poloZenym bodem p, dostane-
me takto: Bodem tim mysleme si svazek rovin ¢ || O o ose P || O!
Pak v kazdé té roviné jde bodem p mimo pfimku P, jeZ nalezf
komplexu, jestd jedna pfimka tohoto komplexu, svirajic{ s osou O
tihel . Svira-li rovina ¢ s rovinou é = (PO) thel g, je vzdalenost d
0sy O od ¢ pak d = m sin , je-lim = p — O (obr. 3). TudfZ tg y =

2 .
=—zm—tgwsmﬂ.

jestliZe vzdalenost ¢ od O je d: tgy =

/./ 0br. 3.
/Reos
/

Stopniky r téchto pfimek na roving iz | O, jez je nad p ve
vzdélenosti z, vypliiuji kruZnici R, dotykajici se roviny é v bodé&
na P, a jejiz stfed s je na rota¢ni vilcové ploSe «2, jez je mistem
bodu z, ptimek X = =,z, komplexu, jdoucich bodem p (p's’ | &').
_ Na kruznici R’ 2 R je téZ bod p’, odpovidajici bodu p’, = p’

i spatfuje se R’; z bodu O’ pod tihlem 2w. Na zékladé toho lze snadno
urditi komplexovy kuZel libovolného bodu p, ktery je patrné
orthogonalnim. Body x, pro vSechny paprsky komplexu, proché-
zejici bodem p, jsou na prostorové kiivee kubické X,3, v niZ proti-
naji se valcova plocha &2 s komplexovou kuZelovou plochou (pR)
mimo spoleénou p¥imku P. Ki¥ivka X,® obsahuje kruhové body
roviny & | O a jde Gb&inym bodem o, piimky O a je tudiZ ku-
bickou prostorovou kruZnici. Libovolnd tvofici piimka na «?
protind X,® mimo o, jesté v bodé v koneénu, jen druby priseéik s O
splyva téZ 8 0, a tudiz O je asymptotou kiivky X,3. Kiivka X,?
prochéz{ té%Z bodem p. _— .

' M¢jme v prostoru X, kiivku algebraickou K, stupné » a s ni -
v 2; shodnou odpovidajicf kiivku K,, z nichZz K, a tudiZ i K, jde
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a-krat bodem o, osy O a f-krat kruhovymi body @w, bs, roviny !
Spojnice odpovidajicich bodii obou kfivek vytvoiuji pifmkovou
plochu ¢ stupné 2n — (« + 2f). JestliZe nékters z vétvi kiivek K,
K,, jdoucich bodem o, se dotykd tam osy O, tfeba pro kazdou .
takou vétev snfZiti stupeii plochy jesté o 1, jeZto v pripadé tom
obsahuje piisluind vétev kiivek téch nejen vrchol ¢, ale i d samo-
druZného étyisténu piipadu obecného. Priseéiky libovolné piimky L
8 plochou dostaneme pouzitim plochy 2° 4,, jeZ je tu pravoihlym
hyperboloidem, majicim kruhové fezy v rovinich, rovnobéz-
nych s z, a obsahujicim dvé pi{mky ruznych soustav, rovnobé&z-..
nych s O. Z téchto piimek jedna je v roving, jdoucf{ L rovnob&iné
8 O, a druhé v roviné, rovnob&zhé s L a O, v nfZ piimky komplexu
jsou rovnobézné s L. Obg pak jsou v roviné, jdouci osou a svirajict
s L' thel 90° — w, oviem v piislusném smyslu. Z téchto dat lze
uréiti snadno kruhové fezy plochy s rovinami, kolmymi k O.
Kiivka K, protind tuto plochu mimo body 0w, @w, b ve 2n —
— (x + 2B) bodech x,, jez, spojeny s odpovidajicimi body x;, na K,
daji tvoricf piimky zborcené plochy, jez protinaji L. Jestlize je
piimka L || O, prejde A, v rotaéni valcovou plochu, rovnobéz-
nou 8 O, z jejichZ bodi jevi se pifmky O a L pod thlem 90° — w,
a tato protind K, mimo 0., @, be jesté ve 2n — (2x + 2f) bodech,
takZe bod 0, je pro plochu «-ndsobnym a primét hlavni plochy mé
za zdénlivy obrys kiivku t¥{dy 2 (n — « — B), jeZto kiivky K, a K,
maji za pudorys shodné kiivky stupiid n — «, jez jdou p-krat
kruhovymi body. Bodem o. prochizi « tvoficich pfimek plochy,
jeZz jsou vesmés v bé&Zné roving. Tyto jsou tbéinymi pfimkami
rovin, stanovenych vidy odpovidajicimi teénami kiivek K,, K,
v bodé 0,. Vedle téchto ubéinych piimek mé plocha ¢ jesté
(n — o — 2p) Gbéinych piimek, jeZz spojuji odpovidajfci si Gb&ziné
body kfivek K;, K, mimo body 0w, @w, bw. Proting tudiz Gb&zni
rovina plochu jedté v kiivce stupnd n — «. To lze jeité ukazati
jinak. VSechny piimky komplexu, jeZ protinaji obecnou b&znou
pifmku Ly, majf své body x, v roviné, rovnobézné s osou O, a ta
protina kfivku K, v (» — «) bodech, jeZ, spojeny 8 odpovidajicimi
-body, daji tolikéZz piimek, jeZ protinaji L,. Lze téZ urditi Fidief
kuZelovou plochu zborcené plochy ¢. Délime-li stejné jako v od-
stavei 1 Gsedky zyz, v poméru A, resp. 1/7, body z;, x,, dostaneme
z prostortt X2, X2, prostory X, X, jez jsou vzajemnd shodné a po-
dobné s danymi, jeZ lze op&t ztotoZniti Sroubovym pohybem
kol O, pfi ¢em?% tihel otodeni -a délku posunut{ lze snadno z w a 2
urditi. Prostory X, X, uréujf ty% tetraedralni komplex. Z kiivek K,
a K, dostaneme kifivky K;, K, podobné danym, jeZ jsou téZ na
plose (. Ménfme-li 1, dostaneme na ploSe { ool pari shodnych
- a mezi sebou podobnych kfivek. Specidlng pro A = — 1 splyne K,
8 K, v jedinou kfivku K,, body 2z, a x, pfejdou v z, a pfimka X
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je téZ teénou Sroubovice bodu #, pro froubovy pohyb o redukované
vySce ©° = }z cotg w a ose O. Dostdviame tudiz:

2 Teény vdech- Sroubovic néjakého Sroubového pohybu v bodech
kiiky K, stupné n, jeZ jde a-krdt 1ibéinym bodem osy O Sroubového
pohybu a B-krdt kruhovymi body roviny, kolmé k ose, vypliuji
zborcenou plochu ¢ stupné 2n — o — 2. JestliZe O je asymptotou
k¥wky K,, snifi se stupett plochy o 1.°

Na pf. pfi zborcené plose Sroubové je to dotyény hyperbohcky
paraboloid (n =1, « = § = 0). Pfi vinutém sloupku teény Srou-
bovic v bodech normé,lniho kruhového fezu vypliuji jednu sou-
stavu pfimek na hyperboloidu (» =2, « = 0, f = 1).

Otoéime-li primét ', kol O’ o 90° smérem Sroubovani doli

do bodu z’s, bude spojnice 2'sv, kde v je na O, a to nad primétnou =
ve vzdalenosti v°, rovnobéina s X. Otoéime-li tedy K'; o 90° ve
sméru Sroubovani dold do kiivky K’ je (vK's) Fidici kuZelova
plocha zborcené plochy ({. Jeito K's; je obecné stupné n — «,
-je stejného stupné Gb&Zna kiivka plochy (. Jestlize primét K’ je
kiivkou stupné jen r, pa,k na kazdé tvotici piimece promitaci valcové

plochy kfivky K, j ]e

bodﬁ kiivky K,, jimiz jdouef vytvoiu-
jiei pfimky plochy ]sou spolu rovnobé&iné. Plocha ¢ mi tudiZ

ubé&znou kfivku stupné r, ktera je vSak n_“-nésobnou kiivkou

na ploSe. Protind-li kiivka K, a tudiZz také K, a K, osu O g¢-krat,
je osa O g-ndsobnou tvofici pfimkou na plose {. Jsou-li K;, K, na
rotaénich véalcovych plochach, jez obsahuji osu O, mé plocha
f{dicf pfimku, jez je v druhé spoleéné tvotici piimece obou valco-
vych ploch, jak vyplyvd z Gasti 1.

Jsou-li na pf. K, a K, shodné kuZelosedky, neobsahujici
0w, je plocha ¢ stupnd 4 typu III s dvojnou kubikou, pro niZ
ubézna rovina je bitangencialni rovinou. Prochézeji-li kuzelo-
setky ty bodem 0., je vytvoiend plocha stupné 3 o Fidicf roving,
tudfz konoid (K's je pfimkou). Jsou-li K;, K, kuZelosetky
v rovinéch, jdoucich osou O, mé vytvofend plocha 4° O za
dvojnou tvofici pfimku a jejf obé ¥idiei piimky splyvaji s pfimkou
ab&Znou, jdoucf bodem 0., tudiZz je typu VIII, zvlistni to pi{pad
Frezierova cylindroidu. Torsalni piimky téchto ploch jdou do-
tyénymi body kuZelosetky s jejimi te¢nami, spolednymi s komplexo-
vou parabolou v jejf rovind. Jsou-li kuzeloseéky ty kruZnicemi,
zistdvé vie v platnosti jen v pifpadé, Ze jsou kruznice v roviné,ch,
kolmych k ose O, je § = 1 a dostidvame plochu stupné 2.

: »Spojnice odpovidajicich bod& dvou shodnych ¥ad
na stejnych kruzZnicich v rovinach roevnobé&Znych, vy-
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tvafeji pro 2w =180° hyperboloid a pro 2w = 180° kuZ’e-
lovou plochu 20
. *

Sur les courbes et les surfaces engendrées par les droites joignant
les couples de points correspondants sur deux courbes en homo-
: graphie.

(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur détermine les caractéristiques d’une courbe engendrée
de la maniére indiquée au titre, les deux courbes en homographie
se trouvant dans le méme plan. Cas particulier: ’homographie est
une congruence. Etude analogue d’une surface gauche engendrée
de la méme maniére, les deux courbes ne se trouvant pas dans le
méme plan. Cas particulier comme auparavant.
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