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Uber die angeniiherte Losung der Gleichung
%,0,+...+%,0,+ x,=0 in ganzen Zahlen.
- ' T
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 21. Jéanner 1937.)

Herrn Prof. Dr. Edmund Landau zu seinem 60.
Geburtstag am 14. Februar 1937 in Dankbarkeit
gewidmet.

Kleine lateinische Buchstaben (ausser e) bedeuten ganze,
griechische Buchst. bedeuten reelle Zahlen. Sind 6,,..., 6, (n > 0)
gegeben, so gelten bekanntlich folgende Satze:

L Fiir jedes ¢ > 0 sind die Ungleichungen

> % O; + %

i=1

0<Max (|, ],....| @ |) <8, <t (l}

l6sbar.
Also umsomehr:

II. Fir unendlichviele ¢ > 0 sind die Ungleichungen (1)
16sbar.
I. und II. sind in folgendem Sinn scharf:
III. Zujedemn > Ogibteseiny > Ound n Zahlen 6,, . . ., 0@,,
sodass aus _
0<Max(|2,,..., ] za ) 8
folgt

| n
i in O; + x| > y—m.
i=1

In (1) wird verlangt, dass mindestens eine von den Zahlen.
Zj, . . ., Zy von Null verschieden ist; wir wollen im folgenden die:
Frage beantworten, wie die Satze I, II, III zu modifizieren sind,
wenn man verlangt, dass mindestens k (1 < k < n) von den Zahlen
" %3,...,%, von Null verschieden sind. Dabei wollen wir uns auf
solche Systeme 6,,..., ©®, beschrinken, fiir welche aus x,0, +
..+ 2nOp + 2, =0 folgt: 2, =2,=...=2,=0. Solche
- Systeme wollen wir zur Abkiirzung ,.eigentliche Systeme*‘ nennen.
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Wir fithren noch. folgende Benennung ein: ist 0 <I < m
und ist z,, z,, ..., ¥, ein geordnetes System von m + 1 Zahlen,
so nennen wir dieses System ein I-System, wenn mindestens ! von
den Zahlen z,,..., z, von Null verschieden sind. Die Antwort
auf unsere Frage ist in folgenden Sitzen enthalten:

Satz 1. Esset 1 < k < m; 0, . . ., O, sei ein eigentliches System.
Dann gibt es zu jedem t > 0 ein k-System xy = xy(t), 2, = ,(¢), . . .,
Ty, = Zn(t) mit

1
Max (| 2, [, ..., | 2a]) £ 8, 2:5,9, + —O(t”—’“‘l)
. . i=1
(man beachte, dass die linke Seite eine Funktion von ¢ ist).

Satz 2.1) Es sei 1 < k < m; fir 7> 0 ses () positiv und wach-
send, @(v)— oo fir v—> co. Dann gibt es ein eigentliches System
0, ..., 0, und eine wachsende Folge t,1,, ... mit folgencler Eigen-
schaft: ist I > 0, so gibt es kein k-System z,, x,, . . ., Z, Ml
1} n 1
‘ ,12:1% O; + x| < gy (2)

Batz 3. Es sei 1<k n, alk,n)=(k+ 2)(k+ 1)+
0,. ..., 0, sei ein eigentliches System. Dann gibt es eine wachsende

Folge t,, t,, . . . mit folgender Eigenschaft: zu jedem | > 0 gibt es ein
k-System z,, x,, . . ., x, mit

Max (|2, |, .., |z ) Sty

Max (|2 [,.... | zY) Z 4,

a(k, n)

z x; Q1 + Z, t—,:m' (3)

Fir k = 2 ist n —k + 2 = n; nach III ist also der Satz 3
fur £ = 2 scharf. Aber auch fiir £ > 2 ist der Satz 3 mindestens in
dem Sinne scharf, dass der Exponent n — k + 2 nicht vergrossert
werden darf. Es gilt namlich

Satz 4. Es ser
2<k<m; b=>blk,n)=n—k+3)(k—1) + 3.
Dann gibt es ein eigentliches System O,, . . ., O, und ein t, > 0 mit

A e

folgender Eigenschaft: ist t > t, und ist xy, 2,, . . ., , ein k-System
mit Max (| 2y |,..., | 2 |) < 8, 0 18t
n 1
%0 + %y | > e
2:1 tr—k+2 Jogb ¢

Man beachte folgenden Unterschied zwischen den Satzen I, IT
einerseits und den Sitzen 1, 3 andererseits: in den beiden Siatzen I, IT
hat man denselben scharfen Exponenten n; in den analogen Sitzen
1,3 hat man zwei verschiedene scharfe Exponenten n—Fk + 1,

1) Satz 2. zeigt die Schirfe des Satzes 1.
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n — k + 2. Ich bemerke noch, dass man sehr leicht folgenden Satz
beweisen kann: fast alle?) Systeme 6,,..., @, haben folgende
Eigenschaft: ist £ hinreichend gross, so ist jedes System x,, z,, . . ., Z,,
welches den Ungleichungen (1) geniigt, ein n-System (also auch
ein k-System fiir jedes £ mit 1 < k£ < n). Also: diejenigen Systeme
6, ..., 0,, die uns zwingen, den Exponenten n aus I, IT in den
Satzen 1, 3, durch einen kleineren?®) zu ersetzen. bilden nur eine
Menge vom Mass Null.
Es folgen jetzt die (leichten) Beweise der Satze 1 bis 4.

Beweis des Satzes 1.

Da 6,,...,0, ein eigentliches System ist, so gibt es eine fiir
v > 0 positive und wachsende Funktion ¢(v) mit folgenden Eigen-
schaften:

1. ¢(v) > oo fiir v > oo.

2. Aus
1
’b‘>0. Max(lxll.._...lxn zx;@;*'*xo 'n_—m'
=1
folgt z
Max (I L1 l’ AR I Zn l) > ‘P(”)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei v—! ¢(v) — 0 fiir v — oo.

Es sei nun ein hinreichend grosses ¢ gegeben. 2 sei die Menge
aller Systeme (y,, %y, . . -, ¥») mit

0<yu<t(E=12...2), 0550+ y <L
i=1

Da die Anzahl der Elemente von 2 gleich (¢ + 1)* ist, so gibt es
(Schubfachprinzip!) ein Intervall von der Lange [t"—*+1g}(¢)]—7,
in welchem mindestens t*—! p—#(f) von den Zahlen %,0, + ...
+ 9.On + ¥y, liegen; subtrahiert man eine von diesen Zahlen von
den iibrigen, so bekommt man eine Menge B von mindestens
t+—1 g—(t) — 1 > }t¢—1 g—¥(¢) Systemen z,, x,, .. ., ¥, mit

2

O0<Max(|2g],....]2za|) <8, Z""_k"'l—(pm (4)

'@i+ xo <
=1

Fir 1< <13<...<4—1 X n sei €(3,...,%—1) die Menge
derjenigen Systeme (x,, 2y, . . ., z,) mit (4), fiir welche alle z; (+ =

=1,2,...,n) ausser ;,..., &, , verschwinden (wobei aber
auch einige von den letzgenannten k£ — 1 Zahlen verschwinden
konnen). Weiter sei € die Menge aller Systeme (x,, x;, ..., Z5)
mit (4), welche keine k-Systeme sind, also

%) Im Sinne der Lebesgueschen Masstheorie.
3) Im Satz 3 tritt diese Verkleinerung nur fiir &k > 2 auf
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¢ = z €@y, . .oy tp—1)-

1=4<iy. .. <ip__1=n

Ist also ¢(¢y, ..., tx—1) bzw. ¢ die Anzahl der Elemente von
€%y, . - -, k—1) bzw. von €, so ist
c< > c(iy, « « + Gr—1). (5)

TIsiKh< . <ip_1=n
'Geset;zt, fiir geeignet gewahlte 7y, 4,. . . ., 73— sei
C(Bgs s Bp—1) > =1 @ E(2). (6)
Setzt man @iz = 1, 80 ist ¢(4. . . ., 7x—1) die Anzahl aller Systeme
(Yo Y1> - - +» Y—1) Mit

2 4
0<Max (g lseoolpn—1]) S zy,m—i—y., PR Al )
Daraus und aus (6) schliesst man (Schubfachschluss): unter diesen
Systemen (y,, - . ., Yx—1) gibt es zwei verschiedene (', . . ., ¥ r—1),
(Yo -+ o Y'k—1) mit

, . 3t
- Max | yi—yil<——y—
‘l—-l,...,k—l t((p(t))—'—s(T_—l)—
Durch Differenzenbildung erhalt man ein System (z,, z,, . . ., Zx—1)

mit 0

0 < Max (| 2y |,. .. | 2e—11) < 3(p(t)3FD < gft),
k—1 .4 1
.fo TR S T g < pE

was der Definition von () widerspricht. Also ist (6) falsch und
aus (5) folgt

e < (k " 1) et (1) < pt—t ().

Es gibt also ein System (z,, 2, . . ., z,) aus B, welches nicht zu €
gehort, d. h. es gibt ein k-System (z,, z;, . . ., x,) mit (4).

Beweis des Satzes 3.

Eg sei 1<k n; 6,,...,0, sei ein eigentliches System.
Nach I (fir & = 2) “bzw. nach Satz 1 (fiir & > 2) gibt es zu jedem
t >ty ein (kK — 1)-System z,, y, . . ., T, Mit

zx‘@i’{-xo <

i=1

Max(lxll,...,[znl)gt,

tn—k+_2°
4) Man beachte, dass y, durch ¥, ..., yr_, eindeutig bestimmt ist.
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Wir unterscheiden zwei Fille:
Erster Fall. Es gibt £ — 1 Zahlen 4;, .. ., 52— (1 < 3 <9, <

<...< -1 £ n), so dass es zu jedem hinreichend grossen ¢ ein
System Xy, Xy, - - - Ty gibt Mitb
X, .. % F0, Max (|2, |,..., |z ) S8,
n 1 (7)
O+ 0 | < gy

Zweiter Fall. Der erste Fall liegt nicht vor.
Wir . behandeln zunéchst den ersten Fall, wobei wir durch
Umnumerierung -erreichen, dass

=10, =2 ... i =k—1 (8)

ist. Es seien . die (irreduziblen) Naherungsbriiche der

1 . i
regelmaéssigen Kettzenbruchentwicklung der Zahl O, (g; > 0). Be-
kanntlich gilt:

list | 20, —y | < 2 ! , |x] =0, so ist —Z—einemlq'!gleich;
1

2| x|
2. < 0, — <
21 | gs ©1 — s | Tor
Man setze ¢t = ¢s4+1— 1; ist s hmreichend gross, so gibt es
erstens Zahlen z,, z,, . . ., ¥, mit (7), (8). Zweitens gibt es nach I

n—k + 3 Zahlen y,, ¥, ¥, Ye+1s - - - Yn Mit
0 <Max(|yls|yel lgr+1ls. . lyn DS,

n 1
Oy +5 6y + Y | < o gy
i=k

Wire y; = yk.,.i =...=y, =0, so wire
. 1 1 1
Y% + 0, l@1y1+y0| <t”_"+2§|!/1”"""+1<2|?/1|’
also gl' =—2 firein1 < s, also
. 1

s 1 1 - 1 > 1
20141 = 2@s41 3t~ in—k+2
— Widerspruch; also ist mindestens eine von den Zahlen Yk Yk+15
« - «» Yn von Null verschieden.

| Gy, + i‘/o|> O —pi| > 5——

Zu unserem ¢ gibt es ein System Ty, Xy, - . ., Tn it (7), (8).
" Ist zy, 2y, . . ., 2, €in k- System so sind wir fertig. Sonst ist z =
= X441 = ... = Ty = 0; in diesem Falle bilde man den-Ausdruck

Oty + ...+ Ony+ 24 (019 + O i + ... + Opyn + %),
wobei das Vorzeichen so gewahlt werde, dass x; + y; =+ 0 ist.
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Wird noch ' = 2¢ gesetzt, so bekommt man auf diese Weise
offenbar ein k-System z,, z,, . . ., 2, mit

n 2 a(k, n)
O;z + 2
izl ’

Max (|2, ],..» 12 ) S, <t”—"+2< i o

womit der erste Fall erledigt ist.

Es liege nun der zweite Fall vor. Dann gibt es ein System
iy eenti—1 (154 <4y < ... < fz—1 < n) so, dass (7) fiir unen-
dlichviele ¢ > 0 losbar und auch fiir unendlichviele ¢ > 0 unlésbar
ist; ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte (8). Es gibt also
unendlichviele t' > #,, sodass (7), (8) fiir £ = ¢' 1osbar, fiirt =¢' + 1
unlosbar ist. Es sei ¢’ eine solche Zahl. Gibt es ein k-System z,, z,,
.. . Zp, sodass (7), (8) mit ¢ = ¢’ erfiillt ist, so sind wir fertig. Sonst
gibt es k& Zahlen xy, =, . . ., xxz— mit

Ty ... Zp—1 F 0, Max (|2, |, ..., | we—1 |) 0,
k—1 1
in@iﬂ- Ty < t'—"’_‘k_"‘?
<1
Es gibt weiter ein (K — 1)-System y,, #;, . . ., ¥, mit

> Y0 + 4o
i=1

, 1
Max (|t ly.-0lta) St +1, <(t'—+l)m.

Nach der Wahl von ¢’ ist %, . .. yx—1 = 0, also gibt es ein [
mit k<1< m, ¥y 0. Fir jedes 1 (1 =1,2,...,k—1) gibt es
wegen z; == 0 hochstens ein a; mit x; + a;y; = 0; also kann man
ein bmit 1 < b < k so finden, dass 2; + by; +=0firv=1,2,...,
k—1. Dannist also, zz=z; 4+ by; ¢ =0,1,...,n;2, = ... =2, =0)
und 7' = (k + 1) (¢’ + 1) gesetzt, fiir hinreichend grosse ¢’

Max (|2 |,.. |z NS T,
2”:@1'2‘ Tz E+1 a(k, n)
i=1

ke ~ n—k+t2
und 2y, 2, . . ., 2, iSt wegen 2,2, . . . zz—1 21 = 0 ein k-System.

<1

Beweis des Satzes 2.

A Es sei 1 < k < m; ¢(t) sei positiv und wachsend fiir 7> 0,
fiir t - oo sei ¢(r) > . Man wihle unendlichviele Briiche

Pl s=1,2,.. .m0 =1,2....)
Qs.2
mit folgenden Eigenschaften: die g,; sind Primzahlen,
2<gu<g<...<gu<gun(l=12..)
Qoi+1 > 29505 Qi1 > 40G10G20 - - - Gng - Qr5 ot < 2Qk;
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o(§qey) > 22—F+D+1 qg05. . L qr—1y;
Pei  Psi+1 1
qs,1 Qet+1 |~ Qai+1

Die Moglichkeit einer solchen Wahl ist klar, wenn man bedenkt,
dass zwischen z und 2z fiir hinreichend grosse = mehr als n — k

Pey &= 0 (mod gy,);

Primzahlen liegen. Dann setze man firs=1,2,...,n
O, = lim P.,z, also O, — Pet 2, (9)
1= sl s sl +1

@1, ..., 0, ist ein eigentliches System; denn aus 2,0, + ...+
4+ 2,0, + %, = 0 folgt fiir wachsendes !

xo+xlp”+...+x,,p""=0( 1 )—o( A —)-
q12 - - - In

q1 n, q1,1+1
Fiir grosse [ ist also die linke Seite gleich Null und durch Multi-
plikation mit g1:92;. . . gny bekommt man firs=1,...,n

n
x,p,,;_ljlq;,z = 0 (mod g;;). also 2; = 0 (med g,,);
ite
fiir hinreichend grosse ! ist aber ¢,; > | %, |, also z, = 0 fiir s =
=1,...,n, also auch z, = 0.

Man setze nun tz—qkl—l >§~q“furl- 1,2,... und man

setze voraus, dass es zu einem [ > 0 ein k- System xo Xy, s Xp
mit (2) gibt. Nach (2) (9) wire
o Pt Pnl ‘ 2nqr; 1 A
x —_—
gy T T gy TF |_ Qe (3ge)" 1 @(3qr)
1 1 1

< < s
2010 - - - g t3, (2qe)™*+1qui. . . qe—10  qup- - - Qg
also :
Plz Pnz
.. zo = 0.
qll tee-t o qn, T &%=

Es sei ¢ der grosste Index s < » mit z, & 0; dann wire also ¢ > k
und

xlz-)y——i-....ﬁ-xcp”'l

. q1,1 et
eine ganze Zahl, also o

TePet Q11924 - - - de—14 = 0 (mod gc,), also x, = 0 (mod g.,);
andererseits aber 0 < | . | < # < qig < ¢4 — Widerspruch.
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Hilfssatze.

Zum Beweis des Satzes 4. brauchen wir drei Hilfssitze, die
jetzt bewiesen werden sollen. Ich bemerke aber gleich, dass diese
Hilfssatze nicht neu sind: Hilfssatz 1. ist trivial, Hilfssatz 2. kommt -
im Wesentlichen in einer Arbeit des Herrn A. Khintchine®) vor,
und den Hilfssatz 3. habe ich schon in einer anderen Arbeit®) be-
wiesen und angewendet.

Hilfssatz 1. Es set gegeben:
eine Zahl s > 1;
eine Zahl h > 0;
ein Punkt’) P =[n, ..., 0] mit rationalen Koordinaten;
ein endliches System '

. Hy...Hn (10)

von (s — 1)-dimensionalen Hyperebenen.

Dann gibt es eine Gerade G mit folgenden Eigenschaften:

A) G enthilt den Punkt P; G liegt in keiner Hyperebene des
Systems (10). :

B) Die Gleichungen von G lassen sich in der Form

yi@l. + 25@E'+ Uy = 0 (1; = 27 3’ oo ey 8)

schretben, wobet flir jedes © (1 = 2,3,...,8)

(Yo zow) =1, gy > h, 2 0

$o 0000 =

gilt.

Beweis. Es gibt offenbar s — 1 Zahlen % =0 (i = 2, . . ., 5),
sodass die Gerade -

O, —n) + 4(OF—mn) =0, (1=2...53)
die Eigenschaft A4 besitzt. Man kann dann zu jedem ¢ (¢ = 2, .. ., 8)

zwei Zahlen p;, ¢; mit p; =0, ¢i > h, (pi, ¢;) = 1 so wihlen, dass
auch die Gerade G mit den Gleichungen

(@1—ﬂ1)+%(@ifﬂi)=0 G=2...9)

die Eigenschaft A besitzt. Ist 7 ='—;3. b>0) firi=1,...s

so lassen sich die Gleichungen von @ auch in der Gestalt

8) A. Khintchine, Uber eine Klasse linearer Diophantischer Appro-
ximationen, Palermo Rendiconti §0 (1926), 170—195, Hilfssatz 1.

8) V. Jarnik, Uber einen Satz von A. Khintchine, Prace Mathem.
—TFizyczne 48 (1936), 151—166, Hilfssatz 2. ’ o

) Im folgenden werden oft Zahlensysteme wie [7,, . . ., 15} als Punkte
des s-dimensionalen Cartesischen Raumes betrachtet. Ein ,,Wiirfel*“ bedeutet
stets einen achsenparallelen Wiirfel. uM bedeutet das éussere Lebesguesche
Mass der Menge M. _ ' :
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bgiO, + bpiO; + v =0 (t=2,...,8)

schreiben; beachtet man, dass ¢; > h, bp; =0, (bg;, bp;, v;) <
< (bgi, bps) = b, so sieht man, dass G auch die Eigenschaft B
besitzt.

Hilfssatz 2. Es sei s > 1; ¢(t) set fiir T = 0 wachsend und stetig,
®(0) = 0; p(r) > oo fiir T — oo. Dann gibt es ein eigentliches System
@,, ..., O, mit folgender Eigenschaft: zu jedem hinreichend grossen
gibt es 3 (s — 1) Zahlen y;, zi, wi (1 = 2, . . ., 8) mit folgenden Eigen-
schaften:

1 .
yi>09 z,=§=0, (!/i, 2 ut) =1$ I y‘i91+zi0i'+ui| < —T—, (1‘ = 2: RN 8)

Max(lwals lysl -l gls [2]s 2] -0 ]2 ]) < (7).

Beweis.8) Wir betrachten zunichst alle (s — 1)-dimensionalen
Hyperebenen, welche mindestens einen Punkt des Wiirfels

E:0£56;<1 (t=1,...9)
enthalten und deren Gleichungen sich in der Form

8
'Zl ai@i + ay = 0, (ao’ Qs -« al) =1 (11)
schreiben lassen. Die ganze positive Zahl Max (| a, |, . . ;, | as |)

heisse der Rang der Hyperebene (11). Offenbar gibt es zu jedem
n > 0 hochstens endlichviele Hyperebenen vom Rang » (da sie den
Wiirfel E schneiden miissen). Es sei y die zu ¢ inverse Funktion.

Man konstruiere nun vier Folgen
Gy, Gy .. smy,mg, ... Py, Py, Wy, Wy, ...
mit folgenden Eigenschaften:
1. G; ist eine Gerade, deren Gleichungen lauten:
Y0 + 2,0 +ui; =0 (1=2,...,38);
dabei ist
:’/IJ >0, zi5 F0, (Y 2o wiy) =1 (=2,...,9).
Ist j > 1, so liegt G; in keiner Hyperebene vom Rang <7j.
2. m;== iM&X (ylm l %4 I):

8
Yij+1 > m; fir ¢ = 2,...,8; also My > M. .
3. P; ist ein Punkt mit ratlonalen Koordinaten, der sowohl
auf G; als auch auf Gj41 liegt.

. 4. W ist ein abgeschlossener Wiirfel mit dem Mlttelpunkt P,,
- dessen Kante kleiner als

: “) Die Systeme [@,, .. ®,] werden als Punkte eines s- dlmensmna.len
Raumes gedeutet.
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1
, mip(m;j11) ‘

ist; ist j > 1, so enthélt W; keinen Punkt keiner Hyperebene vom
Rang < j. Weiter ist W, C E, W;.. C W;.

Die Moglichkeit einer solchen Konstruktion sieht man durch
Induktion ein:

G, sei die Gerade O, — O; =0 (1 =2,...,8), also m; = 1;
P, =1[3,...,}] G, sei eine Gerade mit den Gleichungen

Yips O +2,0; +u =0 (i = 2,...,9),
Yip > My, Zip =+ ,0’ (?ﬁ,z; %2 ui,?) =1 (1=2,..,8);

weiter moge G, den Punkt P, enthalten, aber in keiner Hyper-
ebene vom Rang < 2 enthalten sein; das geht nach Hilfssatz 1.
Dadurch ist m, > m, definiert. Endlich sei W, ein abgeschlossener
Wiirfel mit dem Mittelpunkt P, und mit der Kantenlange
<Y  wcE -
my p(my)’ , :

Gesetzt nun, fiir ein n > 0 seien Gy, ..., Gpr1; My, . . ., My y1;
P,..,P,;; W, ...,W, den aufgezihlten Bedingungen gemiss
konstruiert; dann konstruiert man G, 2, My +2, Pyt1, Wy 41 folgen-
dermassen: Man wihle einen Punkt P,.; mit rationalen Koordi-
naten auf G4, und innerhalb W,, der in keiner Hyperebene vom
Rang < n +.1 liegt (das geht -nach den Eigenschaften von G, .1).
Dann wihle man nach Hilfssatz 1 eine Gerade G, 2 durch den
Punkt P, ,,, die ein keiner Hyperbene vom Rang < n+ 2 liegt
und folgende Gleichungen hat:

Yin+20; + zz,n+291 + Untz2=0 (=2,...9),
Yin+2>Mu+1, Zin+2F0, (Yin+2 Zin+2 Uin+2)=1 (1 =2,...,38).

Dadurch ist m,+2 > m, 41 definiert. Schliesslich wihle man um den
Mittelpunkt P,;; einen abgeschlossenen Wiirfel W,4+, C W,

dessen Kante < 1 ist und der keinen Punkt keiner
My 41P(Mp 12)
Hyperebene vom Rang < n + 1 enthalt (das geht nach der Wahl

von P, ;). Damit ist die Moglichkeit der Konstruktion bewiesen.

Es sei P=[0,,...,0,] der (eindeutig bestlmmte) Punkt,
der in allen W;, also auch in B liegt. @y, . . ., O, ist'ein elgenthches
System; denn sonst miisste P in-eiher Hyperebene veén n‘gendemem
Rang j liegen und das geht nicht, da P in W;,, liegt. Es sei weiter T
eine positive Zahl mit ¢(r) = 1 = m,; es gibt also ein 4 > 0 mit -
m; < @(t) < myr1, also T < p(mjyq).

Da P in W; liegt, so ist, P; = [, . . ., 17,] gesetzt,

1 .
Ol <s—F7—— (=1,...39),
e — 6] 2my; p(mj+1) ( )
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"Yiimtzignt+ui=0 (=2,...9),
mp = yi,; >0, mi = 25| +0, (¥ij,2,5 ) =1 (=2,...3),
also

1 1
Iyi,i91+zt,i96+ui,i|<m<7 (t=2,...9)
und
]3/£7|<‘P(T)’ ]z,,,|<¢p(r) Yi,i >0, |z, +0 ("'—2 , 8),

womit Hilfssatz 2 bewiesen ist.
Hilfssatz 3. Gegeben seien zwei Zahlen: s > 1 und 0,. Es set A
die Menge derjenigen Punkte [O,, . . ., 0,]°) aus dem Einheitswiirfel
w: 0<@;<1 t=2,...9),
welche /olgende Eigenschaft haben: es gibt unendlichviele Systeme
g, Xy - - ., Xy ML
1

Max x| >0,
= Max (| 2* log? (| 2 | +3))
1=12..,8

$=23...

z z0; + X <

i=1

(12)

Behauptung: pA = 0.
Beweis. Bei gegebenen %, z,, ..., &, mit &' = Max | ;| > 0

1=23,...,8
sei B (%g, 2y, - - ., Z,) die Menge aller Punkte [0,,.. ., ©,] aus W

mit (12); wird z = Max | 2; | gesetzt, so ist offenbar
1=1,2,...,8

2
E (2, 2y, .. ., ) & ——m——.
m e )= z'a*log¥(z+3)
Bei gegebenen z,, %,, . . ., 2, gibt es hochstens (2s + 1) 2’ Werte
von z, mit K (z,, 2y, . . ., ¥,) & 0. Die Reihe

2 BE (%0 2y, ..., %) (¢ = Max | &) (13)
Zoy Z1yeersZyg i=2,3,...,8
z'>0

wird also konvergent sein, wenn die Reihe

2 (28 + 1)
2T (z=M .
L1yeees Ty x.log'(x + 3) (x 1'=la2x l o l)
z>0
konverglert und diese Reihe konvergiert tatsachhch denn jedem
Wert von x entsprechen O(z*—!) Glieder der Reihe. Aus der Kon-
vergenz der Reihe (13) folgt aber, dass diejenigen Punkte [0, . . .,

%) Wir arbeiten hier also im (8 — 1)-dimensionalen Raum der Punkte
[\(9:’ @;’ ooy 08]- :
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0,], die in unendlichvielen Mengen E (x,, ;. .., 2,) mit ' > 0
v liegen, eine Menge vom Mass Null bilden.?)

Beweis des Satzes 4.

Es sei 2 < k < n. Man wahle die Funktion ¢(r) des Hilfssat-
zes 2 so, dass ¢(r) = log log 7 fiir hinreichend grosse 7 ist und man
wende Hilfssatz 2 mit s — & — 1 an. Es gibt also ein eigentliches
System 6,, 0,,..., O;—; mit folgender Eigenschaft: zu ]edem
hinreichend grossen 7 gibt es 3 (k — 2) Zahlen y;, 2, us (0 =2, .. .,
k— 1) mit

>0, 0, (Y, z,wm) =1, |40, +260; + u | < 1/
(1=2,...,k—1), ; (14)
Max (| ¢ ls-- o lye—1l, 120, ]2—1]) < loglogz.

Man wihle ein solches System 6,, ..., Or—;. Diejenigen Punkte
[@k, . . ., Oy], fiir welche das System 6, . . ., @, nicht eigentlich ist,
bilden im (» — k 4+ 1)-dimensionalen Raume eine Menge vom

n
Mass Null; denn aus Za.-@, + ay=0, Max (|a;|,...,|an|) >0
i=1
folgt, dass mindesten; eine von den Zahlen ay, ..., a, von Null
verschieden ist (denn 6,,..., @¢—; ist ein eigentliches System);

also sind die betrachteten Punkte [0, ..., 6,] auf abzihlbarviele
(n — k)-dimensionalen Hyperebenen gebunden, bilden also tat-
sachlich eine Menge vom Mass Null. Nach Hilfssatz 3 (mit s =
=n—k + 2) kann man also @, ..., @, so wihlen, dass erstens
das System 6),, ..., O, eigentlich ist und dass zweitens die Un-
gleichungen

1
Max|v| >0, | v,0, + 2%;0; v, | <
i=k,. ,.l i | 2.6, Z Ot <yra (|vs|—*+2 log®(|vs| +3))
i=Lk,...,n
hochstens endlichviele Losungen in v, vy, vk, . . ., v, haben. Daraus
folgt, dass fiir hinreichend grosses 4 die Ungleichungen

1
0<‘l§{a‘x I Vs |<l I (2 |<2,, ‘ 'Ul@l + z vt@ + Uy l < 21};—1‘:4-2108’—}'

(15)
tuberhaupt keine Losung in v, vy, %, ..., v, besitzen. Um den

. 0
10) Beweis: Ist ZyN,. konvergent und ist N die Menge derjenigen
n=1 .
Punkte die in unendlichvielen Mengen N, liegen, so ist N cz Np, also
n=k
uN S ZpNn fiir jedes & > 0, also uN = 0. .
n=k
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Satz 6 zu beweisen, geniigt es zu zeigen: ist ¢ hinreichend gross, so

gibt es kein k-System z,, x,, ..., x, mit
Ma:x([x| oz )<t Z O+ 2| <— . (16)
1y oo oy n = x\ 1 0 —tn_k+2logbt
Gesetzt, (16) sei fiir ein k-System Zy, Xy, - . ., &n wahr; daraus wol-

len wir fiir hinreichend grosses ¢ einen Widerspruch herleiten. Nach
Voraussetzung gibe es ein ! mit k < I < n, 23 3+ 0. Man wihle ein
System y;, zi, u; (¢ = 2,..., k—1), sodass (14) mit v = e, also
loglog = = log ¢ gilt (alles fiir hinreichend grosse ). Man multi-
pliziere (16) mit 2,2, . . . z—; und benutze (14) (mit v = et); dadurch
bekdme man

k—1 =1 k—1

| 6, (%Ez % — Z: -mhﬂ %) + 2 O;z; Hz, + v, |
7#!
< (k—2)tlogt—3¢ (log t)*—2 .
et tn—k+ 2 (lOg t)(n—lc+ 3)(k—1)+3
1

. . 17
tn—k+ 2 (log t)(n—k+ 2)(k—1)+3 ( ' )

Setzt man also
' A=tlogt—1t > (k— 1)t logt—2¢,

und setzt man v; (1 = 1, k, . . ., n) gleich dem Koeffizienten von 6; .
im Ausdruck (17), so wire erstens v; & 0, zweitens

0 < Max || < 4 [v,[<l | 1,0, +ZU,@,+1;\,,

t=k,..,n i=

1 - 1

An—k+2 logs t < 2 n—k+2 10g2 F i

also ware (15) wahr, was fiir hinreichend grosses ¢ den gesuchten
Widerspruch liefert.

<

*
0 pi‘lbhznem feSeni rovnice x, @+ ...+ %, O, + 8 = 0 celymi

Lisly.
(Obsah piedeslého ¢lanku.)

Malé latinskd pismena necht zna,mena]i celd ¢&fsla. Jsou-li
6, ..., 0, reilni &isla, potom plati, jak zndmo, tyto véty:
I Pto kazde t > 0 maj{ nerovnosti

O<Ma‘x(lxl [s"'vl-xn[)ét, Ti xi01;+$0

t=1

<t (1)
fedent. -
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Tedy tim spiSe: : :
I1. Pro nekoneéné mnoho t > 0 maji nerovnosti (1) FeSeni.

Je znamo, Ze exponent — n nelze ani ve vété I ani ve vété IT
sniziti.

V tomto &lanku vySetiuji, jak ]e nutno modifikovati véty
I, II, jestlie pozadujeme, aby aspoit k &isel x; (1 < ¢ < n) bylo
od nuly réznych. Pro & = 1 mime véty L IL Jeldi 1 <k <,
Ize hlavni vysledek vysloviti zhruba asi takto: exponent — n je
nutno ve vé&té I nahraditi exponentem — (n — k + 1) a ve vété 11
exponentem — (n—k + 2); Zadny z téchto exponenti nelze
sniziti. (Pfesné je vysledek vysloven ve vétach 1. az 4.)-
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