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kde =1 (mod.4) a &sla », & jsou nesoudélna. Ptejdeme-li
k hodnot& sdruzené, plyne za stejnych podminek

|4k)|—1  aZnwi

Ve = (—;‘—)(1—0 V=%

a=0

Poznamka k c¢isliiom Bernoulliho.
Napsal

Dr. Karel Petr,

professor v Olomoueci.

Séftame-li 2., 5., 8., 11., ... élen rekurrentnfho vzorce
Moivreova pro éisla Bernoulliho, obdrzime vyraz obsahujfci Cisla
Bernoulliho o indexech dle modulu 3 shodnych. Jest pozoruhodno,
Ze tento vyraz jednoduse dd se ustanoviti. Obdrzime tak formuli,
kterdz pro vypoclet uréitého ¢fsla Bernoulliho témét devétkrdt
jest vyhodng&j$f nez formule Moivreova; jednak jest totiz tieba
pocitat jenom tfetinu ptredchdzejicich, jednak pro vypocet
jednotlivého Cisla mdme vzorec tfikrite kratsi.

Okolnost tuto, ze z formule Moivreovy Cdst clend jakozto
zndm4 se mize vyjmouti, kterd, aé i z jinych ohledd ne# pravé
dotceného, jest dosti zajimavd, dosud byla nepovSimnuta,
hodlime v ndsledujfcim dokdzati.

Kofeny rovnice
z(l —2)—1 =0

ozna¢me &, &; plati mezi nimi vztahy, jak z rovnice ihned
patrno,
— J— 3 —_
&§=1—s,, =& = -

S —&F - =72, s =s

1
3k — €1 =x1.

3k-+1 342

Znaménko horni plati pro indexy liché, dolnf pro indexy
sudé. Lze psdti tudiZ identicky

@—e&)" =[x —1)+¢&]"
z—e&)" =[x—1) : &

Umocnime-li a stitdme-li tyto identity, dostaneme



m—4

22" —m, 2" — mz " 2my " — oy @
— my ™" 4 2mg 2" —
=2@— )" +m, (z— D" —m, (x— 1)""'2 om, (& — 1"
—m, (e — )" fm, (e — )" 2my (x— 1) -
anebo
— @+ 1" + 32" -+ 3my 2" 4 3mya" "
=—(@—1—1)"4+3@@—1)"—3m,(x —1)"*
+3my (x—1)" 7 — .. ..
Tato identita vede nds k analogické pro funkce Ber-

noulliho. Tyto budeme zde definovati jakozto celistvé raciondlné
funkce pro celistvé hodnoty argumentu rovnici

@, (®)=1"+2" 43"+ .. . 42"
Dosadime-li do odvozené identity za x =1, 2, 3,...,2
a pak seiteme, obdrZime po snadné redukci

— @+ )" 14+6[me, Ame,  me, A -]
=@—1D"—(—1)"+ 2" —3[z"—m, 2" fma" " — ],

ve kterémzto vztahu tf-ba po p¥ipadé vynechati ¢len od z ne-
zavisly v zdvorce hranaté na pravé strané. Tuto identitu lze
téz pséti

m, @, _, —*_ my, P, _, + My P 15 + My Py +
: 1 ) 77— m— m
(@) :g—tm2w 2+‘m4x 4+m6x 6+]
+%[m3xm—3_m6xm-6+7n9 xm—~9_ .. ]

Cleny na « nezdvislé v zdvorkich se jiz nevyskytuji.

Dosadfme-li za @, rizné vyrazy a srovnime-li koefficienty
stejnych mocnin x, dostaneme rdzné vzorce rekurrentni pro
¢isla Bernoulliho. Odvodime zde jenom jediny, uZivajice vy-
jddieni funkce Bernoulliho sudého indexu jakoZto funkce argu-
mentu z.*) Jest, jak zndmo,

*) Mohli bychom téz vyjadriti B. f. jakoito funkce argumentu
(22 + 1), kteréito vyjddfeni by nds vedlo k relacim mezi tangentovymi
koefficienty.
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pu = (— ' B,z + xzw.m, P, (&) ==,

znac¢l-li B, é&fslo  w-té Bernoulliho, v, celistvou raciondlnf
funkei z. '

Pokldddme-li v identité («) m za liché tvaru 2u + 3
a srovnime-li prvé mocniny x na obou strandch, dostaneme
tento vztah pro ¢fsla Bernoulliho:

w=3k, (20+3),B, —(2u +3),B,

1) 5 . -
+@u8)B, o~ @ +3),, By= ()
) u=3k+1, (2u—+3), B, —(@u+3), B,
~ -4 2 —5—‘
+ (21 48),,B, _ —... %+ @Qu+3,, B =(—1/ *‘iﬁj
p=3k+2, 2u+3),B,—2u+3,B, _,
3) ‘ ! I 2D 492
“+(2u »-}»3)15]3'”_“ —... .+ @u+3),, B, =(—1 e

6
Jestlize tyto formule srovndme se vzorcem Moivreovym

(Z ,Miscellanea analytica“, r. 1730. p. 6., viz Saalschitz: ,Vor-
lesungen iiber Bernoullische Zahlen“ pag. 7.)

(2m + 1)1 Bm.—(2m+1)3 Bm_1+(2m+1)5Bm PR
BireTAR)

vidfme ihned, Ze pro m =yp 4 1 ¢leny nadf formule shoduji se
s 2., B.,... tlenem formule Moivreovy.

Podotykdme je$ts, Ze zpisobu, kterého jsme zde pouzili,
da se uziti- k vyvozeni v8ech tak zvanych zkrdcenych f rmuli pro
¢isla Bernoulliho. jeZ jsou obsaZeny ve spisu Saalschiitzové jiz
citovaném. Stat{ rozvinouti dle poulky binomické vyraz

" (x—1)"

jednou dle mocnin z, podruhé dle mocnin z — 1. Z identity tak
vzniklé a z jiné jednondsobnou integraci*) z této odvozené,
dajf se odvoditi formule Seidelovy a Sternovy a Saalschiitzovy.

*) Tuto integraci 1ze v8ak snadno nahraditi elementdrnym dikazem
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Prvé odvozuje Stern v ,Abhandlungen der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen® 1878 zpisobem ponékud dlouhym -
pomoci differenénfch Ffad; Saalschiitz pak ke své formuli pfi-
chdzi pomoci souttové fady Mac Laurinovy.

Ostatné plynou z identit dotéenych téZ identity piislusné
pro funkce Bernoulliho.

Piispévek k theorii lemniskaty.
Podava

Dr. K. Zahradnik,

t. professor mathematiky pii université v Zdltebu.
Lemniskata, jejiZ rovnice jest
(1 (@* + 9%)* — 2a*(x* — y*) =0,
je krivkou raciondlni. Kazdy kruh, jenz se dotykd lemniskaty
v redlném dvojném bodé, protind ji v 7 pevnych bodech, osmy
prisek jeho je zdvisly na poloméru u toho kruhu jednoznacné,

t. j. miZeme soutadnice toho bodu vyjddiiti pomoci poloméru u
jako raciondlniho parametru. Obdrzime

s u(a® 4 u?)
. z=a*)2 at+ ut
(2 % 2
» — g2y 2@ W),
y=a V2 at - ut
Substituci
(3) u=at, aV2=c
obdrz{ rovnice (2) tvar*)
E(1 -+ )
e=e SR
4) _t(1—1)
Y=CT1xe

VloZzime-li hodnoty (4) do rovnice kruhu, obdrzime ihned

*) Parametra « uziva Dr. Em. Weyr ve svém pojedndni: ,Die
Lemniscate in razionaler Behandlung.“ Praha, 1878. Jinou cestou algebra-
ickou ptichizi Hermite k rovnici (4) lemniskaty ve svém: ,Cours d’Analyse.*
Paris, 1873, pg. 242.
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