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Prispévek k theorii kuZelosecek.

Podéva

Dr. Karel Zahradnik,

f. professor mathematiky pfi université v Zih¥ebé.

Sestrojeni tecny.
1. Soutadnice x, y kteréhokoliv bodu M kuZelosetky
1) y* = 2pz — wg’
mizeme vyjadfiti pomocf raciondlného parametra « rovnicemi

_ 2 _ _2pu
2) x—;z':}fq, y—uz_*f—q»
kdez znati, jak zndmo,
w = tg MOX.

Tetna bodu M kuZelosetky jest

Quy — (u? — q) x = 2p.

T4z protind tecnu vrcholu A, jenz jest diametralnym bodem
potitku soufadnic O v bodé M,. Souiadnice bodu M, jsou

Y p
3 xr, 2%, = =,
®3) =29 y=1
Privodic OM bodu M protind teénu vrcholu A v bodé B,
jehoZz soutradnice jsou

,_ 2% y—2p
4) ¥ = 7 Yy = g %.

Bod M, pilf tudfz délku AB, z kteréito vlastnosti vychdzi
ndsledujicf konstrukce tetny kuZeloselky se stfedem v koneénu.

Ze stiedu S kueloseéky vedme rovnobéku s priwodidem
OM; tato rovnobétka protind tecnu bodu diametralného pocdthku
souradnic v bodé M,. Spojnice MM, jest hledand tecna.

2. Kdybychom jiny bod O’ kuZelosecky pokladali za po-
¢dtek soufaduic, primér toho bodu za X, tetnu jeho za osu Y,
neméni se tvar rovnice kuZelosetky; parametr # je v pifpadé
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tomto délicf pomér paprsku OM vzhledem k osdm souiadnic,.
totiz ’
Yo O
— sin(MOY) °

JelikoZ rovnice (3) i (4) neménf sviij tvar, vychdz{ nésle-
dujici sestrojeni teény bodu M kuzelosetky :

Priwodic O'M protind teénu bodu Q diametralného bodu O’
v B’. Spojnice stredu M, délky QB’ s bodem M stanovi teénu
bodu M.

Soutadnice bodd B a M, dané rovnicemi (3) a (4) zdvi-
seji pouze na velikosti hlavni osy kuZelosecky a na parametru
w. MiZeme tudfiz Fici: Dédn budiZ svazek kuZeloselek o spole¢né
hlavn{ ose OA. Krajnim bodem O této osy vedme paprsek, jenz

Obr. 1.

jednotlivé kuZelosetky svazku v bodech M protind a teénu
spoletného vrcholu A v bodé B. Spojnice M,M® stiedu M,
délky AB s body M jsou tec¢nami na jednotlivé kuZelosetky
svazku.

3. Budiz opét OA hlavnf osa, T, tetna vrcholu A, O po-
tatek soufadnic, OA osou X pravothelné soustavy soufadnic.
Déle budiz O’Q uréity primér kuzeloseiky, T, tetna bodu Q.
Promitnéme bod M kuZelosetky dané s bodu O, O’ na teénu T,
resp. T, Budtez B, B’ dotyené projekce. Dle predchézejiciho
odstavce lezf stiedy M, délek QB’ pifsluSnych bodim O’ (pfi
proménlivém O’ na kuZeloseice) na piimce, jez se dotykd dané
kuzelosetky v bodé M. ' '
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Budtez naopak nynf body O, O’ pevné na kuZeloselce a
bod M proménlivy. Za kaZdy bod M obdriime dva body B, B’
prvy na T,, druhy na T, PFfi proménlivém M obalujf spojnice
BB’ kuzelosetku, jez se dotykd teten T,, T,

Diikaz syntheticky jest jednoduchy. Promitneme-li s vrcholu
O kuzelosetky body jeji na tetnu T,, obdrzime fadu bodi (B).
Podobné jest fada bodt (B’) projekef bod kuZelosetky na teénu
T, bodu Q, jenz je diametrdlnym bodu O’, vzatému za stfed
projekce. Tyto dvé Fady bodové jsou projektivné. Vyjdeme-li -
od bodu B na T,, vedme OB, ¢fm% obdrZime bod M na kuzelo-
setce a O'M urtuje na T, sdruZeny bod B’. Naopak vracime se
od bodu B’ jednoznatné k bodu B. Body B, B’ ptimek T,, T,
jsou tim ve vztahu jednoznaéném, t. j. projektivném; spojnice
jejich obaluje tudfZ kuZelosetku, jez se dotykd spojnic fad bo-
dovych T, T, Ze ty dvé tady bodové mnejsou v perspektivné
poloze, vychdzi z toho, %e se nenachdzeji v jejich priseku dva
body sdruZené.

4. Analyticky dikaz je téZ jednoduchy. BudiZ ¢ parametr
bodu O’ dané kuzelosecky a z, y jeho soufadnice. Parametr
v bodu Q diametrdlného bodu O’ vychdzi z relace

tv =—gq,
je tudiz

S
v = e

Oznaéfme-li «’, ¥’ soufadnice bodu Q, najdeme
2pt? 2pt
b = - — =,
® @+’ 7 44
TotéZz plyne i geometricky, nebof
x’:OA—KA:?%—x, v =QK=—uy.

Z poslednich rovnic plyne opét
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Rovnice tetny T, jest

(6) 2ty + q (@ — %) xz = — 2pt?
a rovnice spojnice¥) OM jest
(7 C+u)y—(@Fu- qz= 2p.

Tetna T, protind spojnici OM v bodé B, jehoz soutaduice
jsou
o= 2pt (2q + 2 + Tu)
' y= 20— @ )
e C—w

Soutadnice £ % spojnice BB’ nabudeme

— ¢+ q (49w —qgtu

o S TY TR
w= —qlgu-1) + 2ut?)
T

Budiz nynf » proménlivo, t. j. bod M ménf svoji polohu
na dané kuzeloseéce, tu obaluje spojnice BB’ kiivku, kterd jest,
jak jiz z rovnice (9) -patrno. druhé tf{dy. Rovnice (9) ji vyjad-
dfuji v soufadnicieh tangencidlnich.

V pravodblych soufadnicich bodovych jest rovnice této
kuzelosetky

(10) [gtx + (g + 2t*)y — 4pt]* + 4 [ (¢ +q) = - 2pt*] [qz
+ ty — 2p] =0.

Z rovnice této pozndvdme, Ze nezdvisle na poloze bodu
O’ na kuzelosecce obdlka vidy prochdzi potdtkem soutadnic
(vrcholem O) a Z%e se dotykd privodite OA’ bodu A’, jenZ jest
diametrdlny bodu O, v poéitku soufadnic O. Bodem O’ t. j.
parametrem £, jest jiz kuzelosetka (10) urtend. Ctyfem bodiim
t, ty Ly, t, na zdkladn{ kuzelosetce piisluleji ctyfi kuzelosetky

*) Z rovnice (7) plyne soumérnost bodi ¢ a » k ose X, je-li ¢ +» =0,
soumérnost k ose Y, plati-li tu = ¢q. Z obou podminek soumérnosti
k osdm obdrZime podminku soumérnosti vzhledem k stfedu kuZelo-
seéky, t. j. podminku diametrdlnosti dvou bodid kuZeloselky.
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(10), jez se protinajl v bodé O pod tymz dvojpomérem, jenz
oném boddm p¥islusf a jest roven (¢,, 4., %, Z,).

5. VSem bodlim zdkladni kuZelosetky piisludf fada kuzelo-
setek, jejichz obdlka jest kfivka dvandctého stupné.

KaZdym bodem roviny probihaji ¢tyfi kuZelosecky (10),
prislu$né parametrim ¢,, ¢,, #,, ¢,, tudiz ¢tyfem boddm na zi-
kladnf kuzeloseice. Hleddme-li geom. misto bodd (z, y), jichz
kuzelosetky ptisluSeji étvefindm bodd na zdkladni kuZelosedce
té vlastnosti, Zze se v harmonickych svazcich paprskovych pro-
mitajf aneb coZ totéz, Ze se ty &tyfi kuzelosedky v poédtku
soufadnic harmonicky protinaji, srovnejme rovnici (10) dle kle-
sajfcfch mocnin parametru #, totiz

(11) At A+ A A+ A, =0

Podminka harmoni¢nosti*. jest

A A A =0.
A, A, A,

Jelikoz jsou A, funkce druhého stupné vzhledem k =z, y,
je hledané geometrické misto kiivka stupné Zestého.
Kdyby koeficienty rovnice (11) vyhovovaly podmfice *¥)

(12) A A, + 3A7 = 4A,A,,

¢inily by kuZelosecky jdouc! bodem (x, y) skupiny aequianhar-
monické. Z rovnice (12) bezprostfedné vychdzi, Ze geometrické
misto takovych bodd (x, y) jest kiivka stupné Etvrtého.

1. Z rovnice (8) plyne opét, Ze je geom. misto bodd B’,
je-li M bod pevny, O’ proménlivy, racionalnd k¥ivk: tietfho
stupné, majfcf tii asymptoty redlné v pifpadé, Ze je zdkladnf
kuZelosetka hyperbola: jedna redlnd a dvé imagindrné asymptoty,
je-li zdkladni kuZelosecka ellipsa. Ubézné body uvedené racio-
naln{ kiivky t¥etiho stupné odpovidaji bodu M a db&Znym bodim
zdkladni kuzeloselky.

*) Dr. H. Durége: , Ebene Curven dritter Ordnung“. 1871, Leipzig,
pg. 25. nebo Cremona-Weyr : ,,Ijvod do geometrické theorie krivek ro-
vinnych¢. Praha, 1873, pg. 32.

**) L. c. pg. 25. a 33.
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8. Pro parabolu platf t4% konstrukce tecény; tfeba pouze
uvdziti, ze je stfed paraboly v nekonetné vzdalenosti a tudfZ
v8ecky priméry paraboly rovnobé&Zny.

Je-li ddén bod O paraboly, jeji primér tim bodem jdoucf a
tetna téhoz bodu, mimo to bod M paraboly, vedme, chceme-li
tetnu bodu M sestrojiti, bodem tfmto rovnobézku s primérem OX,

»/Y -

/e

1{{{,;: 4

Obr. 2.

jenZz tetnu OY bodu O protind v bodé B. Spojnice M,M stfedu
M, délky OB s bodem M jest hledand tetna. Jelikoz DO = OP,
nebof OM, =— PC = CM, shleddvdme souvislost této koustrukce
tangenty s konstrukef pomocf subtangenty.

9. Mohli bychom obdrZeti vzpomenutou konstrukei teény
bodu M kuZzelosetky z Pascalovy véty, predpoklddajice, Ze zndme

Obr. 3.

bod kuZzelosetky a dvé rovnobéziné teiny a zdroveli body do-
tytnosti A, B. Mame tu Pascaliv 3estitihelnik AABBMM, kdez
je na pifklad AA dand tetna T s dotyénym bodem A. Dle
schematu
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T ..BM.—.P

A

AB ... MM I
T,...AM . — .Q

najdeme bod T,.BM =P, T, . MA =Q. Spojnice PQ jest Pas-
calova pfimka SestiGhelnika AABBMM vepsaného kuZelosecce.
Spojnice bodu R = AB . PQ s bodem M jest hledand tetna, Je-
likoz je T, | T,, pili MR délku AP v bod§ C, délku BQ v bodé
D. Stfed S priméru AB je stfed kuZelosetky i plati jako dtfve
SD||AM, DM=T,,. ‘

Nova vlastnost kuzelosecky.

10. Necht jsou 0'Q, MN dva priméry kuZelosecky ; spoj-
nice O'M necht protind teiny diametrdlngjch bodi Q, N v bodech
P, R tak, Ze

RO’ — MP.

Tuto vlastnost dokdZeme tim, Ze dokdZeme rovnost pravo-

thljch projekef téchto tseti na ose X.

Obr. 4.

Budtez w, ¢ parametry bodu M, O; parametr bodu P dia-
metrilného bodu O’ jest ——3—, proto soufadnice bodu P [viz

odst. 4., rovnice (6), (7), (8)] jsou
- — 2pt (29 1 * 4 tu)
@) B IGR I
_ 2 (—¢+7
T Fot—w
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a soutadnice bodu R obdrzime, piSeme-li 4 misto ¢ v rovni-
cich (8)
5 — 20% (2 + '’ - tu)
gy = (g )
e g) (w—1)
Primét dsetky MP na ose X rovnd se rozdflu tsecek bodi
P a M; je tudiz jednak
2pt (29 4-1* tu) 2p

G w4 q
L ptlete %
gt—w) g+ —w w+tq
Tymz zpisobem obdriime primét usetky RO’ na ose X

2% 2pu 2pu (fu + )
F4q qu—1 qW+q@—1)"

Tyto priméty jsou rovny, hebot plati

aneb

2pt 2pt (bu 4 q) 2 _ 2p + 2pu
g¢t—w g FQt—w wfq £4q q¢t—w
+ 2pu (bu 4-q)
q@* gt —u)’

" Prevedeme-li totiz vSechny tleny na levou stranu a zkritf-
me-li Cinitelem —2;, obdrzfme po krdtké redukei
e bt
E+ow+e F+owto
aneb
#* + @) W+ @) + ¢* = tu® + ¢ (¢* + u*+ 2q),
z kteréhoz tvaru totoZnost vysvitd. Tim jest i dokdzino, z»
MP =RO".

11. U ellipsy mohli bychom mnohem jednoduSeji tuto
vlastnost dokdzati. Kruh jest orthogonalnym primétem ellipsy.
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Obrazec 4. prejde tu v obrazec 5., kdez téhoZ oznadeni jako
v obrazci 4. jsme uZili. Trojihelniky OQP a MNR jsou shodny,

Obr. 5.

nebotf jsou pravouhlé, dile je 3T NMR = 32 POQ a OQ = MN,
tudiz RM = OP a proto MP = RO.

Jelikoz horni vztah platf pro kruh a parallelnou projekef
se neménf, plati téz pro ellipsu.

Véstnik literarni.

Arithmetika pro I. a II. tiidu 8kol gymnasijnich.
Sepsal Frantisek Téma, professor c. k. gymnasia v C. Budé&jo-
vicich. Vyddnf pété. Cena se§. 150 K., vdz. 180 K. V Praze,
1898. Tiskem I. L. Kobra. Ndkladem vlastnim. Nové vyddni
této utebnice, od r. 1886 na gymnasifch zavedené (viz Casopis
roé. XVIL), neliSf se podstatné od vyddni &tvrtého, o némz
Casopis roé. XXIV. pochvalny ptinesl posudek z péra vynika-
jicfho odbornfka prof. dra Vailause. Predsevzaté zmény, pokud
nejsou rdzu toliko stylistického, nesou se hlavné k rozmnoZenf
ptikladi k cvi¢enf. Mimo to prehledn&ji a srozumitelnéji poddny
jsou polty na sto a ve stu. Bylo by si jeSté ptiti, aby vyklad
o potitdni zlomky obycejnymi zaloZen byl na pfedchoz{m vykladu
o zlomeich desetinnych. Tim piedeSlo by se parallelnfm a zdén-
livé riznym vykladim nékterych vykonld poéetnich se zlomky.
Rovnéz doporutuje se zaloZiti vyklad o poditdnf &fsly mnoho-
jmennymi, rozvodu a pfevodu na obdobném poéitdn{ &isly dese-
tinnymi. Lze tudfZ i v tomto sméru uZiti methody induktivni,
jiz pan autor v ucebnici s prospéchem sleduje. V poétu pro-
centovém s vyhodou jest zavésti ,jednotku“ 1°/, zdkladu, t. .
sty dfl zdkladu. Vynos na pf. 684 jednotek po 3°/, (§ 61, a)
vypocitdme takto: 1°/, z 684 jest 684, 3°/, tudfz 6:84 X 3 atd.
Obdobné vedeme si pii vypoéitdvdni procenta i zékladu, berouce
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