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Prvé odvozuje Stern v ,Abhandlungen der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen® 1878 zpidsobem ponékud dlouhym -
pomoci differenénfch fad; Saalschiitz pak ke své formuli pfi-
chdzi pomoci souttové fady Mac Laurinovy.

Ostatné plynou z identit dotéenych téZ identity piislusné
pro funkce Bernoulliho.

Piispévek k theorii lemniskaty.
Podava

Dr. K. Zahradnik,

t. professor mathematiky pii université v Zdltebu.
Lemniskata, jejiZ rovnice jest
(1 (@* + 9%)* — 2a*(x* — y*) =0,
je krivkou raciondlni. KaZdy kruh, jenz se dotykd lemniskaty
v redlném dvojném bodé, protind ji v 7 pevnych bodech, osmy
prisek jeho je zdvisly na poloméru u toho kruhu jednoznacné,

t. j. miZeme soutadnice toho bodu vyjddiiti pomoci poloméru u
jako raciondlniho parametru. Obdrzime

s u(a® 4 u?)
. z=a*)2 at+ ut
(2 % 2
» — g2y 2@ W),
y=a V2 at - ut
Substituci
(3) u=at, aV2=c
obdrz{ rovnice (2) tvar*)
E(1 -+ )
e=e SR
4) _t(1—1)
Y=CT1xe

Vlozime-li hodnoty (4) do rovnice kruhu, obdrzime ihned

*) Parametra « uziva Dr. Em. Weyr ve svém pojedndni: ,Die
Lemniscate in razionaler Behandlung.“ Praha, 1878. Jinou cestou algebra-
ickou ptichizi Hermite k rovnici (4) lemniskaty ve svém: ,Cours d’Analyse.*
Paris, 1873, pg. 242.
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jakozto podminku, dle které ¢tyii body lemniskaty ¢, ¢!, #1L, ¢V
lez{ na jednom kruhu.
PfSeme-li #! — ¢ = ¢IV —= ¢, obdrZime

(6) =1,

kterdZto rovnice poddvd vztah mezi bodem oskulaénim ¢ krubu
kiivosti a jeho redlnym prisekem ¢’ s lemniskatou.
Z rovnice (6) vychdzf, Ze kazdym bodem ¢ lemniskaty tii
kruhy Kkrivosti prochdzejf a to jeden redlny a dva imagindrné.
Parametry bodd oskulacnich obdrzime jako kotfeny kubi-

cké rovnice
1

)] ¢ 7

Z této rovnice plyne ihned, oznatime-li ¢, ¢, ¢, jeji
kofeny, Ze body oskulaéni ¢,, £,, ¢, kruhi kfivosti prochdzejicich
bodem ¢ lemniskaty opét na jednom kruhu lezf, coz lze i takto
dokdzati. Jelikoz tato vlastnost*) dle Joachimsthala kuzelosetce
ptipadd, a z kuZelosetky inversi kardioidu, lemniskatu, cissoidu
atd. obdrzime, platf{ tato vlastnost téZ pro uvedené krivky, tudfz
i pro lemniskatu zvldsté.

PiSeme-li k vili krdtkosti:

A JY" ty = (&),
bty + 8ty + 4t = (0),
bty = (8)s,

obdrzime z rovnice (7)
' 1
(8) (t)a =0, (t)‘z == 0, (¢),= 7
tudiz téz
8/ 34— 3 54 —_— 3 0 — (fu J—
(8) (¢ )1'—"21‘1 (@ )2"'727’ ), = (@), = o,

kdez w==34, 4 i u jsou éisla celd i positivnd a misto ¢ jsme
jednoduSe psali ¢.

*) Viz K. Zahradnik: ,Vlastnosti jistych trojin oskulaénich na ku-
Zeloseéce. Archiv math. a fysiky, 1I. dil, Praha, 1879.
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Ttri body oskulacni ¢, ¢, ¢,, jez sdruzeny jsou bodu ¢,
t. j. jejichz kruhy kfivosti spoletné probihaji bodem ¢ lemniskaty,
jmenujeme trojinou bodd oskulaénich.

¥ vy

Budiz T (&, %) tézisté trojiny oskulaini ¢,, £, ¢, sdruzené
bodu ¢. Vzhledem k rovnicim (8) i (8%) obdrzfme

eyt h1+E) ot

) _—3,‘__1 148 - 1+ ¢
,«2£§ﬁ£:ﬁl_cﬁﬂfﬂx
T AT Fae T e
neb jest

(b (U — 8 88 = () + O,
Bt~ )1 —t 818 — (), + (D), ()
oIa-+t)y=1+@)j.

Lezi tudfz tézisté trojiny oskulaéni na lemniskaté i jest
onym bodem, jemuz je ta trojina sdruZena.
Kruh opsany trojiné oskulaéni.

Rovnice kruhu probfhajictho tiemi body jest

(10) (w2+y2)|x,y,1|—w|x2+y2,y,1|
+yle* %o 1| — |2+ gy 2,y =0.

Za trojinu oskulaéni vS8ak plati

s Ot O _
I7 (1+ 8}
h=1

a to za ptic¢inou rovnic (8) i (8); mimo to jest

|x7y11|:-2c

2 — o 1+(®);
2 l_tzzx
|$2+ yam’ll-—:"—'2cadﬁ—(—l—;}(f)zf)-

. ®)s
23 2 | — 4
|”‘+?/swa?/. 40 AH(1+t4)’
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znamend-li
4 =11,¢ .

Rovnice kruhu (10) prechdzi, jsou-li ty tii body, jimiz
probfhd, trojinou oskulaéni, ve tvar

[+ e —[1— O3]y — 20 (b =0,
t. j. v rovnici
(11) P=1+*)x+1—1t*)y—2¢ =0.

Kruh opsany trojiné oskuladni sklddd se z ptimky tbézné
a z ptimky P, kterd bodem £, jemuz je trojina oskulatni
sdruzend, probihd.

Piimka P je spoletnd tétiva redlného kruhu kiivosti a
lemniskaty. OpiSe-li bod ¢ lemniskatu, obaluje pifuoka P rovno-
osou hyperbolu

(12) H=a?—y?—c*=0,
jejiz redlnd poloosa OA4 —c.

Sestrojeni stredu krivosti.

Jak zndmo, je lemniskata primétnice rovnoosé hyperboly,
pokldddme-li jejf stied za pol. Z toho plyne sestrojeni bodu
oskula¢niho redlného kruhu kfivosti, jenZ bodem ¢ probihd,
konstrukce ta, k niz Dr. Em. Weyr*) dospél zcela jinou
cestou. Na Ot sestrojme v bodé t kolmici. Jeji priisek s lemnis-
katou je hledany bod t*. Naopak miZeme k bodu ¢* lemniskaty
jako bodu oskulatnimu nalézti sdruZeny bod ¢ jakozto prisek
kruhu s lemniskatou, je-li prtmér krubu Of*.

Jelikoz sestrojent normdly v bodu lemniskaty necini Zddnych
obtiZi, je tim i jednoduchd konstrukce poloméru kiivosti i stiedu
kiivosti v bodé lemniskaty déna.

Piimka P je tudiZ tetnou hyberboly H; jejf bod dotycnosti
budiz M a ¢ pata kolmice s bodu O na P spu§téné. MiZeme
viak lemniskatu povaZovati za inversni kfivku rovnoosé hyper-

*) Dr. Em. Weyr 1. c. pag. 21.
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boly I se stfedem inverse vbodé O a polomérem kruhu inverse
0A = c. Platf tudiz

ON.OM = ¢~

Uvazujeme-li lemniskatu jakozto pramétnici hyperboly H
s polem v O, tu odpovidi bodu M (z, ¥) hyperboly bod ¢ (&, n)
lewniskaty. Uvazujeme-li vSak lemniskatu jako kiivku inversni
hyperboly H vzhledem k I' jakozto kruhu inverse, odpovidd
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bodu M (z, y) hyperboly H bod N (£, %) lemniskaty. Body
t, N lezf symetricky vzhledem k ose X. Jest totiz

R oo OO
— . ?/2 — gz ?/2

t y—— Y Y
/ z* +y* " x4yt

Patrné je polara P, bodu 23/ vzhledem ke kruhu inverse I"
tangentou hyperboly H, jejiz bod dotycnosti A’ s bodem M sy-
metricky lezi k ose X. Tuto vlastnost miizeme i ndsledovné vy-
Jadiiti: Hyperbola H je sama sobé polaroreciprokd vehledem ke
kruhu I
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