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0 souctech ,Gaussovych.
Referuje M. Lerch,

professor university ve Freiburku ve Svycarech.

Stanoveni souétd

n—1 2halni

e—;_

a=0
pochdzi od Gausse*), ktery byl k nim veden svymi dvahami
o rovnicich kruhodilnych. Pozdé&ji podali pro vysledky Gaussovy
nové dikazy Dirichtet**), Cauchy***) a Lebesgue (na témz
misté), v poslednfich letech svého Zivota vénoval jim Kronecker
nékolik duchaplnych rozprav.

Z knih o tomto predmété jednajicfch nékteré poddvajf vy-
sledky netiplné (Dedekind, Dirichletovy pfednasky o theorii éfsel,
prvni dodatek), nékteré neptehledné (na ptf. J. de Seguier,
Formes quadratiques et multiplication complexe). Tyto okolnosti
mne pohnuly uvefejniti ndsledujici dvahy provedené pilivodna
toliko jakozto pifprava k mym predndSkdm na université Frei-
burské. Ony tésné pfiléhajf k ¢lanku Kroneckerovu ,Ueber den
vierten Gauss’schen Beweis des Reciprotititsgesetzes fiir die
quadratischen Reste“}), a kde se odchylujf, stalo se k wvili
pfesnosti neb podrobnému objasnéni.

*) Disquisitiones, élinek 356 ; némeckého piekladu Maserova str. 426.
Dédle Summatio quarumdam serierum singularium (Maserova pfe-
kladu str. 463.)

**) Crelledv Zurndl sv. 17. (Sur ’usage des intégrales définies dans la
sommation des séries finies ou infinies) a sv. 19. (Recherches sur
diverses applications de I’analyse infinitésimale a la théorie des
nombres).

*+¥) Liouvilledv Zurndl sv. V. (1840).
4) Monatsbericht berlinské Akademie z r. 1880.



1. Pomocny vzoree z theorie funkef elliptickych. Budiz a
veli¢ina bud realnd a kladnd, aneb komplexni s kladnou ¢&dsti
realnou; pak konverguje rada

o

N — = (utn)?
f= Y =,

n=—x

nechf jest u jakdkoli velicina. Tato funkce jest stdle konecnd
a md periodu 1, ponévadz se obdri{ tvar f(w - 1), piSe-li se
n—+ 1 za n, ¢imZ se pouze Clenové fady ,,poSinou‘.

Z té piitiny bude lze — a to na zdkladé rozmanitych vét
analytickych, z nichZ nejjednodussf snad je véta Laurentova —
rozvinouti tuto funkei v fadu trigonometrickou

£ ) = 21 Ae™

m_—oo

Soutinitel A, mi hodnotu
1 . )
A= [Fwe  du
/
a dosadime-li sem za f (%) hodnotu (1), obdrzi se

0 o L:— (u+n)2—2muxi
An= Z f e du.
n=—wm g

V poslednim integrélu provedme substituci w + » - z,
¢imZ tento obdrizf tvar

@

nt+1

— -';1 22—2mari
f e dx,

n

a fada pro A, nalezend piejde tedy v integril
—Z 22— gmani

An— fea dz.

Vyraz tento lze nékolika zplsoby stanoviti v zakonteném
tvaru, jichZ volba zdvis{ na p¥pravé CtendfFové; pro Ctendre se
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ziklady Cauchyovy theorie funkc!{ sezndmené bude nejjedno-
dud8im odvozeni nisledujfci. Uddlime-li exponentu

T .
— — 2% — Omami

a

tvar
x —— 2
—x (VE: - mz\/a) am’n,
obdrzime
—am?y poo—a(p=tmiy
Am=e / ( ) dz.

Zde necht nim Ya znamend onu z obou hodnot druhé od-
mocniny, jejiZz realnd Cdst je kladnd. Zavedeme-li nyni inte-
graénf proménnou

7= —— + miYa,
Ya
obdrzfme vyraz

—amiy —r2
A,=—e Va f e dz,

kde vSak integrace nedéje se vice podél osy realné, nybrZ podél
ptimky vedené bodem 2z = miYa v komplexni roviné rovnob&zné

s vektorem —= a sice 0d — oo do + oo. Z Cauchyovy véty
a

zakladnf v8ak soudime, Ze se obdrii tdz hodnota integrdlu, pre-
lozime-1i cestu integratni do osy realné, takze bude

—amzrz —nﬂ
Ya j ds
-0
¢ili
—amix

A,=cVae ,

znamend-li ndm ¢ Gisté numerickou konstantu

> 2
—TTH’
c= f e dz.

—®

1%




Hledand rada bude tedy zniti

0, .z 2 o .
Z o 5 i) :cva Z e_am2n+2/mum;

n_—wx m=——oo

abychom wurtili ¢, kladme v =0, a =1; i vyjde

—n?x —m2y
IE

a pondvadz fada tu se vyskytujicf nenf nullou, méme ¢ =1,
takze platf vzorec zdkladni

- _ % ()2 & —av2z-2vuni
0 Z e =Va 2 e )

P=-—0 y=—-—00

ktery patti do theorie funkef elliptickych, byl v8ak Cauchyem
zplisobem prdavé vyloZenym odivodnén pied objevenim této theo-
rie a prichdzi také v rukopisné pozistalosti Gaussové. Jest
délezito p¥ipomenouti, Ze zde Ya musi mfti kladnou svoji &dst
realnou.

2. Budte nynf A a u celistvd &fsla, poslednf od nully rizné,
i vySetime, jak se chovd rada

@ (x) = 2 e—”“n(H%)

n——x

pro nekonetné mald z.

Polozme » = 2um + ¢, kde m probfhd veSkery -celistvé
hodnoty a ¢ pouze fadu éfsel ¢ =0,1,2,...|2u|—1: tak
obdrzfme veSkery celistvé hodnoty » a kazdou toliko jednou.
Bude tedy

12| —1 o%Ami ©

@ (x) = Z e Z e“(2m+e)22n

0=0 m=—u

a zbyvd jen vySetfiti hodnotu fady

—(2um+-9)2n
e t

P, (¥) =

m—_=—ce

pro nekonetné mald x. Radu tuto Ize psdti



(pg(x): 2 e~4u2.z-r<m Ju)z’

M — D

obdrzfme pro ni vfhodnéjsf tvar, uZzijeme-li vzorce (1) v pri-
padé

a—=_L
T 4pix’
takze bude
R Ny e
(Po( )—-— e il

Na pravé strané vyskytuje se totiz fada, kterou lze slou-
tenfm Clend 4+ v a — v psdti

I " 2R, 207
1 +2e 4 cos % ~+ 2e 1ux cos z -

9 16
+ 26 W cos‘i‘; + 2 T cos Sv":i‘ +..

a v té vSecky tleny se bliz{ nulle, stdvd-li se « nekonetné
malym, oviem tak, aby realnd ¢dst nebyla &dsti pomysiné ne-
kone¢né mensi. A sice jest ubyvdn{ ¢tleni této Fady toho druhu,
ze téz soucet rady sdm se blizi nulle. Odtud plyne

N e 1
[ —_
E—E};\x% @)= | 2u |
a tedy
1 2] 1 —-92}.3?

limYz o () = —— e «
| :ZOVQG(P( ) 5wl 2 "
t. j.
S 2 & M et _ o¥ni
. (2) limYz E P ;z) = 2—1—— Z e~ .

=0 n——w ,y/ l 0=0

Ze vzorce (1) mdme ddle pro v =0

Va y;; i 2

vloZzme sem



a==x —
T

a ve vzorci tak vzniklém
o
N A — 2@ M . B z +—l£'
\/w + a Z e ( 7 ) = Z e »

nésobme ob¢ strany Yz a prejdéme k limité pro z = 0.
Na levé strané se timto zplisobem podle vzorce (2) obdrzi

limita
e |22} —1 Ari
S
u2p| b ’

0=0
i zbyvd jen stanoviti limitu pravé strany, t. j.

2i 2 €
— 2 z- 2 — 2z /_,_L.

— y22 —
lim zz 7 = lim mx
z:ov " 4 Ut v " 1_*_/4);

Pri tom piedpokliddme, Ze A=0. Abychom tuto limitu
stanovili, ukaZme, Ze rozdil

2:: )2 U — ”<y — ,ut)l
a=Yle 5

zlstdvd koneénym pfi nekoneénd ubyvajicim z.
Podle vzorce

|[f@)—FfO=1 W] [u—v],

v némz w zna¢{ nezndmou veli¢inu obsaZenou na pfimee (% . .. o),
bude

__'ﬂ—z ,f _/—4_1 2 ,u. _ui ‘
e 1+%:‘ 757 — ( )
1?1 u?
== (! *_;_2__ i% ﬂf'\ PEE=C ’")
1+ F—x’
kde '
u?
0<e << o5t



Posledni veli¢ina je v8ak menSi nez

p wivin
v2 2, 212
vix /1° .x%e ,
z tehoz plyne
uvin
t.1 Z"’ g2 * %
xZ 1/28 222

aneb, znamen4-li

222,
(a) !A|< 8a?i’n

r=1

o e

Z rovnice

eewd
y—=—a [T ——
plyne differencovdnim
___1__ Z e——av’n 6— 2 —aﬂw =~ vim v
g _.—__e a
2Va a?
a0 y——00
¢ili
—_ m‘ ——aﬂ’z -V N —ariT @‘ 1,27‘ - 1:“‘;21
aVa =gl Y =Y e
y=1 VY =—00

Pro nekonetné mald ¢ md na pravé strané prvn{ Fada

hodnotu blizkou %, druhd je nekonetné mald; z toho plyne, Ze

fada

.,,
— \ 1 —aviz
a Vax Z vZe

r=1

pro nekonetné mald a se blfii —i~, a tedy pravéd strana rovnice

() je nekoneéné mald ziroveid s z, t. j.

lim 4 = 0.

z=0



Odtud plyne nejprve

vz.n 7 m)

o © ne ui
. - 1 + 3 17 . —_ —yig(

lim Yz E e = lim Yz Z e (&

=0

y=--o y— —8

a tedy mdme rovnici

— 12n]—1 o
a1

= y) Wir & vv'-':t’f—‘ﬁ-—'ii
it g ¢ =z § )
y’ 0=0 ! E =

Pravé strana uréf se pomoci vzorce (2) ve tvaru

, 2| —1  p2umi
1 l‘ 1 124] @/;”

—“'— e

I#I Ao~

e

’

¢imZ nabudeme vysledku

(3) vl 1[2/4| 1 é%m: ’1—-,2[ —1 gz;;'n
2 .

0_0 0=0

3. Znamenejme nyni

@ (D('l,y’):—‘z e~

i obdrZ{ rovnice (3) tvar

A_.
(3%) \/—; D (4 p) = D(— g, 4).
Pripomeiime, Ze zde odmocninu
Vi
I
dluzno stanoviti tak, aby jeji realnd ¢dst byla kladn4.

Vyraz @ (4, p) m4 ndsledujicf vlastnosti:

1° D (4 4 2hpu, p) = @ (4, u), (b celistvé éfslo),
2°. D (2h, 1) = 1,



3° D (u,2) =1 — 1, p liché,
4" D (4n?, u) = D (4, p),

znalf-li » celistvé tislo nesoudélné s 2u. Véc je samoziejma,
ponévadZ souin on probfhd ¢isla, jeZ jsou dle modulu 2
shodna s &fsly O, 1, 2... |2u| — 1, v jistém pofddku vzatymi.
Je-li 1 sudé, statéi, je-li » nesoudélno s p.

Jsou-li ob& &fsla 4 i g lichd, ruSf se ¢lenové souttu (4)
po dvou a tedy P (4, u) vymizf. A sice jsou clenové, jeZ se
rusf, vidy ¢ 2 ¢ -+ |¢|; nebof v druhém piipadé zni exponent

_ @i

——(o-f—lul)z%m: *+ 20Azi — Apmi

a pondvadZ Ap jest liché, bude

Ant And
e —o?=-
e =—e “.

Je-li dédle m celistvé ¢islo nesoudélné s 4, bude
5. D (A, m*u) = md (4, n), m>0.
Diikaz. Podle vzorce (3*) bude

ooy
D (A, mPu) = \/%21 D (— mu, 4),
coz podle vlastnosti 4°. jest

— o
=m|=@(—umi
¢ili
D (A, mip) == mD (4, p).
Dalsf vlastnost jest ddna vzorcem
®) D (iv, u) D (A, v) = D (4, wv),

platnym pro nesoudélnd u a v; dikaz se vede takto: Probfhd-li
k, dplnou soustavu zbytkd dle modulu 2u, %, dplnou soustavu
zbytkl dle modulu 2v, probfhd &fslo

vk, + wk,
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tiplnou soustavu zbytki dle modulu 2uv a sice dvakrite; odtud
plyne

Ami -1 e
—Ohtup PRI
e w = e M.

ky ko o0

Levd strana md exponent

(P i
a tedy zni

i il
e oo e "y
ki k;
souéin tento jest 4@ (iv, u) @ (Aw,v) a jeho hodnota vySe uve-
dend zni 2. 2 (4, uv); tim vzorec (H) dokdzdn.
4. Hodnota soutu @ (4,¢) se uréi velmi snadno, je-li
p = p kmenné ¢fslo liché. Znamenejme pak a, @', a”, . . . veskery

kvadratické zbytky dle modulu p (potet jich rovni se p~; —1) a

dile bud & libovolné ¢&islo, jez neni zbytkem kvadratickym ;
pak ¢sla 1, 2, 3,... p— 1 budou v jistém pofadu shodna
8 tisly
a,a’,a’, ... ab,a’b, a’’b . . .
a ndsledovng
p—1

Y@ (2h 1) = @ (20,5) + @ (20, p) + D (20",p) + ...

+ @ (2ab, p) + D (2a'b,p) + @ (2abp) - .. ..
Podle vlastnost! !. a 4. v8ak plyne z definice zbytki kva-
dratickych, t. j.
a =k’ (mod p)
obecné
D (2av, p) = D (2v, p)

a tedy vyraz nd§ znf

—1 p—1
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Hodnota levé strany jest v8ak nullou, ponévad

2p—1 p—1 20%mi

2(15(2}.,19):—;— e *

0=0 =1

p—1 p—1 p—1

:Ze—o—{»zge—";

i=1
jezto prvnf soutet md hodnotu p —1 a déle

p—1 20247t

e P =—1,

A=1

jest
p—1
E @ (24, p) = O.
1

Podle toho tedy
? (2a,p) =+ @ (2,p).

Uzijeme-li Legendreova znaménka definovaného rovnicemi

o G B

mdme obecné
o@n.p=(7)e @),

pokud celistvé ¢islo v jest nesoudélné s p.

Abychom stanovili
7 ] (2, )

prevedme tento symbol uZitfm vzorce (3) na tvar

D (2,p) = V—f id’(—p, 2) = —-sz‘(l +4#).

Ponévadz p jest kladué, méme



—pi_ 1 :
V‘@E: '2—\/19 (1 —19),
takze
O@p) =5 (1—( + )N

je-li p tvaru 4k + 1, bude #» = ¢ a pravd strana zni Vp; je-li
viak p =4k — 1, jest i» = —¢ a vyraz D (2,p) bude mfiti
hodnotu

(==~ iVp,

t. j., sloutime-li oba pripady,

( P_;_‘> ‘

2@,p=(—) Vp.
Tim dokdzdn vzorec platny pro kmennd p
(13;—_1)2
2 —
V,
v némz Yp je kladny; i lze‘ jej jinak psdti, pFejde-li se hned
k hodnoté sdruZené

) o@np) - (2] (-

() 'ifyzg)ﬁgz

0=0

V.

5. Vzorec (7) poskytne (¢tvrty Gausstiv) dikaz zdkona
reciprocity kvadratickych zbytkd, zvoli-li se v ném za v kmenné
¢islo g. Nebof dle (3*) jest

¢ — P (— P
®2g,p) =2 (=p, 2q)\/2qi ,
i zbyvd jen vyjadriti
D (— p, 29).
Tu jest dle vzorce (5) pro
A= — D, = 21 v—-q

D (— rq, 2) D (" 21’1 Q) =o ("" b, 22‘,

tedy
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D (— p,29) =B (— 2p,q (1 + i),
takze méame
®(— 2p,9) (1« i”)\/é%i =@ (2,7)

aneb podle vzorce (7)

(—qp)“vr;ﬁ- lvgi (%) ) ()

a uzijeme-li vzorce

a rovnice

obdrzime
—1 2‘ p—1 2
(L' (Lo =9 Q_)(__ i ) ()
q ) 2 S\
Rozezndvidme-li piipady (p == 1,¢q -=1),(p = 1,9 =—1),

(p=—1,¢=1). (p= —1, ¢=—1) mod. 4., obdrZime po-
fadem

(7= (2] (2= ) ()= (2)- [2)=—5)
g/ \pl'\4q pl"\q '\ p
t. j znamen{ (%)a (—;)se 1i3f pouze v ptipads, kdy obé ¢isla

p a g jsou tvaru 4% — 1, coZ se vyjadfuje zndmou rovnici

-1

HREE

aneb
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p—1 g—1

o e

Tot Euleriv a Legendreidv zdkon reciprocity kvadratickych
zby tkd,, Gaussem poprvé dokdzany.
6. Znaménko Legendreovo podléhd ndsledujicim zdkonim

("n): (7;:), je-li m=m’ (mod. p);

p
(71 (7)=5)
p/\p) \ p I
Ty zlistanou v platnosti, i kdyz m nebo m’ je délitelno

tislem p, ve kterémzto p¥ipadé klademe (%) rovno nulle.

Jacobi zobecnil Legendreovo znaménko pro libovolné mo-
duly, i klade

m m m m . .
=|l=1—) = ., jerli P=ppp’...,
(P) (p)(p’) (p") ) pEp

()= 7

U Jacobiho tedy jmenovatel P je vzdy lichy. Jesté ddle Sel

a volf

Kronecker, pfipustiv téZ sudé moduly; ponévadZ symbol (g—)ne-

mé pifmo patrného vyznamu, polozil

Tedy definitivni vyznam symbolu (%) je tento:

Maji-li ¢fsla m a n spoletného délitele vétitho nez 1, jest

()=

5= (2=

Déle jest
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Je-li n liché a
n = pnp' p”’

jeho rozklad v kmenné Cinitele, bude

SRAIEN

Je-li m liché a
n :2ﬁpu p’u’p"al ceey

52 66 )
A= » » 2 BERER
Konetné jest

=) = (%)

“—7{) —\u

Vlastnosti tohoto symbolu jsou ndsledujici:
a) Je-li n liché, jest

bude

n2—1

(:”-1—)__ (= 1) T pron=>0, ( )— (—1)"7
b) Jsou-li m, n Cislalichd, platf obecny zdkon reciprocity
m—l n—1
[2)= a7

je-li aspon jedno z obou ¢fsel kladné.
Dikazy se nalézaji v Dirichletovych predndskdch, vyda-

nych Dedekindem.
Jsou-li obé ¢isla m, n zdpornd, obdrzime pislusnou modi-

fikaci jak ndsleduje.
Ponévadz

obdrzime
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a jezto —m >0,
+1

()= (2] (=)= (2] ™
(%)“ (%)(——1)%:1'%‘1“

Lze tedy zdkon reciprocitnt takto vyjzidﬁtiﬁ

a tedy
+ 1

() (2] 5T
[m=n=1 (wod. 2)].

Pii tom znamend sgn. x bud + 1 neb —1, dle toho, jak
Jjest >0 neb 2 <O (signum z).
¢) Je-li » liché, neb &tyFmi délitelné, plati

m\|__ (m') . . I
(;—)_ (7’ ), jakmile m= m’ (mod. n).

Ditkazy se vedou velmi snadno na zdkladé definice.
d) Bezprostfedné jasny jsou ndsledujfc{ rovnice

L”_) L W (ﬁ mi_(m
nl\n]  \ n |’ \n ) w| " \ nw )

e) Znamenejme D &islo majicf tvar diskriminantnf, t. j.
pro néZz bud D =1 (mod. 4) aneb D =0 (mod. 4).

D l—sgn. D 1—sgn. m

kd 2 2 . .
Pak. platt(m)_ (f) (—1) . jedi D
; D D
liché, a ddle obecné (_I{) — (?
(2)= (2] sen. #¥: joti D<0, =¥ (moi. D).

), je-li D> 0, & = &’ (mod. D),

Diikaz prvni véty:
: AzwnD | lowmm

(;2_) - ( g) —1 ° " pro lichd D.
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Bud m == 2"n, n liché, «=0; tu jest

(2)=(3) (2):

ponévadz D =1 (mod. 4), plyne

(8= o™

tedy
D 9 a " 1—-";”'"1) l—agzn m
(w)=(5) (5)
1—sgn. D _l—agn. m
m 2 2
- (T)’) (—1) :

jak tvrzeno.

Abychom druhou vétu dokdzali, piedpoklddejme %k i &’
kladné, D liché. Pak bude

HACNHE RS

(%)= (¥)

Je-li viak k>0, ¥ <0, bude pti D <<0
(9, — (£ 2)__ (_’i
k] \D)’ (k’ - D)

: D D
o )= (2]
Konecéné piipad % << 0, ¥ << 0 se bezprostfedné redukuje
na prvni, ponévadZ

(%)= ()= (2= 3)

Zbyvd provésti ditkaz pro sudé diskriminanty. Zde budou
k ik’ tisla lichd, ponévadZ jinak by éfsla £ a D méla spolec-
' 2

tedy
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ného délitele 2, a znaménka (2) a (710)7) byla by nullami.

Ponévadz ze shody
k=% (mod. D)

plyne (jezto D jest délitelno &tyfmi) %=k’ (mod. 4), bude pro
b—1
e§=(—1)"z jak &k, tak &k’ diskriminantem lichym; tedy

G)=e)= (o)

(v)= ( )=o)y T

a jezto
ek _ (¥
D )— D )’
1--3gn. D sgn. eh —agn. ok’
2

(113) = (,?) 1y

tili, coz totéz jest,

1—sgn. D i—sgn. £k

je téz

1—agn. 0 sgn.k— sgn. k'

©) H}): (f) (—1) * . (k=& mod. D).

Vzorec tento obsahuje diikaz naseho tvrzeni, které zdroven
vyslovuje s nejvétsi obecnosti.

7. Bud nyni » C&fslo liché, kladné neb zdporné, tvaru
4%k + 1, a n, ¢fslo sudé, s » nesoudélné. UtvoFme pak celistvd
tisla hy, m,, hy, My, .. .. tak, aby platily rovnice » = 2k, n, + n,,
n, = 2h, n, +nyy, ny =2hym, +m, ... a D tom absolutni
hodnoty &isel »,, #,, n, ... klesaly.

PonévadZ 2n, =0 (mod. 4), bude

n=mn, (mod. 4).

Déle plyne z druhé rovmice 2n, = 2n,, tedy 2m, =0
(mod. 4), a z rovnice tretf n, = n, (mod. 4), atd. Tedy cisla
n, My, W, B . .. jsou vesmés lichd a shodna s 1 dle mod. 4,
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kdezto n,, n,, n,, n, ... jsou sudd. Process vyvijenf téchto
¢isel zakontf se pripadem n,, = 1, t. j. posledni rovnice bude
zniti
Mgy = 2hgp nor1 4 1.
Znamenejme obecud sgn. » = v, sgn. m, = v;; ponévadz n
md tvar diskriminantu, a podobné 2»,, plyne z rovnice n» = 2k, n,
+ n,, t. j. ze shody n==n, (mod:.2n,) dle vzorce (9)

)= )™

Déle jest 2n, = 2n, (mod . n,) a tedy

()=)

takZe mdme vztah

vl—l y—vg

(a) (2:,) 2n3)(__1) T
UvaZzujme déle vyraz
D (—n, n,);
ponévadz — » = —n, — 2h, n,, mame dle prvni vlastnosti

vyrazu @
D (—n,n,) =D (—ny, 1),

a ponévadz dle (3*)

D (—nyy 1) = P (1, 1y) —1;}—,

2

bude

D (—n,n) = \/ Q (ny, m,).

Av3ak z rovnice
" my = 2hy my + 0y

m (”11 ”2) = m (”83 nﬁ)

plyne déle

a tedy
2&



, ‘ n i
@ (—n, n,) = ";_‘,, D (n,, n,).
2

Podle (3*) jest ddle

n
] ("u n) il (_‘”9 7"1)\/‘ n i
1
a tedy

®) D (n,n) = ‘v » : v *— D (ny, n,).

n, 4

Jest nyni dilezito vyjddiiti vy'l'az\/—;—;i— pomoci velitin
1

Yn, Vu,, Yi. Jsouli # i n, téhoz znameni, bude
Vro= Vn
nt o ‘,Zv i

znamendme-li Vi = V‘_ s Je-hvn kladny aneb kladné po-

myslny (v ptipadé n << 0). Nebof v obou piipadech jest velitina

an

men{ &fsel » a », jsou riznd. Je-li » kladné a »n, zdporné,
bude _
N
n 0 Vo Vi '
kdezto pro piipad » < 0, », >0 médme
o Vn
mi T ym VT

TudiZ plati obecny vzorec

realnou a kladnou. Zbyvd tedy vySettiti piipad, kdy zna-

1+ sgn.n 1 --3sgn.

w  Vgp=en ST A

¢ili v nafem oznateni



podobné

a tedy bude rovnice (b) zniti

v—vy ¥ —1
2 2

(¢) D (ny, n) = (—1) /ﬁ: D (ng,m,) °
Vn,
Ndsobime-li rovnice .a) a (¢) na souhlasnych strandch,
obdrzime

(Z_rﬁ) D n,n) _ (27;3) D (ny,m,)
n Vﬁ_ - n, V?’l2 '

Odtud soudime, Ze bude tento vyraz ddle roven veliindm

(%’f&.) (D(ns,__n,,) , %\) <15(n7,> ) -
V”A \ Mg vns l

a konedné veli¢iné

(27&27_1 ¢(nzr—1’ n?r—2) . A
n2"‘2 vhr2r—2
Avsak
13 1—vg,__ 1—vgu_
( _2_n2r—1 )__ ( 2”21'-1 ) (_1)"‘%—‘1"—:’—“2
n21——2 an '
Tram 1T
coz vi¢i okolnosti n, — 1, m4 hodnotu (—1) * =~ 2 |
déle
¢( n2r——-l) ”2 ——2) 1 ,n-. .
‘_VT’—r‘ — v D ( Wy, g an—l)v Shu
n?r 2 n2r-2 n?r—-l"

1 v "z;—z
e\ — P (—n,, w, ) = A

V"’zr-—z Pt
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Ponévadz n, — 1, jest dle (3*)

L (”zn n‘.’r—l) =9 (n2f_17 1) v"2r:l i’

t. j. Vn, 1, takie
w= LY e i
v"21"2 ”2'—1 4

Aviak dle (10)
e 1+vge g 1—72r—1 S
v LW = (___1) _22—- T e Y (Y _,
”27—1 ? V Ny, 4 V ?

1—rgp_1

v Ny, ;0 = (—1) v v h2r—l v}

a tedy

1—vgp_1 1—72r—2

A=y
z ¢ehoZ plyne

A=1,
t. j. jinymi slovy

( 2n, <131(n1¥,7‘g)___1

n Vn
Tim dokdzdna obecnd véta
1) @ mow= () Vn,
platnd za podminky » =1 (mod. 4), », sudé a nesoudélné s n.

Odmocnina | 5 je bud kladn4 aneb kladné pomyslnd. Piseme-li
n, = 2k, zni tento vysledek

[n:‘—l _gg:k-ll k .
(11%) Y e " — (W)Vn’ n=1 (mod . 4),

pti temz %k je nesouddlno s », aneb, piSeme-li —k za £,

=1 o02kqi —k -
(11b) Ze—r: (_.,_) Vu (tytéz podminky).
n

a=0
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Piipad sudého jmenovatele vySetif se na zdkladé tohoto
vzorce pomocf vztahu (3%).
Je totiz dle této rovnice

D (—n,n) = D (n,n) i;;@—,

tedy dle (11)
® (—nn) = (2_:x)v77\/ m i

n

Znamendme-li n, — —2k a uZijeme-li samoziejmé identity
@ (-\n" n1) =0 (”,—”1)’

—_ — —9ki
@ (n, 2k) = (“:—k)\’n \/ ;Lz,

mdame

aneb, ponévadz
ltsgm. kb | l—sgn.n
SR 2 2 YA
n v n \/,;
14-39n.k ,l-sgn.n

R )

@ (n, 275):(‘?‘3’?) —1) :
n
Ponévadz n =1 (mod. 4), plyne z obecného zdikona reci-
procity

1—sgn.a , 1—sgn.n

3= (3]0 7

a rovnice tato platf i pro sudd a. Pro a = —4k tedy bude
Ltsn. b l—sgn,
(“‘“):("_ (-1 * ,
n 4k
takZe posledni vysledek lze psdti
(12) @ (n, 2k) = (%)(1—;’)\/15, n=1(mod. 4)
¢ili

M1 i ( n

(12%) Ve % k)(l_i)\/4k,

i
a=0
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kde =1 (mod.4) a &sla », & jsou nesoudélna. Ptejdeme-li
k hodnot& sdruzené, plyne za stejnych podminek

|4k)—1  aZnwi

Ve = (—;‘—)(1—0 V=%

a=0

Poznamka k c¢isliiom Bernoulliho.
Napsal

Dr. Karel Petr,

professor v Olomoueci.

Séftame-li 2., 5., 8., 11., ... élen rekurrentnfho vzorce
Moivreova pro éisla Bernoulliho, obdrzime vyraz obsahujfci Cisla
Bernoulliho o indexech dle modulu 3 shodnych. Jest pozoruhodno,
Ze tento vyraz jednoduse d4 se ustanoviti. Obdrzime tak formuli,
kterdz pro vypoclet uréitého ¢fsla Bernoulliho témét devétkrdt
jest vyhodng&j$f nez formule Moivreova; jednak jest totiz tieba
pocitat jenom tretinu ptredchdzejicich, jednak pro vypocet
jednotlivého Cisla mdme vzorec tfikrite kratsi.

Okolnost tuto, ze z formule Moivreovy Cdst clend jakozto
zndm4 se mize vyjmouti, kterd, aé i z jinych ohledd ne# pravé
dotceného, jest dosti zajimavd, dosud byla nepovSimnuta,
hodlime v ndsledujfcim dokdzati.

Kofeny rovnice
z(l —2)—1 =0

ozna¢me &, &; plati mezi nimi vztahy, jak z rovnice ihned
patrno,
— J— 3 —_
&§=1—s,, =& = -

S —&F - =72, s =s

1
3k — €1 =x1.

3k-+1 342

Znaménko horni plati pro indexy liché, dolnf pro indexy
sudé. Lze psdti tudiZ identicky

@—e&)" =[x —1)+¢&]"
z—e&)"=[x—1) ¢ &

Umocnime-li a s¢{tdme-li tyto identity, dostaneme
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