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0 jistém determinantu goniometrickém.
Podévs V. Rehofovsky v Brné.

A. Odvozeni determinantu.

1. Determinant, o jehoZ nékterych vlastnostech v ndsle-
dujicim se zmiiiujeme, vyskytuje se pii FeSeni této tlohy:
BudteZ « a ¢ dva libovolné thly, @, « + @,  + 29, . ..,
@ -+ ng, .. . thly tvofici arithmetickou fadu o rozdilu ¢; jest
independentné vyjddfiti sin (¢ + np) pomoci prvych dvou sind
stn e a sin (¢ + @).
Dle zndmého vzorce
Aitp A—u
2

sin A + sin p = 2 sin
jest
sin (& + ng) + sin (@ +n — 29) = 2sin (@« +n — 1¢) cos g,
aneb identicky

sin (a4 ng) — 2cos g sin (& +n— 19) 4 sin (@ + n— 2¢)=0.

(1)

Vzorce toho, ktery uddvd, jak lze potitati sin (« 4 ng)

z obou bezprostiedné predchdzejicich sin (e +#n — 19) a
sin (@ + n — 2 ¢), uzijeme ku refeni vyse vyttené tlohy.

2. Obmezime se na odvozeni vzorce pro sin (@4 5g);
postup pro sin (@ + ng) jest zcela podobny.

Klademe-li do (1) postupné »=2>5, 4, 3, 2, dostdvdme
soustavu rovnic:

sin (@ Hp) — 2 cos ¢ sin (a + 49) + sin (¢ + 39) =0
sin (a4 49) — 2 cos ¢ sin (¢ 4 3p) + sin (@ 4 29) =0
sin (e~ 89) — 2 cos ¢ sin (@ 4+ 2¢) + sin (4 ¢) =0
sin (@ 4+ 2¢) — 2 cos ¢ sin (e + ¢) = — sin .

13
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Pribéteme-li k tomu jesté rovnici
sin(e+ ¢)=sin(a+ @),

médme 5 linedrnich rovnic, z kterych vypoéteme sin (¢ + Hp),
sin (¢ + 4¢) a t. d. jako funkce sin ¢ a sin (¢ + ¢).

Determinant levych stran napsané soustavy rovnic jest
— 1, ponévadZ tleny v hlavni tdhlopfitce jsou vesmés 1 a po
jedné strané této uhlop¥itky jsou-samé nully.

Jest tedy dle zndmého pravidla pro feeni soustavy line-
drnich rovnic :

0 —2cosq¢ 1 0 0

0 1 —2cosy 1 0
szn(a+5q)): 0 0 1 —2003(}) 1 y
—sine 0 0 1 —2cosg

—sin(e+4q) O 0 0 1

kteryz determinant po nékterych zméndch znameni (zde v 2. a 4.
fddku, pak v 2. a 4. sloupci) a pfemisténi sloupci dostdvd tvar:

2cosgp 1 0 0 0
1 2cosg 1 0 0
0 1 2cosgp 1 0
0 0 1 2cosg sine
0 0 0 1 sin(e+ @)

Zcela podobné dostane se obecné determinant #-ho stupné:

2eosp 1 o ... O 0 0
1 2¢sep 1 ... O 0 0
0 1 2¢osp... O 0 0
stm@dn@)==|: « « + - e - e e w e
0 0 0 ...2c0s¢9p 1 0
0 0 0 ... 1 2cosp sina
0 0 o ... O 1 sin(e+9)

@

Tim feSena jest tloha vySe vytlend.
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3. Rovnici (2) lze psdti jinak. Zavedme oznateni

2cos¢p 1 O ... O 0 0
1 2cosp 1 ... O 0 0
0 1 2cosp... O 0 0
Dn: e e s+ 4 e e e e e e e e e e s e y (3)
0 0 0 2c0sp 1 0
0 0 0 ... 1 2csp 1
wl 0 0 0 0 1 2cosg

kdez znatka (%) vlevodole uddvd, %e determinant jest stupnd »-ho.

Rozvineme-li (2) dle prvkid posledniho sloupce, obdrZime
na zdkladé (3) nejprve

sin (@ + np) = Dy sin (@ + @)

2cosp 1 o ... O 0
1 2¢s¢ 1 ... 0 0
0 1 2cosgp... O 0 .
N ° Stna
0 0 0 .2cosp 1
wy| O 0 0 . 0 1

a po redukei druhého determinantu na (n — 2)-ho stupné déle
sin (¢ + n@) = Dy sin (@ + @) — Dus sin c. “)

Polozi-li se zvlddté « — 0, dostane se

. . ‘ sin n

sin n@p = Dy stn ¢ aneb D, = A—ﬁ‘n_g’ (5)
coz shoduje se se wzorcem, ktery odvodil jiz Bernoulli, arcif
ve tvaru rozvinutém *).

Vzorec (5) mohli jsme odvoditi ihned touZe cestou jako
(4), kdybychom byli ve vzorci (1) polozili ihned ¢ = 0. Odvo-
dili jsme viak diive (4)y s thlem e, ponévadZ jest vieobecn&jsi.

Determinant D, definovany vzorcem (3) jest onen, o kterém
v tomto ¢ldnku jedndme.

*) Srovnej Studnika F. J., Uvod do nauky o determinantech.
V Praze, 1899, str. 194.
13*
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B. Nékteré vlastnosti determinantu D,.

4. Predevsim miZeme z (D) stanoviti hodnotu D,, kterdz
vzorcem defini¢nim (3) ddna neni. Klademe-li v (B) n =1,
dostaneme '

__sme
YT sime T 1 ©)
5. Pro determinanty D plati rekurrentni vzorec:

"Dy — 2 ¢08 ¢ Doy + Dypy = 0. )

Abychom to oddvodnili, rozviiime determinant pravé strany’
(3) dle prvki prvého fddku ; jest nejprve

-Dn = 2 cos P Dn_.l —_

a ddle, ponévadz zbyvajici determinant redukuje se na subde-
terminant pfislu$ny prvému prvku 1, totiz na D._,,

D, =2 cos ¢ Dyp—y — Dy,
z GehoZ nésleduje .
6. Jind vlastnost determinantt D jest tato : Determinanty
D vyhovuji relaci
DDy — D2y = — 1. ©)
Jest totiz dle (7)
Dy —2¢0s @ Doy + Dng=0
a téz Dpy1 — 2 c0s 9 Dy + Dpy = 0;
x;ylouéime-li z obou rovnic cos ¢, dostaneme nejprve

.Dn (Dn + Dn—?) - -Dn—l (Dn+1 + Dn-—l) = 0
a ddle
DuDns — D}, = -Dn+an—l hnd D?;,

z tehoz ndsleduje, Ze jest vyraz
DuDn_o — Di_, = konstant® (¥islu nezdvislému ).
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Abychom hodnotu této konstanty stanovili, polozme spe-
cielné » — 2; ponévadz jest

| 2cosp, 1 . e
D, = 1., 2cosg = (Zcosg)® — 1,
D, =2 cos o, Dy, =1,
vychdzi
konstanta = [(2cos 9)* — 1].1 — 2ecosg)®* = — 1

a tim dokdzdna relace (8).

7. Rovnice (7) a (8) uddvaji souvislost tif po sob&é ndsle-
dujicich determinantd D,y D, a'D,; na zdkladé rovnic téch
lIze kterékoli dvé z téchto D vyjddiiti jako funkce tfetiho D.

Na pi. vypotteme D, a D, » jako funkce stfedniho de-
terminantu D,_,.

Z rovnic (7) a (8) psanych ve tvarech
D+ Dy s =2 cos ¢ Dy,
D,D, =D}, —1
vysleduje, %e D, a D, jsou kofeny kvadratické rovnice

x? — 2¢05s @ Dpyx + (Dny — 1) =0,
totiz

D,
Dn——?

} =, =00SQ Duor +Veos? 9 Di, — Di_, 41

= cos ¢ Dy—1 + \/1 —sin’> @ Di,. 9
Zbyv4 rozhodnouti, které znameni v druhém ¢lenu pravé
strany piislusi D, a které D,—,. O tom rozhodneme nejpoho-
dIngji, klademe-li specielné » = 2; tu jest
D, =2 cos @
a mé tedy byti

D,
D,

}:cos&p.2003q>i\/1——sin2<p.4co§;‘_¢

—=2cos®p +cos2p=2cos* g+ (2cos’p — 1);
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ponévadZ jest

D= 2cosp 1

1 2cosp
a dle (6) D, =1,
ndlez{ D, hofejdi znameni 4, D, dolejsi — a tedy téZ v rov-
nici (9) nédlezi D, znameni +, D, pak --.
Jest tedy
Do=cos ¢ Dy 1+ V1 — sin* ¢ Di_,,
Dy—s = €08 ¢ Dy — V1 — sin® ¢ D3_,.
Jak bychom z rovnic (7) a (8) vypotetli D, a D, jako

funkce D,_, anebo D,—, a D,—, jako funkce D,, nebudeme
ddle rozvddéti; obdrzené vzorce obsahovaly by podobné jako

(9) druhé odmocniny V1 — sin® @ D2, a \/1— sin® ¢ D2

=4 cos’p—1

CH)

8. Irracionality ze vzorci (9') a jinych lze odstraniti, za-
vedeme-li ndsobky whlu . Jest totiz dle vzorce (H)
sin @ Dy = sin np
a tedy

V1 —sin® ¢ D2_y = cos ng,
tak Ze vzorce (9’) lze psdti
D, = ¢0s ¢ Dy—1 -+ cos no. (10')
Dy = cos ¢ Dy—y — cos ne. (10”)
Vlozime-li z (10") vypoétenou hodnotu
cosq)i)_l.: D, — cos np

do obecné rovnice (7), dostaneme

Dy =D, + 2 cos np; (11%)
a klademe-li v (10) n» — 1 za =, obdrZime
D,y = cos ¢ Dy—y + cos (n — 1) o. 117)

Témito vzorci vyjidfeny jsou D, a D,—; jako funkce D,_o.
Ddle ndsleduje z rovnice (11) ihned

Dywy = D, — 2 cos ng, 12)
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a z rovnice (10”), klademe-li tam (» + 1) za =,
D, y=cosp D, — cos (n + 1) g, 12"
kterjmiZ rovnicemi vyjidfeny jsou D.— a D, jako funkce D,.
9. Obecnéjsi redukéni vzorec, kde D, vyjidteno jest dvéma
determinanty, dostaneme, piSeme-li
simm+)o=sin(n—rk+14+%o
a rozvineme-li pravou stranu zndmym zpisobem. Jest
sinndDo=sin(n—k~+ 1) pcoskp-+cos(n—k+1)psinkep;
délime-li sin ¢ a uzijeme-li vzorce (D), vychdzi
D, = cos k@ Dp—x + cos (n — k 4+ 1) pDi—y, (13)
kdez D, vyjddieno jest dvéma determinanty stupiid niz8ich.
Pro & =1 vychdzi (10").
Podobnym rozkladem, piSice
sin(n=+ 1) ¢ =sin(n+k+1-—-15 o,
dostdvdme
D, = ¢08 k¢ Dpir — cos (n+k 4+ 1) ¢ Dy, (14)
kdez D, vyjidieno jednim determinantem stupné vy3ifho a
jednim stupné niziiho.

10. Z rovnice (11’) lze odwoditi hodnotu D, jako funke:
nasobkd 1hlu ¢. Treba tu rozezndvati dva piipady:

a) n jest sudé a = 2m. Klademe-li postupné za » hod-
noty 2m, 2m — 2, ... 4, 2, dostaneme

Dy = Daun—s + 2 cos 2me,
Dyp—g = Doy + 3 cos 2m — 2) @,

...............

Dy = D, 4 2 cos 4q,
D, = Dy + 2 cos 2¢;
seCteme-li a dosadime-li D, = 1, obdrzime
Do =14 2(cos 2 + cos 49 + « 2 . + cos2mg). (15)

Z toho jest naopak, pfi¢teme-li na obou strandch 1 a dé&-
lime-li dvéma,

1+ cos 29 + cos 49 4. . . +cos?m<p=D_——_2”'2+1;
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av8ak na zdkladé (5) jest

;,7,;+1 sm(?m-}—l)(p_{_l} sin (2m + 1)@ + singp
2 T2 sin @ 2 sin g

__sin(m+4 1) . sinmp
- sin @

a tedy

1
14 cos2¢ + cosdp + ...+ cos 2mep = sin (m tm)qu sinmgp
(16)

b) n jest liché a = 2m —+ 1. Polozime-li do (11") postupn &
78 n hodnoty 2m + 1, 2m — 1, , b, 8, dostaneme soustavu
rovnic

D i1 = Dgpr + 2 cos 2m + 1) g,
Do = Dom—3 + 2 cos (2m — 1) @,

Dy = D, —l—?cosfup,
D3 = D, + 2 cos 3p;

setteme-li a dosadime-li D, =2 cos ¢, vyjde
Dypp1=2[cos P + cos3p+ . . . 4 cos 2m 4 1) @];
uvézime-li, ze dle (B) jest

sin (2m + 2) @
Dimia = sin ’
@
dostdvdme
in (2 2
cosp+cos8p+ ...+ cos(2m+1)p= sm(?Z:'n-; )9
(17

11. Z rovnice (5) lze odvoditi jesté jiny vyraz pro D..
Jest totiz

sim(n4+1)g9 sinnp__ sin(n+ )p—sinng
D —Dn._]_.—-——————— —_—— — —

sing singp sin @
20 +1 . 2n+1
_2 cos———g——(psméi_cos——%———(p
2 sin lcos~— o cos—‘Z—

2 2
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a tedy

Dn = -Dn~1 + ] (18)

Klademe-li sem za #» postupné » — 1, » —2,..., 3, 2, 1
a selteme-li pak vedkeré rovnice, dostaneme uvdzivse, ze Dy =1,

cos%—{—cos%’i—l— ce —}—(:0.9(—2—71——_;—1)—2
D, = . (19)

9
c0s

Naopak, nahradime-li tu

D _simn+ Do __ sinn+ Do
" sin @ - @ "

2 sin i cos o

nabyvidme vzorce souttového

os 2n —; Do __ sin r+1) 3 (20)
.
2 sin 0}

L 3¢
cos2+cos 5 +...4+c¢

C. Nékteré specielni tvary determinantu D.,.

12. Polozme v (3)

=0, t j. cosp=1;
pak jest
simp =0, sim(n+41)p=0,

a tedy hodnota determinantu

D _smin+ 1o 0.
" sin @ -0’

vymezime-li tuto hodnotu, dostdvdme

Dnz(n+1)cos(n+ Do —nt1,
cos @
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tak Ze plati

210 000
121 000
=0
/Dn= 012...000 =41, 1)
000...121
w|000...012

t. j. blizi-li se ¢ mezni hodnoté O, konverguje hodnota deter-
mjnantu D, k Uslu (n -+ I).

13. Polozme v (3)
q):%—, t. j. cosp=0;

hodnota determinantu D, pro tento piipad jest

st . J[ 0 pro n lich,
= —————————— = 0S — = B
sin _722 ’ l =1n* , n sudé.

Dostdvime tedy

0100 000
(,:12' 1010...000 [ o pro n liché
p=|0101...000] 4 O )
........ |(=DF , n sudé.
0000...101
®|0000...010
14. Polozime-li v (3)
P =,
jest
cosp=—1, sing=0, sin(n+ 1)p=0

aJtedy hodnota determinantu

D _smrn+ep 0 (n+1cos(nt+1)¢
" sime T 0T cos @

=(—1)*(n+1),
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tak Ze plati

—2 1 00...0 0 0

. 1—-2 10...0 0 0

o~ 0 1-21...0 0 0

/D, = =(—1"(r+1) (23)

.............

)

15. Podobnou tivahou dostaneme, klademe-li

q):%, t. j. cos<p=yg

2}
Ze jest
V2 1 00...0 0 0
1V2 10.. 0 0 0
0 1V21...0 0 0
00 00...1V2 1
m| 0 0 00...0 112
(— 1)4, je-li » tvaru 4m,
n—1
=] =D*V2, , n , 4dm+41, (24)
n—2
l(’—‘l)‘; w ooy 4dm 42
I 0, yw N, 4m 43,
16. Klademe-li q>=:—g—, t. . cos—g— :—;—, dospivdme

podobné k vysledku, Ze

S =
Pt
o O
-0 O
oo C
SO O
S OO

(—1)% pro » tvaru 3m,

v "s_‘" (25)
..... e D%, n , Bm+1,

0 w M, 3m 4 2.

.
. .
O =
—
e
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D. Rozvinuti determinantu D, dle mocnin 2 cos ®.

17. Determinant D, jest stupné n-ho a obsahuje v hlavnfi
tihloptitce vesmés tleny 2 cos @ se ‘soudinitelem 1, vyskytuje se
tedy 2 cos @ v rozvinutém vyrazu nejvyse v mocniné »-té a to
se soutinitelem 1; lze tedy obeciné poloziti -

Dy = (2 cos @)* + f1(n) (2 cos @)~ + fy(n) (2 cos @)% 4 ..
+ a1 () (2 cos @) 4 fu(n),

kdez f,(n), fy(n), ..., fu(n) jsou jakési Ciselné koefficienty

z4vislé na n.

Dokédzeme piedeviim, Ze ve vyrazu pravé strany klesd
mocnitel vzdy o 2 jednotky, tak e vyskytuji se jen mocnitelé
n, n — 2, n—4 atd. Abychom to dokdzali, uZijme rovnice (5),
dle které .

D, — sin (n'-i- Do
sin @
a poloZme
2cos @) + f1(n) 2 cos @)™ + fa(n) k2 cos @)% 4.

_sin(n+ 1o
T+ fui(n) (208 9) + fu(n) = ——————. 7 (a)
Rovnice ta plati pro kazdé ¢, tedy i, pfejde-lip ve z — o
pak
cos @ piejde v (— cos @),
Sin (p » » Si/n q’)
sim(n+ Lo ” Si"[(n_l- D= — (n+1) 9]
. sin (n+ 1) @ pro » sudé,
- | — sin(n 4+ 1o ,, » liché.

Jestli n sudé, nab¥vé rovnice (&) po dosazeni naznatenych
zmén tvaru

(2 cos @) — fu(n) (2 cos @)= + fa(n) (2 cos ‘P)"_2

Odetteme-li rovnice (a) a (b) soutasné pro. ‘5udé n platné
8 délime-li dvéma, obdrZime

£1(0) 2 cos @)1+ fa(n) (2 cos @) —2 + -+ FFaa(m) <2 cos ) =0;
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ponévadz to md platiti pro v8echny hodnoty ¢, musi byti
fi(r) =0, fi(n)=0,. . ., fu-a(n) =0
a tedy rovnice pro D, pFi sudém n jest tvaru

D, = (2cos @)* + foln) (2cos )2 4 ...
+ fa—a(n) 2 cos @3* + fu(n). (26)

Poéet ¢lent na pravé strané jest —2n— + 1.

Hodnotu f,(») miZeme hned urtiti; poloZime-li sem

n .
=5 t. j. cosp =0,

dostdvdme
i
y=7
/D= fulm)
a tedy dle (22), ponévadZ = jest sudé,
fa(m) = (= 1)2. 27

Je-li n liché, nabyvd (a) po dosazeni # — @ za ¢ a zmén
z toho ndsledujicich tvaru
— (2 cos @)" + £, (n) (2 cos @) — f,(n) (2 cos @y*—24 ...
sin(n + 1
— fami(0) @ 08 @)+ fu(n) = — 2T D@ (©

sin @
a sefteme-li rovnice (a) a (c) soutasnd pro liché = platné a
dglime-li dvéma, dostivime

S1 (1) (2 cos @)=t + f3(n) (2 cos @) + ...+ fa(n) =0,

7 tehoZ ddle ndsleduje, ponévadZ to mé platiti pro viechny hod-
noty @, ze musi byti

Sim)=0, fz(n)=0,..., fn(”)_:o;

Jjest tedy rovnice pro D, psi lichém n tvaru

D, = (2 cos @)" + fo (n) (2 cos @)"~* + ...+ fa—s(n) (2 c0s )
+ fo1 (n) (2 cos @) (28)
n1

Potet ¢lend na pravé strand jest 3
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18. Abychom urtili zdkon, dle kterého jsou tvotreny koef-
ficienty f,(n), f,(n), ..., nzijeme rovnice (7)
D,—2cosp.D,_y+ D, =0.

Dejme tomu. Ze » jest sudé; pak jest D, ddno rovnici
(26) a D,_, dle téZe rovnice bude

Dz = (2 cos )" +f; (n — 2) (2 cos )"~ + ..
4 faca (n —2) (2 cos @)% + fro—2 (n — 2),

kdeZto, protoze (n — 1) jest liché, bude dle rovnice (28)

Dypy =2 cos )"+ fy(n — 1) (2 cos @)% + . . .
+ fu—a (n — 1) (2 cos @)% + fu—e(n — 1) (2 cos @).

Dosadime-li tyto hodnoty za D,, D,—, a D,—, do vySe
zminéné rovnice (7), musi této identicky byti vyhovéno, t. j.
koefficienty u jednotlivych mocnin (2 cos ) musi kazdy o sobé
byti roven nulle; vyminka ta vede k ndsledujicim funkciondlnim
rovnicim :

fl(n)_f2(”—1)+1 =0
fom) —foln — D)+ f,(n —2) =0,

Fr®) —fan =D+ filn=2=0, o
Jrm2 () — fr—zs (0 — 1) 4 fars(n—2) =0,
Fu(m)F famp(n — 2) =0,

Posledni z téchto rovnic jest skuteéné vyhovéno, nebot
dle (27) jest

n n—2 n
fao(m) = (— 1)% facsg(n — 2)=(—1) 2 = — (— 1)~
Z rovnic (29) lze urtiti tvar jednotlivyeh funkei f, (n),

fa(n) a t. d. _
Z prvé rovnice (29, klademe-li tam postupné », n — 1,

n — 2 at. d, dostdvime soustavu
fa(n) =fo(n —1) — 1,
faim =) =fi(n —2)—1,

-------------

f2(B) =12 (2) —1,
a dle (27) fa (@) = — 1;
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seftenim vychdzi
Jom)= (— 1 (n — 1) =(—D'(n — 1),. (30)
Z druhé rovnice (29) jest
S =fi(n — 1) —f,(n —2)
aneb, uzijeme-li vysledku (30),
fa(m) =fy(n — 1)+ (n — 3);;

klademe-li sem postupné n, » — 1, n — 2, . . ., obdrZime sou-
stavu rovnic

fa(r)=fy(n — 1)+ (n — 3),
faln =) =f,(n—2)+ (n — 4),,

fo(6) =£.(B) + B
f®) =f (9 + (2);
a dle (27) fod)= 1=();

setteme-li a uZijeme-li znimého vzorce o binomidlnich soudi-
nitelich

@+ =4+ (@ + Dy + @ = (5 + Dy,
dostaneme
fim)=m —2), =(— 1* (n — 2),. (31)
Odvodme jesté hodnotu pro fg(n). Z tieti rovnice (29) jest
fo) =fo(n — 1) — f,(n —2),
aneb na zdkladé (31)
Fom) =fo(n — 1) — (n — 4),;

kladouce sem opét postupné », n — 1, » — 2 a t. d.,, obdrzime
soustavu
Jo (1) =fo(n — 1) — (n — 4),,
fo(n — 1) =fs (n —2) — (n — 5),,
Je (8) = 1o (D — 4,
S (1) = 1o (6) — (3)ss
a dle (27) fe(6) =—1 = — (2),;
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seiéteme-li a nahradime-li soutet binomidlnich koefficientii opét
dle vySe zminéného vzorce, vychdzi

Jom)=— (n —3); =(— 1)*(n — 3)s. (32)

Ponévadz funkciondlni rovnice (29) pro daldi koefficienty
Jfo(m), f1o () a t. d. jsou téhoZ tvaru jako pro koefficienty jiz
vypottené, bude analogicky

Sao() =(— 1* (n — 4),,
fro(m) =(— 1)* (n — b);,
at. d,
obecné fom(®) = (— 1) (0 — Mm)m. (33)

Pfi odvozeni rovnic (29) pfedpoklddali jsme n sudé; kdy-
bychom byli predpoklddali n liché, byli bychom dostali pro
funkce f,, f,, . . . tentyz vytvarny zdékon dany rovnicemi (29),
tak Ze rovnice (30) aZ (33) plati pro sudé neb liché n.

Lze tedy psiti pro sudé » na zdkladé (26)
Dy, = (2cos )" — (n— 1), (2 cos p)2 4
(n—2)2cosp)"* — ...+ (— l)g (34)
a pro liché n na zdkladé (28)
Dy, = (2cosp)" — (n— 1), (2cos @) + (n — 2),(2 cos p)"—*

— DT e, @ase). @)

Tak na pf. jest

Dy = (2 cos 9)® — (7), (2 cos @) + (6); (2 cos p)*
— (5)3(2 cos @)* 4- (— 1)*
= (2 cos 9)® — T (2 cos 9)°® + 15 (2 cos ¢)*
— 10(2cosg)? + 1;
aneb
D, = (2 cos @)" — (6), (2 cos )® + (6), (2 cos 9)°

— (4); (2 cos @)
= (2 cos @)" — 6(2 cos )® 4 10(2 cos ¢)* — 4 (2 cos @).
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19. Z rovnic (34) a (8D) lze odvoditi nékteré souttové
vzorce, klademe-li za ¢ zvldstni hodnoty, jako jsme to uéinili
v &l 12, a ndsl.

a) Pro 9 =0, t. j. cos g =1 jest dle (21)
D,=n+1,

nechf jest n sudé neb liché; z rovnice (34) vysleduje tedy
pro sudé n

2 (n— 1), 2 (n—2), 2 — ... (= Di=nt 1
a z rovnice (3D) pro liché n
¢ (n— 1), 22 4 (n— 2), Wt — . ..
n—1

+ (=17 (nTH)'j:"2:"+]'

2

b Budiz 9=, t. j. cos 9= —23, 2 cos @ = \/2. Pied-

poklddajice » sudé, dostaneme z (34)

Da=(2)"—(n—1), (V2" + (n—2), (V2)" " —... 4+ (— 1
=2 (e 1), 2 (2, B = L (—1)F

a srovndme-li to s hodnotami (24), jest

% —(n— 1), 57 4 (1 —2u27 — .. (— i

(— 17, jestli n tvaru 4m,

—_— n—32

(—' 1)4 n n s 4m + 2.
Predpokldddme-li n lické, vysleduje z (35)

D= (V3)" — (n — 1), (V)™ +(n — 2), (V2 — . ...

+ (DT ) VR

13
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aneb, vyjmeme-li na prvni strané \/2,
- n—1 n—3 n—5%
I),;:\/?[?‘f—- m—1,27 4+ n—2),27 — ..
—1

srovndme-li to s pfisluSnymi hodnotami D, v (24), dostdvime
délice obé strany hodnotou \/2

n—1 x=s n=5 n=1
2T —(n—1),27 +(r—2),27 — ...+ (=17 (),
n—1 2
(=177, jestli » tvaru 4m + 1,
—1l o s n o, A4m 4+ 3.
¢) Budiz ¢ = ——Z—, t. j. cosp = -—;—, 2 cosp—=1. Pro

sudé » divd (34)
Di=1—mn—1;+m—2),— ...+ (— 1)
a pro liché » rovnice (35) -
Di=1—(n—1)+®—2),— ... +("1)T ("{—’)H_ﬂ
2
Abychom to mohli porovnati s p¥islusnymi hodnotami D,
danymi rovnici (25), tfeba tam piedpoklddati jednou = sudé
= 2k, po druhé liché — 2% + 1, ¢imz vznikne vSech 6 moz-
nych piipadd pro =, totiz tvary 6%k, 6k + 1, 6k 4 2, 6% 4 3,
6k + 4 a 6k -+ 5. Tim nabyvdme rovnice pro sudd n
1l—n—1),+nr—2),—...4+(— 17

[(— ¥ =+ 1, jo-li n tvaru 6k,

Z{ O: w Ny 6k+27
n—1
5

l—1f =—1,, » , 6i+4,

a pro lichd n n—1

l—(n—1), 4+ (=2 — .4 (= D7 (D

n—1

[ 5
_J(=1)  =+1, jeli n tvaru 6k + 1,

(=15 =— 1L, ,, =n ” 6k + 3,
0, » ", 6k -5

Podobnych vzorci dalo by se odvoditi jesté vice.
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E. Opakujici se hodnoty determinantu 1.

20, Volime-li ¢ a potitdme-li postupné hodnoty determi-
nantu Dy, Dy, Dy, ..., Dy, ..., D, ..., miZe se stiti, ze
néktery determinant D, md stejnou hodnotu s nékterym jiz
predchdzejicim determinantem 0D,. Lze tedy si poloZiti otdzku,
za kterych vyminek takovy pfipad nastivi.

Z velikého mnozstvi pfipadid, které se tu mohou vyskyt-
nouti, vytknéme jen jeden piipad. )

21. Dejme tomu, Ze maji byti dva po sobé bezprostredné
aasledujici determinanty stejny, t. j. md byti

DIIL = -Dm-—l- (36)

Piipad ten na zdkladé (18) nastane, kdyz
cos 2m ;t_]
=0.

9
cos

Piipad, aby jmenovatel byl — o, nemtze nastati; po-
dobné odpad4 piipad, kde pro urtité hodnoty ¢ zlomek nabyvd

tvaru —8—, nebof urti-li se pak pravd hodnota zlomku dle znd-

mého pravidla, shledd se, Ze neni rovna 0, jak to pravd strana zdd4.
Zbyvd tedy jen, ze Citatel se musi rovnati nulle, coz na-

stane, jestli
2m 41 7
—5— 9=+ 15,
aneb
@m+1) 9=+ )= 37
kdez %k znaéi libovolné celé Eislo.

22. Z vyminky (36), resp. (37) plynou dal’i konsekvence.
Predev&im jest pfimo na zdkladé (5) a (37)

sin@m+ Do _sin@k 4 Dx _ o (3

Dy = - -
sin @ sin @

14*
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Déle jest opét na zdkladé (5) a (37)
sin(@m — b+ 1) __sin[(2k+ 1)=n — lgf
sin @ - Stn @
— s he
T sing’
t. J -D27n-—-h = Dh—-l- (39)
Jest tedy
-D21u-—-l f— Do, D2m—2 p— D]; e e ey Dm+1 = -Dm—2,-
tak ze opakuji se tu hodnoty D, aZ D,—, z prvni poloviny

intervallu D, aZ Dy,
Pro veskeré hodnoty po D,, ndsledujici jest obecné opét

dle () a (37)
_sim@m~+h+ Do __sinl(2k + 1) = + ho]

Dim—-h =

Dgpin= 5 ;
Zmth sin @ sin @
— _Sinhg
sin @’
t. j. D2m+h e Dh——l- (40)

Tim ziskdny v (39) a (40) redukéni vzorce, pomoci jichz
‘kterykoli determinant 1), o libovolném # lze pievésti na de-
terminant o ukazovateli v mezich od 0 do (m — 1).

Klademe-li obecné

n= am - f,
muzZeme psati
Donip = Dy (a—2)m+f
a tedy dle (40)
Dam+[$’ - D(u—2)m+ﬁ‘—1) . (41)
kteryz vzorec postupné uzit vede bud p¥imo k determinantu D
o ukazovateli v mezich od O do (w — 1) aneb midZe pomoci
(39) snadno na takovy pfeveden byti.
Na pf. jest
Dyp¢ = — Dspqg = (— 1)? Dgpg = (— 1)3 Djpy.

Z toho jde: Plati-li vyminka (36), resp. (37), maji wves-
keré determinanty D celkem jenm (m + 1) riznych absolutnich
hodnot O, Dy, D,, ..., Dy.
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Z rovnice (40) neb (41) ndsleduje, Ze jest

Dipir=— Dy =0,
-Dswz+2 = — [)4m+1 = O, a t. d. (42)
Na zdkladé téchto vysledkd lze pro veskeré hodnoty de-
terminanti D, sestaviti schema z hodnot O, Dy, D,, .., Dy

jak nédsleduje. NejvyS&i iddek obsahuje ¢isla O, 1, ..., 2m,
prvni sloupec Cisla O, 2m 4 1, 4m + 2, . . . . Index » pfisludny
uréitému mistu obdrZime, selteme-li ¢isla piislugnd uréitému
fddku a sloupci; na pf. sloupci (m + 1) a Fddku (4dm <4 2)
piislusi determinant

D, = Dm+1+4m+2 = Dsm+s a md hodnotu = D,.,—,.

0 1 2 .m—2m—1 m  m+1 .2m—12m

0 | Dy D, Dy.. Du_y Duy Dwy Dun.. D0
2m+ 1\ ~—D“—D1—DQ . .—D.m,__.g— D,,,,,__r—D,h_1 —Dm._g . .—.Do
'DO
..—D,

4m+2| Dy D, Dy.. Du_g Dusy Duy Dua..
6m+3;'——D0‘—D, _D2 . ._Dm—Q—'Dm-—l_Dm—l'—Dmf—'l
.. l

23. Jak bylo ukdzdno, vede vyminka D, = D,._,, aby dva
po sobé jdouci determinanty mély hodnoty stejné, k tomu, Zze
pak kterykoli determinant D, lze vyjddfiti jednou z hodnot O,
D,=1, D,...., D,—; P tom v8ak hodnota m zdvisld jest
dle (37) na @ a naopak. Jednd se nyni o bliz& vySetfeni této
zdvislosti.

7 rovnice (37) ndsleduje
2m+1=(2k+1)—%;
vyjddiime-li hly ve vtefindch, pfi temz
7z = 180" = 648000” = 2¢ . 3% . b3,

O O O O

........................

jest ddle

34.5H%

2m + 1= (2k 4+ 1) gii—q—)—h—. (43)

Ponévadz levd strana jest celé liché ¢islo, musi to byti
i strana pravd a tedy miZe byti ¢ predevsim jen tvaru -

¢’ =26, 8") (44)



1
2m 4+ 1= 2k + 1) 3—55_3 (495)

Dalsi teieni podminéna jsou volbou ¢isla %; obmezme se
na jediny p¥ipad, kde £ = 0; pak jest
4 3
2m + 1= 3—82 (46)
I pii tomto obmezeni poskytuje (46) nekonetny potlet
fefeni, nebof stati za ¢ poloziti zlomek, jehoz cCitatel jest dé-
litelem ¢isla 3*.5% a jehoZz jmenovatel jest kterékoli liché ¢islo,
tedy poloziti
3*.b*

2n +1° g

I

&= 4, w=X3;
vy$lo by pak
2m + 1 = (2h 4 1) 3¢—4H3—«

tedy kladné, celé a liché (islo.

Proto utifime jedté daldi obmezeni, Ze md byti & celé cislo.
V tom piipadu musi dle (46) & byti délitelem &isla 3¢, 5%
Moznd FeSeni, nyni v konetném poctu 20, jsou pak

e=1,3, 3% 33 34 5, 5% 53 3.5, 3.5%, 3.5%, 3.5, 32.5?
31,53 33,5, 33.5% 33,53 34.5 34.5% 34.5%

Volime-li na pt.
& =3%.h%

jest dle (44)
@ = 2%.33.5% = 43200” = 12"

a dle (46)
2m + 1 =23.5 = 15,
t. j. m="1. '
Jsou pak v tomto pipadé dle 38) a (42)

D,=D,,=D,,=Djq=...=0

a ostatni determinanty maji jednu zhodnot + Doy = Dy, .. & Dge

Kdybychom volili
& =34,
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bylo by
@ = 20.3%* = 5184" = 126" 24",
2m + 1 =2>5%= 125,
m=02;
tu by hodnotu O mély determinanty
DIZU 1)249‘ D574' e

a ostatni determinanty by mély jednu z hodnot + Dy, + Dy - - ”
+ D,,, 0 temZz rozhodnouti lze dle rovnice (41), Do pifpade
(39). Tak bylo by na pf.
Dy = Dyg9.16 = — Dsugpr; = (— 1)® Deat1a
a ddle dle (39)
= Dss2—4s = Dy

Podobnym zpiisobem vygetiovaly by se jiné piipady.

V Brné dne 9. prosince 1905.

Uvod do vektorové analyse,
Napsal prof. Ant. Libicky.

Vektorovd analysis, jedna z mladsich vétvi védy mathema-
tické, péstovdna byla s potdtku hlavné uéenci anglickymi a ame-
rickymi (Hamilton, Hyde, Heaviside, Gibbs, Wilson a j.). V Né-
mecku, kde zdklady tohoto poctu zbudovény bhyly I. Mobiusem
a H. Grassmannem, teprv od neddvna jevi se pron (ily zdjem,
obzvldsté kdyz se ukdzalo, jaké platné sluzby prokazuje v no-
véj§i nauce o elektiiné (v elektrodynamice a v theorii elektro-
nové), Svédéit o tom fada spisd, vydanych v poslednich letech
o tomto pfedmétu*). I soudim, Ze by bylo prospéino, aby i

*) Foppl: >Einfahrung in die Maxwell'sche Theorie der Elektricitat«;
druhé¢ vydani téhoZ spisu od 4brahama; Fioppl: »Die Geometrie der Wirbel-
felder<; Bucherer: »Elemente der Vektor-Analysis<; Gans: >Einfahrung
in die Vektoranalysis«; Jahnke: »Vorlesungen tber die Vektorenrechnung«;
V. Fischer: »Vektordifferentiation und Vektorintegration«; prislusné &lanky
v »Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften«, kterou vydava
Teubner v Lipsku. — Skoro vsechny tiyto spisy, jakoz i dilo »Vector
Analysis< od Gibbs-Wilsona, byly prameny k tomuto &lanku.
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