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Geometrie kruhu.
Pro #4ky stiednfch §kol sestavil

Dr. Karel Zahradnik.

(Dokontent.)

XXI. Dalsf vlastnosti svazku kruhii.

36. Vlastnosti svazku kruh@, t. j. kruhd probihajicich
dvéma body aneb, jak téz jinak se vyjadiujeme, kruhi o spolecné
chorddle mohli jsme jiz pii ¢l. 18. odvoditi, aviak odvozeni
bude piehlednéjsf, volime-li chorddlu za osu y a centrilu za
osu z. Rovnice svazku kruhti pii této volbé souradnic zni:

@’ +y*— 20z + k=0 (1)

Veli¢ina k& se neméni, je stalou pro vSechny kruhy tohoto
svazku; 4 jest velicina proménnd, kazdé hoduoté za A prislusi
jeden urcity kruh tohoto svazku, coz téZ jinak pronésti miZeme,
pravice, Ze 4 jest parametrem toho kruhu. Probéhne-li 2 vSechny
hodnoty realné, obdrzime vSechny kruhy celého svazku a po-
lIoha stiedu kaZdého kruhu ddna jest jeho parametrem 4, neb
z rovnice (1) vysvitd, Ze stied kaZdého kruhu tohoto svazku
lez{ na ose x ve vzdalenosti A od pocitku soutadnic.

PoloZime-li = 0 do rovnice (1), obdrzime

y*+k=0. @

Rovnice tato podiva po¥adny boddi, v nichz osa y (chor-
dila) svazek kruhd protind a jelikoZ je tato rovnice na 4 ne-
z4visla, vysvitd, coZ arci jiz z pocdtku jsme piedpoklddali, Ze body
. . e=0,y=+V_7%
kazdy kruh daného svazku probfhati musi.

Tyto dva pevné body na chordile nazyvaji se zdkladné
body svazku kruhd. Body tyto jsou redlné, je-li

k—=—c?
‘a jsou imagindrné, kdyZ
k=4 c
Rovnici (1) miZeme dati ndsledujici tvar:
(@— 2yt =22—F, ®)

kdeZ pravd strana Ctverec poloméru dotceného kruhu znadf. Ze
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véech kruhit tohoto svazku jsou dva kruhy vyznainé, totiZ ony,
jeZz piislusi hodnoté
A== VEL “)

Za tuto hodnotu pro 4 obdriime dva kruhy o poloméru
rovném nulle; v pfipadé tomto presly kruhy ve dva body sou-
mérné poloZené na ose x ku pocitku soufadnic ve vzdilenosti
V'%. Body tyto nazval Poncelet*) ,mezné body“. Oznaime si
body tyto**) pismeny L a L‘; tyto jsou, jak z rovnice (4)
vysvitd, realné neb imagindrné, dle toho-li £ se - ¢* neb — ¢?
rovnd. Toto mlZeme vzhledem k rovnici (3) téZz nasledovné
pronésti: jsou-li zdkladni body svazku kruhit redlné, jsou mezné
body imagindrné a naopak. ,

37. Mocnost pocéitku soutadnic O vzhledem ku v8em kru-
him svazku podaného rovnief (1) jest

k=, (5)
a jak z rovnice této vysvitd, jest nezdvisld na parametru 2,
tedy vzhledem ku kazdému kruhu daného svazku stejnd, rovni
se totiz étverci vzddlenosti mezného bodu L (L‘) od bodu O

Volme nyni libovolny bod H na chordile, jehoZ soutadnice
budteZ (o, A). Mocnost bodu H vzhledem ku kruhim (1) bude
se rovnati k% k. Mocnost tato je vSak na parametru i nezi-
visld, tedy pro vSechny kruhy svazku stejnd a prihlfZime-li
k vyznamu mocnosti bodu,***) bude

. HM? = h*-F, (6)
kde HM délku tecny z bodu H k néjakému kruhu tohoto svazku
znadf.

Body styku M tecen vedenych z bodu H ke viem kruhim
svazku jsou dle rovnice (6.) od tohoto bodu stejné vzdéleny,
tudiZ jest misto jejich kruh, jehoZ stiedem jest H a polomér
rovni se délce HAM; rovnice tohoto kruhu zni

x4 (y — h)y>=R*+ k. (7
Oznadime-li stied kruhu piislugného parametru 4 pismenem
S, bude ‘

I = h® -k

MS2=2—k

*) Traité de Propriétés Projekt. pag. 41.
*¥) Vykres kazdy dle uddni snadno si sestrojf.
**¥) Viz pag. 21. tohoto Zasopisu.



254

tedy .
: HI? -+ MS* = h*+ 2%
- Av8ak téz
. WZ—I— 0—812 — h2+ 12,

| HIr + 718 = HE, ®

-z &eho nisleduje, Ze trojihelnik HMS jest pravothelny, Ze
étverec vzddlenosti stfedd kruh (3) a (7) rovnd se souctu
¢étvercll poloméru jejich, to jest, kruhy (3) a (7) protinaji se
pravothelnd. Mimo to dokdzdno diive, Ze kruh (7) body mez-
nymi L a L‘ probihd, neb y =0, x> =%, prote; mime vétu:

y Vedeme-li z libovolného bodu ma chorddle tetny ku viem
kruhim svazku (1), lefi véechny body styku ma kruhu, majicim
 za stied zminéng bod; kruh tento probihd mezmjmi body L a L,
a protind kolmo vsechny kruhy svazku (1).

38. Shledali jsme ve ¢l. 34, Ze poldry libovoluého bodu
vzhledem ku viem kruhfim svazku pevnym bodem prochdzeji.
Ze vsech bodii sourovinnych se svazkem kruhit vyznacné jsou
opét mezné body L a L‘. Jejich poliry vzhledem ku viem
‘kruhﬁm svazku nejenom Ze pevnym bodem prochazep ony
samy jsou pevné. -

Polara bodu (x, y,) vzhledem ku kruhu (1) jest ddna rovnicf

@ (2, —A) -+ yy, — Ax, -k =0. ©
"Poldra bodu L (VZ, 0) bude '

eVl —2)4+VE(VE—21)=0,
- a zkrétime li ¢initelem V% — A, obdrifme

tedy

x 4 V‘ 0. (10)
Podobné bude poldra bodu L' (— V&, 0)
‘ e —VEk=0. (11)

Rovnice (10) a (11) jsou nezdvislé na parametru A, nemén{
83, af jiZ uréfme poliru bodu mezného ku kterémukoliv kruhu
svazku, tudfZ miZeme pronésti vétu:
»Poldra jednoho mezného bodu jest vzhledem ke vSem kru-
- ham sbazku rovnobéind k chordale svazku a prochdzi dr uhym
v'meznym bodem s '
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39. Dén budiz pevny bod B; v roviné kruhu (1), poldry
jeho vzhledem k témto kruh@m prochdzeji pevnym bodem B’
a naopak, poliry bodu B‘ prochizeji bodem B,. Prva ¢ist jiz
v ¢l. 34 odvozend a druhd Cast plyne sama sebou jiZz z vlast-
nosti poldr (¢l. 21), pfedce vSak uvadim zde dikaz této véty
ptimy a jednoduchy.

BudteZ x, y, soufadnice bodu B,. Polira jeho vzhledem
k svazku (1) déna jest rovnici

®(xy —A) +yy, —Axe, +k=0

wxy +yy, +k—2i(x+=2)=0.
Rovnice tato md byti nezdvisld na veli¢iné 4 (cl. 34),
tudiz je

aneb

awy +yy, +Ek=0 12)
x+x, =0
Prvni rovnice znaéi poldru bodu (—=z,, —¥,) vzhledem
ku kruhu danému rovnici

ot 4-y* =k,
tedy ku kruhu opsanému nad LL‘ co primérem. Bod (—a,, —y,)
jest soumérny bod bodu B, a ozna¢me jej pismenem B’;.

Z rovnic (12) vysvitd, Ze poldra bodu B, pevnym bodem
B’ prochédzi, jehoZ soufadnice obdriime, Fe$ime-li rovnice (12)
dle z a y; jest tudiZ
'z +yy + k=0 : (13)

'+ a, =0,
souvislost mezi soufadnicemi bodu B, a B‘, a ze soumérnosti
vysvitd vlastnost reciprocity.

40. Opi¥me nyni nad B, B‘ co primérem kruh; rovnice
jeho zni

Y o ) = ()

aneb vzhledem k rovnicim (12) po vyloucenf =’ a y’

w2+(y wlz’*’gji _k) — 2+(ml _“3/1 k) (14)
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Kruh tento probithd body meznymi, neb vyhovuji této
rovnici hodnoty
=k, y=0.

Budiz C, stted kruhu (1) probihajictho bodem B, ; sou-
fadnice stfedu budou (ﬁ-zi‘)%‘“—_*_k, ()) smérnice piimky
ind |

C, B, rovnati se bude
. 2y
bty * — @ *
smérnice pifmky B, B/ bude

: h—y
x, — x
a sou¢in jejich vzhledem k rovnicim (8) jest
_ 22,3, n—y o 2o, ' Yoo 1
bty =y —at T kdy, 21, - ,

z GehoZ vysvitd, Ze C, B, kolmo stoji na B, B’ t. j. 7e B,B' je
teénou; podobnd odvoditi lze, Ze piimka C‘B‘ kolmo stoji na
B, B, tedy i k druhému kruhu je B, B’ tenou, coZ nim podava
vétu: Spojivd primka dvou bodés B a B’ majicich vlastnost reci-
prokow (polary jednoho vzhledem ku kruhtim svazku prochaze-
jici bodem druhym a naopak) je te¢nou spoletnow k dvéma
kruhim svazku.

XXII. Stanoveni tihlu dvou piimek nezavislé na jakosti soutadnic.

41. Dény budtez dvé pifmky P a P, svymi rovnicemi
v soufadnicich homogennich
ar~+by+cz2=0 0
a2+ by -+ ¢,z =0,
a ozna¢fme-li pismenem ¢ thel téchto, bude
__ ab, —ab
0=, b, @
Vytknéme si za tkol, vyjadfiti tg ¢ takym zpisobem, by
nezdvisela na jakosti soufadnic.
Pifmka tbéZnd protind dané dvé pi{fmky Pa P, v bodech
p a p,. Body tyto jsou ureny rovnicemi



ac+by=0
. { z=0.
{ az, 40,y =0
P...
z=0.
Ozna¢meZ imagindrné body kruhové v nekoneénu pismeny
kak,.
Tyto jsou dany rovnicemi (¢l. 7.)
2 +y*=0
z2==0

P...

aneb
% z+qy=0
et
h““{m—@:o'
z2=0
Dvojpomér téchto Cctyf bodd, jez dle odvozeni lez{ na
pifmce 1ibéZné, oznaéme pismenem g, tedy

q=(kk, pp)). ®3)
Tyto Cty¥i body jsou priisekem pifmek
x4+ =0
x— ty=20
ax -+ by=0 )
ax+4by=0

s pifmkou tbéZnou z=—=0, mus{ se tudfiZ dvojpomér techto
pfimek rovnati taktéz ¢.*)

Jest vSak *¥)
A—Ay A —Ay
= : .- 5
1=, =%, " 7, —14, : ®)

Vzhledem k rovnicim (4) jest

A =t, h=—1
a a
13:——1)—', 14:'511—'.

Zavedeme-h hodnoty tyto do rovnice (5), obdrz1me
bi+a)  bida
- 1= bt—a) * bi—a,
*) Viz Zahradnik ,Symboly analytické geometrie a jejich upotfebeni
Casop. mathm. IIL. dil pag. 163.

*%) Yiz ,Symboly analytické geom. ,Cagop. math. IL dil, pag. 177.
17
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aneb
_ (ita) (i—a)
1= Ci—a) Ot ay)
Provedeme-li ndsobeni, obdrzime
__ aa, } bb, — (ab, —a,b)¢
=g, F o5, I (ab, —ayb)i
Prihlizfme-li k rovnici (2), totiz
ab, — ay b = (aa, + b)) tg p,
piejde hotejsi rovnice po zkrdceni Cinitelem aa, - bb,
_1—dtgp _ —2u9

1= TFige = ©
z ¢ehoZ plyne bud .
_qg—1 .
tqu_q—+1.z )
neb .
(p:—;—lq. ®

Kdyby ¢ =—1, tvoiily by ptimky (4) harmonicky svazek -
a z rovnice (7) plyne
tgp =,
t. j. pifmky P a P, stojf na sobé kolmo, coZ téZ jinak pronésti
miiZeme. ’
Kazdy par kolmych pifmek rozdéluje harmonicky vzdaile-
nost imagindrnjch bodd kruhovych v nekonecnu.

XXIIIL Rovnice kruhu v souradnicich piimkovyeh éili tangentidlni
rovnice kruhu.

42. Pii bodové rovnici kruhu brali jsme bod za prvek
kruhu, jejZz jsme jeho soufadnicemi uréili. Podobné miZeme
tetnu kruhu za prvek pojfmati a uréiti ji jejimi souradnicemi,¥)
totiz tseky jejimi na osich. Tu obdobné ku clanku 1. obdrZime
ndsledujfc{ vymér kruhu:

»Primky dané roviny, které od pevného bodu téfe roviny
stejné vazddlend jsou, tvori kruh, an jest. jejich obdlkou.“

Znadf-li w, v soutadnice libovolné pifmky, kterd jak patrno
bude teénou kruhu, a, b soufadnice bodové stredu jeho C, » jeho

*) Viz mé pojednani ,0 symbolech anal. geometrie atd.“ Cas. math. r. IIL
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polomér, a piedpokldddme-li pravodhlé soufadnice, coZ na
véci nic neméni, bude

ux 4 vy 4+ 1=0
rovnice také teény a vzddlenost jeji od stfedu C bude
Mafubtl_ o
Vot o?

Rovnice tato vyjadfuje, Ze teéna (u,v) od bodu pevného
(ab) sttedu to kruhu danou vzdilenost md. Jsou-li », v pro-
ménné, vyjadiuje rovnice (1) relaci mezi soufadnicemi libovolné
tecny kruhu a stilymi a, b, », t. j. rovnici kruhu, jiz téZ psati

miiZeme
(ua -} vd 4 1)% = r? (u® 4 v?). @)
Rovnice tato poddvd ndm normdlny tvar rovnice kruhu
v soutadnicich p¥imkovych, aneb vztah, jemuZ soufadnice dané
primny w, v vyhovéti musi, md-li tato byti te¢nou kruhu.
Volime-li poc¢itek soutadnic za stfed kruhu, bude a —1b
=0; a rovnice (2) piejde ve

P o

Jsou-li osy teCnami kruhu, bude ¢ =b=r, a tudfZ na-
bude rovnice (2) tvaru

UV —

“j”+7}.;:o. @)

XXIV. Podminky, za kterymi obecna rovnice stupné druhého
v soufadnicich primkovych kruh znaéf.

43. Obecnd rovnice stupné druhého v soutadnicich piim-
kovych jest
Au® + 2Buv 4 Cv® 4 2Du -} 2Ev + F = 0,
a normdlni tvar rovnice kruhu rozvedeny zni
(a®—r?) u® + 2 abuv + (b2—r2)v® 4 2au - 2bv 4+ 1 =0,
Maji-li obé rovnice jeden a tyZ kruh vyjiddfovati, musi se
rovnice druhd dplné prvé rovnici rovnati, aZ na jistého faktora,
kterym vSechny Cleny mohly byti zkriceny. Nasobime-li rovnici
(2) takym faktorem A, budou rovnice (1) a (2) identické, t. j.
A(@*—r)=4 A(G*—r)=C
Aab= B Aa=D 3)
Ab=E A=F.

17*
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Rovnice (1) ma Sest staljch, rovnice (2) zndsobend Cinitelem
A mé pouze Ctyfi, z cehoZ vysvitd, Ze musi onéch Sest staljch
uréité dvéma podminkdm vyhovéti, mé-li rovnice (1) znafiti
kruh. Tyto podminky obdrZime z rovnic (3).
" Jest totiz

A2ab = DE
A*ab = BF
tedy
BF = DE, : “4)

co prvni hledand podminecnd rovnice. Odéftime-li rovmice (3)
prvého Fidku, obdrZime
A(@*—0b)=A4—C.

Jest viak > e
a = T , b= T y A= F;
zavedeme-li hodnoty tyto do hofejsi rovnice, obdriime
D—EB_ A—-C
F — 4T Yy
aneb ‘
— AF=E*—CF ®)

co druhou hledanou podminecnou rovnici.

-44. Podobné jako v soufadnicfch bodovych mohli bychom
v souradnicich te¢novych (ptimkovych) geometrii kruhu odvoditi;
misto bodu nastoupila by tetna kruhu co prvek jeho, a tak
bychom obdobné ku piedchdzejicimu celou fadu vét odvoditi
mohli pomocf soufadnic pifmkovych, jak jsme to jiZz o pifmce?)
a bodu %) zevrubné byli provedli, proceZ zde ptestivime na
dvou clancich 42. a 43. a odvozenf samo zlstavuje se co cviceni.
Znénf jejich poddva zdkon duality, o némZ svym mistem ?) uci-
néna byla zminka. SloZitéjs{ véty vztahujici se k jednomu a vice
kruhim, mimo jiné zvliit o stredech a osich podobnosti, o pro-
blému Apollonia, o kruhu deviti bod& pro p¥fiti roénik si
“ponechdvdme.

l) Casopis mathematiki ,O symbolech analytické geometne a jejich
" upotieben{®, ro¢. II. Praha. -

3) -ibid. roénfk III.
. 3) ibid, pag. 157. roé. IIL
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