
Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky

František Josef Studnička
Geometrické upotřebení některých pouček o determinantech

Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky, Vol. 2 (1873), No. 1, 69--82

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122446

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1873

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/122446
http://project.dml.cz


69 

a poněvadž 
q (?*). = — 2qnA 

máme konečně 
OOs + « ( « ) ! = O 

z čehož dle (7) soudíme, že body ?*4 wx w2 w3 skutečně na tom­
též kruhu se nalézají, jak dokázati jsme chtěli. 

Při jiné příležitosti ukážeme, jak výhodně lze parametrů 
(u) k řešení jiných rozmanitých o kuželosečkách jednajících 
úloh použíti. 

Geometrické npotřebení některých pouček 
o determinantech. 

(Sepsal Prof. Dr. F. J. Studnička.) 

Kdo se chce vycvičiti v užívání základních pouček o de­
terminantech platících, nenalezne snad vděčnějšího pole nad 
analytickou geometrii jak v rovině tak v prostoru. Neb tu 
vyskytuje se stále řešení rovnic, vylučování rozličných veličin 
jakož i přetvořování výrazů, samé to úlohy, kteréž, jak známo 
z dějin theorie determinantů, první podnět daly k jejímu vyvinutí. 

A jelikož nyní již na lepších školách středních možná si 
zjednati nejprvnějších známostí determinantů, sestavil jsem tuto 
analytický rozbor trojúhelníku a čtyřstěnu, abych ukázal, jak 
prospěšně se tu používá některých jednoduchých vlastností těchto 
zajímavých výrazů kombinatorických, doufaje, že mnohý tím 
bude povzbuzen k ddfrlímu studiu v oboru tomto. 

I. 0 trojúhelníku. 

Nejjednodušším spůsobem určí se analytický trojúhelník 
v rovině, ustanoví-li se buď pravoúhelné souřadnice jeho vrcholů 
neb rovnice jeho stran, načež se snadno vypočítá obsah jeho, 
určí délka stran a výšek jakož i velikost uhlů jeho. 

Značí-li v případě prvním #*, y* souřadnice bodu Z?*, bude 
plocha trojúhelníku BL B2 Bz — obr. 7. — patrně 

P= (I-4-ÍI + I I I ) - ( I ) - ( U ) ; 
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(1) 

obr. 7. 
použijeme-li tedy známého vzorce, ustanovujícího ploský obsah 
lichoběžníku, obdržíme tu 
2P= (*,—a?,) (y.-i-y-.) — (x2—xx) (y2-\-yv) — (*3—#.,) řy a+y2) 

^ = *. (y*—y*) + * 2 (y*—yi) + ^ (yi—y2); 
dá-li se pak výrazu tomuto tvar determinantu ! ) 

*i Ví 1 

A= x2 y2 1 = (123), 
#3 #3 1 

povstane konečně pro plochu trojúhelníku jednoduchý vzorec 
2P = A = (123). (2) 

Kdyby však druhý bod byl tak položen, že by příslušné 
y2 protínalo protější stranu trojúhelníku, kdyby tedy na př. byl 
v B\, měji bychom pro plochy Bx B*2 B3 výraz symbolický 

2P = —(123) = (132).2) 
Konečně budiž tu ještě poznamenáno, že determinant A 

možná zjednodušiti odečítáním prvků jednoho řádku od prvků 
řádků ostatních,3) čímž se obdrží, označíme-li podřízené deter­
minanty příslušnými písmenami velkými,4) 

2 A = (X, Y2) = (X2 Tv) = (X3 YJ . (3) 
Ze vzorce (1) jde na jevo, že pro A=o jest i P= 0, 

z čehož jde, že tu všechny tři body leží vjfedné přímce; a naopak 
leží-li tři body v jediné přímce, musí A=o. 

Abychom ustanovi-li délku jednotlivých stran tohoto troj­
úhelníku, použijme známých vzorců 

V = te-^-ffo-y,)* = V-r -V, 
1 2 — ř 2 — fe-^i)2 + (Vг-УiY = -V + V , (4) 
î,» = (*,-»,)»+ (yi-ya)« = -V+-V-

2) Viz Studnička „O determinantech* pag. 20. 
8) ibid. pag. 22. 
*) ibid. pag. 26. 
á) ibid pag. 17. 
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Délky kolmic neb výšek trojúhelníkových obdrží se pak 
ze vzorce 

2P = px h = p212 =lh h = 4, 
z něhož jde přímo 

A A A /ř,v 
. Px = T" i 1>2 = T-1 P3 = i - ( 5 ) 

h h lz 
A podobně určí se sinusy úhlů trojúhelníkových pomocí 

vzorce 
2P = lx 12 sin «3 = 12 "3 sin ax = l2 lx sin a2 = A, 

z něhož se bezprostředně obdrží 
A A A fi. 

sin «i = ,- r , sen a2 = r r , sin a3 = — — (6) 
Ze vzorců těchto jde na jevo, že v stejnostranném troj­

úhelníku, kde tedy 
h = h = 3̂ 1 

zároveň platí 
P i = J P a = A i 

síw ax = siw cc2 = sin c*3 

Znajíce vzorec (1), ustanovíme snadno i v druhém případě 
obsah trojúhelníku, jehož strany určeny jsou rovnicemi 

<h x + \ y + c\ = ° 
a 2 * + J2Ž/ + c2 =0 (7) 
% ~ + h V + c2 = o . 

Rešíme-li totiž tuto soustavu rovnic, spojujíce je po dvou, 
zjednáme si napřed souřadnice průseků, tedy vrcholů trojúhel­
níkových, .načež jen třeba hodnoty takto obdržené dosaditi do 
vzorce (1), aby se přišlo k cíli. • 

Označíme-li determinanty, které se tu vyskytnou, přísluš­
nými písmenami velkými, obdržíme z rovnice druhé a třetí5) 

_ A\ — 5 i #1 Q > J/l Q 1 

z rovnice třetí a první 
_AŘ_ _ B2 

x* - C2 ' y%~ G2 

a konečně z rovnice první a druhé 
Az .B£f< 

*»-~V * - c / 
5) ibid. pag. 29. 
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zavedeme-li tyto hodnoty do vzorce (1), obdržíme tedy, vylou 
čivše společného dělitele 6) 

2P — n~ n—yj- A„ B2C2 

Ale prvky posledního determinantu jsou subdeterminanty 
příslušné k soustavě (7) aneb k determinantu 

a2 Ъ2 c2 

o>г h cз 

(8) 

z čehož jde, že hodnota jeho, jelikož jest stupně třetího, rovná 
se druhé mocnině původního determinantu A 7 ) ; jest tedy 

A1 

2P — - (9) 
.wx — n n n * V. 1 

i 2 3 

Jestli tu z/=:0 , jest i P = o , z čehož jde na jevo, že 
všechny tři přímky protínají se v jednom bodě a naopak; pro-
tínají-li se tři přímky v jednom bodě, musí příslušné J - o . 8 ) 

Znajíce vzorec (9), můžeme jednoduchým spůsobem vyjádřiti 
i výšky trojúhelníku i délky jednotlivých stran jakož i velikost 
úhlů jimi uzavřených. 

Značí-li lv délku strany mezi bodem B2 a B3 ležící a p{ 

příslušnou výšku neb kolmici s protějšího vrcholu Bx na ni 
spuštěnou, bude i 

2P = plh, (10) 
kdež se px analyticky ustanoví vzorcem 

ax xx + 6 . y . + c, 
*' - VS,»+T,r ' 

dosadíme-li tedy* do tohoto výrazu za xx a yx známé již hod­
noty a položíme-li všeobecně 

V 5 ? r + S í = f*, (11) 
obdržíme především pro výšku vzorec 

_ axAx + &,£, + c , C t 
Oj f*t 

e) ibid. pag. 23. 
') ibid. pag. 40. 
8) ibid. pag. 31. 
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aneb složíme-li čitatele 
џ 

V л , 9) 

Pl 
__/ 

- C > , ' 

a podobně 
Pz-

A 
~ cľř*,' (12) 

Pз 
_ J 10) 

~~ Ç» f*_ ' 
Spojíme-li pak vzorce (9), (Ю) a (12), obdržíme bezpro 

středně dále 

. , = 

l_ = 

?,= 

= _ - - & - , 
c2 cj' 

= Л - ^ - . 
c3 c, 

= à-Џ--
Çţ C 2 

) (13) 

A poněvadž t u 
pL = Z3 s m « 2 , ^?2 = : ZL sin « 3 , p 3 = ' 2 5 ? w a i 1 

označíme-li úhel ležící proti straně lk krátce a*, obdržíme po­
mocí vzorců posledních 

Cx 

s^n a. =: , 
Li2 ^ 

sin a„ = : - 2 — , " (14) 
^3 Pí 

s«w a, r= 
V>1 f*2 

U stejnostranného trojúhelníku platí 
^ = : ř2 = : ř3 , 

z čehož jde,* že t u 
Hx CL = : a2 C2 = ft3 0 3 =~ Z;, 

načež z posledních vzorců se obdrží 
z/ 

A = A = A = -j-» 
Je 

sin at — s^n a2 =_ ^ w a 3 ř»l ř*2 ŕ*3 

9) ibid. pag. 17. 
1()) Jelikož fík má označení i , volí se v jednotlivých případech tak, ohy 

pk bylo poBitivní. 



74 

z čehož plyne pro h výraz 

jc — ЫЬЉ. y з , 
u 

II. 0 Čtyřstěnu. 

Zcela podobným spůsobem možná provésti analytický roz­
bor čtyřstěnu. 

Značí-li v prvním případě všeobecně xk, yk, ek souřadnice 
bodu Bk a chceme-li ustanoviti obsah čtyřstěnu Z?T B2 B3 B% 

— obr. 8. —, jehož rohy jsou určeny souřadnicemi pravoúhlými 
x, y, z, rozložme hranol'sjehlancovým zakončením na tři hranoly 

124B4B2B{, 234B4B3B2, 123B3B2BX 

N obr. 8. 

a odečtěme od součtu těchto tří hranolů doplňující hranol 
134BAB^Bl . 

Obsah trojbókého hranolu O, jehož tři výšky jsou \, A2, 
h3 a základna b, určuje se, jak známo, podle vzorce 

3 0 = 6 ( ^ + ^ + ^ ) 5 * 
v případě tomto jest b trojúhelník, jehož vrcholy jsou určeny 
souřadnicemi x, y a plocha tudíž vzorcem (1), takže všeobecně 
bude 

6 0 = (mnp) (hx + h2 + h3). 
Použijeme-li tohoto pravidla spůsobem dříve již vytknutým, 

obdržíme tedy pro obsah čtyřstěnu 
T=z B1B2 B3 B4 
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především vzorec 
6 2*= (123) ( * . + * , + * ) 

+ ( 3 2 4 ) ( » , + * I + * 4 ) 
+ (421) (0,+et+e.) 

^ - ( 1 4 3 ) (*t + ~4 + * 3 ) , 
z něhož jde, spořádáme-li výraz na pravé straně podlé jedno­
tlivých g a použijeme-li známé stejniny 

(mnp) = — (nmp) = — (pnm) = — (mpn) l'), 
6 2 * = * . [ ( 1 2 3 ) + ( 4 2 1 ) + (341)] 

- * 2 [ ( 1 2 4 ) + (423) + (321)] 
+ í í l (123) + (324) + (341)] 
- * 4 [ ( 2 3 4 ) + (412) + (143)];-

spojíme-li pak determinanty v závorkách obsažené, majíce na 
zřeteli, že podlé ob. 8. 

(143) = (123) + (3 24) + (421), 
obdržíme dále 

6 r = * , (234) — ̂ ( 3 4 1 ) + *, (41 2) — * 4 (123), 
což se dá složiti podlé známého pravidla 12) v 

*i xi Ví 1 

g.t x2 y2 1 
(iT= 

zъ xz Уз * 

*4 ^4 У* 1 

vyměníme-li konečně druhý sloupec za první a pak třetí za 
druhý , 3 ) , povstane konečně pro obsah čtyřstěnu vzorec podobný 
(1), totiž 

x, yx g, 1 
*^2 y% ^ 2 •*• 

*» y3 «3 -

x4 y4 g4 1 

kterýž možná ještě známým spůsobem zjednodušiti v 

6T: = Æ (15) 

6 Г = 
x2 x,, yг yx ,—et 

(16) 
u l \ 

^3 ^ 2 . # 3 #2 9 ~3 

| # 4 ^ 3 1 # 4 # 3 1 ^4 " 

Jak ze vzorce (15) jde na jevo, stane se T = 0 , všechny 
body leží tedy v jedné rovině, když determinant 4 = o a na-

" ) ibid. pag. 22. 
1 2) ibid. pag. 12. 
, 3) ibid. pag. 21. 
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opak, leží-Ii čtyry body v jedné rovině, musí determinant, se­
stavený z jich souřadnic .podlé vzorce (15), rovnati se 0.. 

Abychom určili velikost jednotlivých ploch, použijme známé 
poučky, že čtverec nějaké plochy v prostoru rovná se součtu 

• čtverců průmětů této plochy na tři roviny souřadnicové, načež 
obdržíme, značí-li Pk plochu ležící proti bodu Bk a Pk (mn) prů­
mět její na rovinu mn, 

Pk ----- Pk (xy) + Pk(yz) + Pk (zx) \ 
označíme-li pak subdeterminanty patřící k /l stejnými písmenami 
velkými, bude dále 

2Pk(xy) ----- Zk , 

2Pk(yz) - = Xk , 

2Pk(zx) ----- Ik , 

z čehož jde, že všeobecně 
4Pl =X\ + Yl + Zl = M\ . (17) 

Délky jednotlivých hran nelze jednodušeji vyjádřiti nežli 
co vzdálenosti dvou bodů určených souřadnicemi, tedy vzorcem 

li = {Xi — xký + (yi — tjkf + (*,• — 8k)\ (18) 
ačkoliv i tu možná výraz na pravé straně poměry determinantů 
nahraditiv 

Co se tkne délky kolmic pk spuštěných s bodů Bk na 
protější plochy Pk, ty ustanoví se snadno porovnáním dvou vý­
razů pro obsah čtyřstěnu; s -jedné strany máme totiž podlé 
vzorce (15) 

&T=4, 
se strany druhé pak, jak známo ze stereometrie, 

6T=2Pkpk = MkPk 
z těchto dvou rovnic jde tedy všeobecně 

» = -&-. 09) 
Abychom určili úhly, jež jednotlivé plochy s sebou uza­

vírají, musíme napřed znáti úhly, jež uzavírají s jednotlivými 
rovinami souřadnicovými; a tu jest podlé známé poučky o prů­
mětech, značí-li eck, fa, n úhly, jež uzavírá plocha Pk s rovi­
nami XF, ZY a ZX, 

Pk(xy)=Pk COSCik, 

Pk(yz) =PkCOSPk, 

Pk(z*)~PkCOsyki 
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z čehož jde, použijeme-li předešlých vzorců, 

C0SK"= Žr« «»ft = - é " ' cos^ = ~lr-
Nazveme-li pak úhel, jejž uzavírají roviny PÍ a P * , krátce 

(PÍ Pk) a použijeme-li vzorce z analytické geometrie známého 
cos (Px P 2 ) = COS Cti C0SCC2 "f" C O 5 0i 00s/32 -j- č?05 y, C05^2 , 

obdržíme velmi snadno 

cos (px P) = Z L ^ : i ^ + A A . ( 2 0 ) 

Zavedeme-li sinus místo kosinusu, zjednáme si vzorce jed­
nodušší; obdržímet především 

sin~.(P P , - M\M\-{X,X,+ Y,Y%+Z,Z%)\ 

podlé výzamu veličin 31, a M2 a podlé zvláštní poučky o de­
terminantech platící1 4) jest ale 

M\ M\ - (X. X, -f Y, F 5 + Z,Z%? 
--(X.r^-Kr.z,)'-!-^.-*-)'; 

14) Poučku příslušnou možná tímto spůsobem odůvodniti: 
JestliA = 2 ; + a 1 & 2 . . . l w , J B = : 2 ; + a 1 / ? , . . . ; n , C = 2 ; ± A 1 B , . . . L } i 
platí jak známe, 

C — A.B, (1) 
jestli Ak :-= alcxk + b^k + . . . + M* , 

Bk = a2 w + b.^A + . . . + í, ** , (2) 

Lk = an Uk + b« /?* + . .. + ?n h. 
Poněvadž C jest funkcí veličin Ak , B& , . . . , L* , jde ze vzorce (l 

AZB_dC _dC ZAk , . D C D L * 
Í C M Zcck <)A* * <) <U " dLk "deek 

neb použijeme-li vzorců (2) 

taktéž 

^ - 5 - я î ) 0 J . я Э Ć . . Э C . 
A := aå .- -f- a, -—- + . . . + an - -

<ľ)0ГЛ: Э A І f c Э B * OLjfc 

ÁЪB_Һ дC• , . DC , , . ЭC 
<)/?* ЭAљ DB/fc ðL* 

Znásobíme-li tyto rovnice, jak po sobě .jdou, poměry differenciálními 
DA ZA DA 
Doi" ' 5b*"! ' " ' UM' 
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dále platí o těchto determinantech stupně druhého skládajících 
se ze subdeterminantů ,5) 

( y , Z 2 ) _ : _ / ( S 3 - z 4 ) 
(Z, X2) ~ _/(y3 — */,), 

z čehož jde, sečteme-li, uvedše napřed na druhou mocninu, po­
mocí vzorce (18) 

{X,Y2y + {YxZ2? + {ZxX^zzďl^-, 
dosadíme-li tedy tento výraz do vzorce předešlého, obdržíme 
konečně 

S Í „ ( P , P , ) = ^ ; (21, 

a podobně i ostatní až k poslednímu 

*(P,P-)=-^I-. 

a sečteme-li na obci Jtranách, obdržíme, majíce zřetel k známým vzorcům 

, *áS + 6 ,gK+-"+*5Er-°' 
ak\A +lk\£+... + lk\± = A, 

dak Cbk ůh 

_ ! __ + Z ) _ 3 - + + * — ?J? _ L6- (3) 
3a* Da* Sbjfe iftk ' * ůh Ílk Í)K* 

Jestli pak ve zvláštním případe všeobecně 
azza, &_/?, cz=zy9 tedy__:_B, (4) 

obdrží se konečně vzorec svrchu uvedenou poučku vyjadřující 

(?AÝ-+-(:>AÝ-+- + ^ A ť _ _ L ,, 
^ a * J ~lž>&* j ^ ' " ^ V Ž f e J iKk ' w 

Jestli tedy na př. A _ _ + ax 62 c 3 , bude 
B2 = a2* + b2* + c2\ 
B 3 — a2 a3 + &2 &a + c2 c3 _ C2 

C 3 _ a 3
2 + .V + c3

2 

-̂— r r S A 3—1• -L 7 . 
- — _ & 2 c 3 —&3c2, — — _ c 2 a 3 — a 2 c 3 , - _ — _ a 2 0 3 ~a3&2> 
0 Oj 0 ©i 0 CX 

-___ zzB2C3— B 3 C,, 
a ludíž podlé vzorce (5) 

(a\ + b\ + c.) W + 6i + c j) - (o, a3 + b2 b3 + c2 c3)* 
_ (a2 &a — a3 62)

2 + (62 c3 — 53 c2y + (c, a3 — c3 a2)
2 

15) ibid. pag. 41. 
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Abychom konečně ustanovili úhly, jež uzavírají jednotlivé 
hrany, požijme známých vzorců (17) a 

2P=absiny, 
načež obdržíme pro plochu P, 

2Pi=ř 2 a í 3 4 si»(234) 
= Z34Z4„ sin (3 42) 
= Z42*23 «fi(423) = Jf--

z čehož jde bezprostředně 

8w(234) = —]- at.d. 
^23 ^34 

Podobně se obdrží v ostatních plochách 
M 

sin (341) = -y-4~ a t. d. (22) 
^34 ^41 

• M 
8m(412) = - = f — a t . d . 

ř4i n2 

srn (123) = + ^ - at.d. 
^T2 ^23 . 

Abychom konečně vyšetřili všechny poměry čtyřstěnu, 
určeného rovnicemi omezujících rovin 

axx + h V + ci * + di = o i 
aaa? + *aiy + ía Í P + ^ = 0 i /23) 
^ 3 ^ + ^ y + ^ ^ + ^ ^ ^ í 
^4 # + 64Í/ + C4 * + ^4 = °> 

zjednejme si především souřadnice vrcholů; obdržíme tu, spo­
jujíce rovnice tyto po třech, 

z 2., 3. a 4. *j = 2T, 9l—'iT' 0l=W> 

z ?, 4, a 1. x2 = A , y2 = g , *2 = ^ - , (24) 

z4., 1. a 2. *3 = ̂ , » = § - , *3 = | s 

z l . ,2 . a 3. ** = 1^> fc^-^, ž * = ^ 7 
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značí-li _4, _B, C, D subdeterminanty patřící k prvkům deter­
minantu 

a, 6, c\ ^ i 

__/_-
a2 _ 2 c2 đ2 

a3 Ъ3 c3 d3 

a4 Ъ4 c4 dA 

• (25) 

Zavedeme-li hodnoty (24) do vzorce (15) , obdržíme pak 
pro obsah čtyrstěnu T 

Л , Б , CXD, 

ßT— _ Ån Ђ2 0, D„ 
D J L "" 2). D2 D 3 _D4 

A3 B3 C3 _93 

5 

Л Җ C _ Ą 
jelikož ale prvky tohoto determinantu patří co subdeterminanty 
stupně prvního k determinantu (25), rovná se, jsouc stupně 
čtvrtého, třetí mocnině determinantu původního, z čehož jde, 
že obsah čtyřstěnu vyjadřuje vzorec jednoduchý 

__/3 

(26) 6T__ 
D, 2>2 D3 _) 4 

J.estli tu __/=__: 0, jest i T=o, z čehož patrno, že všechny 
čtyry roviny protínají se v jednom bodě a naopak, protínají-li 
se čtyry roviny v jednom bodě, jest i T___:0.16), 

Znajíce vzorec (26) ustanovíme snadno ploský obsah jed­
notlivých trojúhelníků čtyřstěn omezujících; jestit především 

3Tz__P. jp. , 
značí-li P , ploský obsah trojúhelníku a Px příslušnou výšku 
neb délku kolmice s protějšího rohu na něj spuštěné; dále tu jest 

^ a , - * , + j i _ » i + _ _ , * ! , + < * i 
1 Va?+6? + cf 

aneb zavedeme-li hodnoty ze soustavy (24) a položíme-li vše­
obecně 

Mk=Yat + bt + eli (27) 
co konečný vzorec pro délku kolmice Pl 

_ _/ 

18) ibid. pag. 32. 
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a podobně pro ostatní 
p*=wnr (28) 

Pomocí vzorce (26) a (28) obdrží se pak velmi snadno 
všeobecné 

Í A - 2 D . D 2 D ? . Z V ( j y } 

Jestli tedy čtyřstěn pravidelný, platí-li tedy podmínka 
P\ = 12 = P3 = -v* > 

jest patrně i 
D{MX =D2M2=D3M3 = D4M, = K, 

z čehož se dále poznává, že i 

Pl=P2=P3=P*=-g> 

Abychom určili úhel apq, jejž uzavírá rovina Pp s rovinou 
Pq, použijme známého vzorce 

008 a ^ - M ^ ^ , 

načež obdržíme snadno vzorec 

v jehož čitateli se vyskytují podřízené determinanty stupně 
druhého. 

Chceme-li určiti délku jednotlivých hran, považujme ji 
jakožto vzdálenost dvou bodů v prostoru, načež obdržíme 

h\ = (z1~-xJ*+(yl-y2)* + {*í—M%)* 
aneb mámc-li zřetel k vzorcům (24), 

w , 2 _ -V-V 
použijeme-li dále známého vzorce 

(fllbt)J^=z(PtDt...L,) 1J), 
povstane z něho pomocí vzorce (30) konečně 

hlt — J—^—^-sina3i ; (31) 

17) ibiđ. pag. 41. 
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podobně se vyjádří ostatní délky až na pos.ední 
x , MtM„ . 

Abychom konečně ustanovili úhly rovinné, použijme po­
sledního vzorce ve spojení s (29); obdržímet tu především 

2P, = 7*237*34 sin (23 4) 
= h34 \ n sin (3 4 2) 

z/2 M, 
D2D3Ď4 

a tudíž pomocí vzorce (29) 

= h42 h23 sin (423) = 

A 
î sin (234) = ^ -,, , , - = * -.— 

v J M4MX M2 s^nal2 s^n ax 4 

^ ' "" M, Jkfa .M3 sin a23 sin a21 ' 

sin ( 4 1 2 ) = ^T~Ťrr--*r~~j"""-" ~ i 
v M2M3 M4 sin a34 s^n a32 

sin (123) = irř-irr--*—?- , 
.3f3 jftf4 J í , s^na41 s^na43 

z nichž se i ostatní sinusy výměnou dvou ukazovatelů snadno 
ustanoví.' 

Přímý důkaz průkladnóho vzorce Lagrange-ova. 
(Podává dr. F. J. Studnička.) 

Má-li se ustanoviti 
yn = AQ -f Axn + A2n

2 + . . . + A^n*-1 

tak, aby pro Je hodnot veličiny n, a sice pro 
n = ^ , cc2 , . . . , ak 

bylo y» = y«i * y«, i • -., y«fc, 
třeba jen vyloučiti A součinitelů 

A0 , it^ , A2 , , . . , .A*_i 
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