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a ponévadz
g @), = — 2,

(0); + q(w), =0
7 ¢ehoi dle (7) soudime, e body wy u, %, 4, skuteéné na tom-
téz kruhu se nalezaji, jak dokdzati jsme chtéli.
Pii jiné piileZitosti ukdZeme, jak vyhodné lze parametri
(w) k TeSeni jinych rozmanitych o kuZeloseckach jednajicich
uloh pouziti.

mame konecéné

Geometrické upotfebeni nékterych poutek

o determinantech.
(Sepsal Prof. Dr. I, J. Studnicka.)

Kdo se chee vyceviciti v uwiivani zikladnich poucek o de-
terminantech platicich, nenalezne snad vdéénéjSiho pole nad
analytickou geometrii jak v roviné .tak v prostoru. Neb tu
vyskytuje se stile Feleni rovnie, vyluovani rozlicnych veliéin
jakoZz i ptetvotovani vyrazli, samé to tlohy, kteréz, jak znidmo
z déjin theorie determinantd, prvnf podnét daly k jejimu vyvinutf.

A jelikoz nynf jiZ na lepSich §koldch stiednich moZnd si
zjednati nejprvnéjifch znadmosti determinantii, sestavil jsem tuto
analyticky rozbor trojihelnfku a Ctyrsténu, abych ukézal, jak
prospesné se tu pouZiva nékterych jednoduchych vlastnosti téchto
zajimavych vyrazii kombinatorickych, doufaje, Ze mnohy t{m
bude povzbuzen k d®imu studiu v oboru tomto.

1. 0 trojuhelniku.

vy

Nejjednodussfm splisobem uréi se analyticky trojihelnik
v roviné, ustanovi-li se bud pravoihelné soutadnice jeho vrcholi
neb rovnice jeho stran, nafez se snadno vypoliti obsah jeho,
urél délka stran a vySek jakoZ i velikost uhli jeho.

Znagi-li v pifpadé prvnfm zx, ¥ soufadnice bodu B, bude
plocha trojihelnfku B, B, B, — obr. 7. — patrné

P = (411410 — @ — 1D);
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S PO ——

Pl
2
obr, 7.

pouzijeme-li tedy zndmého vzorce, ustanovujictho plosky obsah
lichobéZnfku, obdrifme tu

2P= (z,—2,) (yz—l"?/x) — (2,—2x,) (3/:_,"}‘?/,) — (x3—2,) (."/3+?/2)

= 2, (9,—Y3) + % (%3—9) + 25 (1—¥); :

di-li se pak vyjrazu tomuto tvar determinantu ')

Ty 1
d=\z, ¥y, 1| = (123), (1)

z3 Yy 1
povstane koneéné pro plochu trojihelniku jednoduchy vzorec
9P = 4 = (123). )

Kdyby vSak druby bod byl tak poloZen, Ze by piislusné
y, protfnalo proté&jsi stranu trojihelniku, kdyby tedy na pt. byl
v B, méli bychom pro plochy B, B‘, B; vyraz symbolicky

2P = —(123)=(132).%)

Kone¢né budiZ tu jesté poznamendno, Ze determinant o
moZné zjednodusiti odeéftdnfm prvki jednoho fAdku od prvkd
radkd ostatnich,3) ¢imZ se obdrZi, oznatime-li podiizené deter-
minanty pifsludnymi pfsmenami velkymi, *)

24=X, V)=X 1) =(X1). 3

Ze vzorce (1) jde na jevo, Ze pro 4 =o jest i P= o,
z ¢ehoz jde, Ze tu vSechny tfi body lezi v #dné piimce; a naopak
lezf-li t¥i body v jediné pifmce, musi 4=o.

Abychom ustanovi-li délku jednotlivych stran tohoto troj-
uheélnfku, pouzijme zndmych vzorcii

L* = (@4,—2)°+ (—9:)* = X,*+ Y%
L = (@—2)"+0h—9) = X;P + 1,4 4)
L = (2, —2,)+ (n—)' = X;°+ Y%

%) Viz Studniéka ,0 determinantech® pag. 20.
%) ibid. pag. 22.
%) ibid. pag. 26.
%) ibid. pag. 17.
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Délky kolmic neb vySek trojuhelnfkovych obdrii se pak
ze vzorce
2P = p, L, =p,l, = p,l, = 4,
z néhoz jde piimo
’ n=2 =" =1 ®)
. 1—"’1, 2 ll’ 3""l3'

A podobné uréi se sinusy dhld trojihelnikovych pomoct
vzorce
2P =1, siney =1, l, sineey = L, 1, sine, = 4,

z néhoZ se bezprostiedné obdrzi
sinea, = A sina :-—4— sina :—A~ (6)
' b’ : L’ ! Ll
Ze vzorch téchto jde na jevo, Ze v stejnostranném troj-
uhelniku, kde tedy

, . 1— b =10,
zaroveh plati '

o D =D =D,
sime, = stne, = sine,

Znajice vzorec (1), ustanovime snadno i v druhém pifpadé
obsah trojGhelniku, jehoZ strany urCeny jsou rovnicemi

G z+byte =o
a,z+by+4c, =0 M
a,z-+by-tec,=o.

Resfme-li totiZ tuto soustavu rovnic, spojujfce je po dvou,
zjedndme si napfed soufadnice priisekd, tedy vrchold trojihel-
nikovych, na¢ez jen tieba hodnoty takto obdriené dosaditi do
vzorce (1), aby se prislo k cili. -

Oznatime-li determinanty, které se tu vyskytnou, pifslus-
nymi pfsmenami velk')"mi, obdriime z rovnice druhé a tietf®) .

4 —
Ty = "7 Y3—

G’ (8 - '
5) ibid. pag. 29.
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zavedeme-li tyto hodnoty do vzorce (1), obdriime tedy, vylou-
¢ivSe spolecného délitele ©)

Y T . -AlBlC]|
C ! 22 *
GGG\ 4B 0,

Ale prvky posledniho determinantu jsou subdeterminanty
piislusné k soustavé (7) aneb k determinantu
a b ¢
A4d=\|a,b,e,]|, (8)
a3 by ¢4
z CehoZ jde, Ze hodnota jeho, jelikoZ jest stupné ttettho, rovni
se druhé mocniné pivodntho determinantu 47); jest tedy
A'Z
Jestli tu 4 =0, jest i P=o, z cehoZ jde na jevo, Ze
vSechny tii piimky protinaji se v jednom bod¢ a naopak; pro-
tinaji-1i se tii ptimky v jednom bodé, mus{ pifslu$né 4 —=o. %)
Znajice vzorec (9), miiZeme jednoduchym sptisobem vyjdadriti
i vySky trojihelniku i délky jednotlivych stran jakoZ i velikost
uhld jimi azaviengch.
Znati-li 7, délku strany mezi bodem B, a B, leifci a p,
piisluSnou vySku neb kolmici s protéjsfho vrcholu B, na ni
spusténou, bude i

2P=p 1, (10)
kdeZz se p, analyticky ustanovi vzorcem
’ » :a,x,-+b,yL+c|__
R

dosadfme-li tedy: do tohoto vyrazu za z, a y, zndmé jiz hod-
noty a polozfme-li vieabecné

Val+ bt = w, 1)

obdrZfme predevsim pro vy§ku vzorec
— a4, +b, B, +¢ C

! C,u,

k]

€) ibid. pag. 23.
7) ibid. pag. 40.
8) {bid. pag. 31.
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aneb sloZime-li Citatele v 4, °)

—_4
p] CI yl b
a podobné _ 4 19
b, — Cu,’ (12)
. d 10)
P = 3ty

Spojime-li pak vzorce (9), (10) a (12), obdrifme bezpro-
sttedné dale

— g 8

L= dgie
— g4 B

l,= 403 c 13)
_ My

h= 457

A ponévadZ tu
P, =1l sina,, p, =1 sine,, p,=1sine,,
ozna¢ime-li dhel lezici proti strané /. kratce e, obdrzime po-
moci vzorci poslednich

. c,
siney = ——— |
l"g s
C,
sma, — —>*— - 14)
: U &y (
. C,
sin oy = —
y U,
U stejnostranného trojihelniku plati
L =1l=1,

z tehoz jde, Ze tu
O =u,C,=p, C; =k,
nacez z poslednich vzorcli se obdrif
Y-
pl :pz —‘p:i — 7‘*1
. . . k
sine, —sine, =sme, = ————,
iy Uy U

9) ibid. pag. 17. .
19) Jelikoi ur m4 oznaienf -, volf se v jednotlivich piipadech tak, ahy
pr bylo positivn{,



4

z &ehoZ plyne pro £ vyraz
k= -“L%Qﬂ‘—’- V3.

I. 0 Ctyrsténu.

Zcela podobnym spiisobem moznd provésti analyticky roz-
bor &tyrsténu.

Znadf-li v prvnim piipadé vSeobecné z:, yi, 2 soufadnice
bodu B: a chceme-li ustanoviti obsah &tyrsténu B, B, B, B,
— obr. 8. —, jehoZ rohy jsou uréeny soufadnicemi pravodhlymi
Z, ¥, 2, rozloZme hranol's jehlancovym zakonéenim na tfi hranoly

124B,B, B,, 234B,B,B,, 123B, B, B,

VA P
B[ i
‘ B

3

> obr. 8.

a odedtéme od souctu téchto tif hranoldt dopliujici hranol .
’ 134B,B, B, .
Obsah trojbokého hranolu O, jehoZ tii vysky jsou kg, A,,
h, a zikladna &, urcuje se, jak zndmo, podle vzorce
30 =b(h, + by +1y);
v pifpadé tomto jest & trojuhelnik, jehoZ vrcholy jsou uréeny
soufadnicemi 2, ¥ a plocha tudiZ vzorcem (1), takZe vieobecné

bude
6 0 = (mnp) (b, + by + hy).
Pouzijeme-li tohoto pravidla spiisobem dfive jiz vytknutym,
obdrifme tedy pro obsah étyrsténu
T=B B,B, B,
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predevSim vzorec
6T=(0123) (2, +2,+2)
+(3B24) (5 +2,+2,)
+(421) (7, + 2 +2)
— (143) (2, +2,+2,),
z néhoZ jde, spordddme-li vyraz na pravé strané podlé jedno-
tlivych 2 a pouzijeme-li znamé stejniny
(mnp) = — (mmp) = — (pnam) = — (mpn) 1,
6T=2[(123)+ (421)+ (341)]
— 2, [(124) + (423) + (321)]
+2,[(123) + (324) + (341)]
—2,[(234) -+ (412) + (143)];
spojime-li pak determinanty v zdvorkdch obsaZené, majice na
zieteli, Ze podlé ob. 8.
(142)=(123)+(324)+ 421),
obdrzfme déle
67—z (234)—2,(341)42,(412) —2,(123),
coz se da sloziti podlé znimého pravidla '?) v
“ 2yl
6T—| %2 %2 % 1
2373 Y5 1
7%, Y, 1
vyménime-li koneéné druhy sloupec za prvni a pak treti za
druhy %), povstane konecné pro obsah étyrsténu vzorec podobny
(1), totiz

’

@ 4 2 1
Ty Yy 2y 1
T3 Y32y 1
Ty Ys 2 1
kteryZ mo7nd jeSté zndimym splsobem zjednodusiti v
Ty =2y Yo— Yy 8%

6T = |2y — Ty, Y3 — Yo, 83— 2,

Zy—x3y Ys— Y3, %%

Jak ze vzorce (15) jde na jevo, stane se I'— o, vSechny
body lezi tedy v jedné roviné, kdyZz determinant 4= o a na-

67T = = 4, » @15)

. (16)

11) jbid. pag. 22.
- 1?) ibid. pag. 12.
’3) ibid. pag. 21.
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opak, lezf-li ¢tyry body v jedné rovingé, musi determinant, se-
staveny z jich soufadnic podlé vzorce (15), rovnati se O..

Abychom ur¢ili velikost jednotlivych ploch, pouzijme zndmé
poucky, Ze Ctverec néjaké plochy v prostoru rovni se souctu
.Ctverc primétd této plochy na tii roviny soutadnicové, naceZ
obdrifme, znaci-li P, plochu leZici proti bodu B a Pk (mn) Prii-
mét jeji na rovinu mn,

P = Pl?(f.v) -+ Pl?(y:) -+ P:(:x) ;
oznacfme-li pak subdeterminanty patfici k 4 stejnymi pismenami
velkymi, bude déle
2Py =2
2Pk = X,
2Py = Xz,
z cehoz jde, 7e vSeobecné
AP =X, - Yi -+ Zi = M: . (17)

Délky jednotlivych hran nelze jednodu$eji vyjadiiti nezli

co vzdalenosti dvou bodi urcenych soufadnicemi, tedy vzorcem

b = (@i—m) 4+ @i —p) + (s —=a),  (18)
ackoliv i tu moZnd vyraz na pravé strané poméry determinantii
nahraditi., _

Co se tkne délky kolmic p; spu$ténych s bodd B: na
protéjs{ plochy P, ty ustanovi se snadno porovninim dvou vy-
razit pro obsah ¢tyrsténu; s-jedné strany mame totiz podlé
vzorce (1D)

6T=4,
se strany druhé pak, jak zndmo ze stercometrie,
6T =2P.pr = My px
z téchto dvou rovnic jde tedy vSeobecné
‘ _ _ 4
br = -Mk .

Abychom urtili tihly, jez jednotlivé plochy s sebou uza-
virajf, musfme napfed zniti Ghly, jez uzaviraji s jednotlivymi
rovinami soutadnicovymi; a tu jest podl¢ znimé poutky o prii-
métech, znaéi-li ez, Br, 7« Ghly, jeZ uzavird plocha P s rovi-
nami XY, ZY a ZX,

Pk (ay) = .Pk cos oy,
Pk(yz) = Pk cosﬂk,
Pg(u) = Pk COS Pk,

(19)
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z CehoZ jde, pouzijeme-li piedeslych vzorci,

X

Zk I’k
cos@ = 3 cos Py = AL ST = g

Nazveme-li pak thel, jejz uzaviraji roviny P, a P, kritce -
(P; Pr) a pouZijeme-li vzorce z analytické geometrie znimého
cos (P, P,) = cosa, cose, -} cosf cospB, -} cos y, cosyp, ,
obdrzime velmi snadno XX, LYY, 12 Z
cos (P, P,) = 78 M (20)
Zavedeme-li sinus misto kosinusu, z;ednéme si vzorce jed-
nodussi; obdrzimet piedevsim
e MM — (X, X, -|—YY—+—ZZ)2
sin®*(Py P,) = 1 3ia2
podlé vyzamu veli¢cin M, a M, a podle zvldstni poucky o de-
terminantech platici '%) Jest ale
MM —(XX,+YY,+2,2,)*
=(X,Y,)*+ (Y, Z,)*+ (4, X,)*%;

) Poucku prislusnou mozni timto splsobem oddvodniti:
Jestid==2+a,b,...ln, B=2+40,0,... 02 , C=2+44,B,...Ln
plati jak znime,

—A.B, 0]
jestli . Av—=a, 06 + 0, e +4... 4 1k,

Br—=a,cr + b, 4...+ L4, (2)

Lk = an dlc—*—bnﬁk‘—*—...u*-ln Ak.

" Ponévadz C jest funkei veli¢in Ak, Br , ..., Lk, jde ze vzorce (1
B_0C_0J%C '\Ak_*_ DQ'OLI:
dar ~ dax ~ dk da Lk dork
neb pouZijeme-li vzorcd (2) p
D B 3 C 00 20C
Adar = Mo T %5 Tt
taktéz

0B 2C 20 ac
A —
ap =hgsg T hog Tty

Ag;f ZDC_HDC+ A 2)0
Znésobime-li tyto rovnice, Jak po sobé jdou, poméry differencidlnfmi
04 04 o4
dar T bk O’
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dale platf o téchto determinantech stupné druhé¢ho sklddajicich
se ze subdeterminantf '°)

(X, Y,) = d (25 — 2y

(Y, Zy) =d (% — x,)

(Z, X)) =4 (ys — ¥s) »
z &choz jde, setteme-li, uvedSe napied na druhou mocninu, po-
moci vzorce (18)

(X, L)+ (Y, Z)* + (2, X,)* = 212, ;

dosadfme-li tedy tento vyraz do vzorce predeslého, obdrifme
kone¢né

. Al
sin(P,P)) = M_E( (21)
a podobné i ostatni aZ k poslednimu
4al,
sin (P, P,) = . M‘

———— . "

-~

a secteme-li na obo% ;'trana'\ch' obdrzime, majice zietel k zndmym vzorcim

+ .—+ +Zt——0’

° A + blc + A e =A,
24 a_B 24 s e _2¢ )
Jak dak | bk Ofx T Ok Ok OKx
Jestli pak ve zvlastnfm piipadé vSeobecné
a—a,b=pf,c=y, tedy A=B, 4)

obdrzf se koneéné vzorec svrchu uvedenou poucku vyjédi—ujici

Dak) ( )+ (311.:) az\k‘ ®)

Jestli tedy na pf. 4 =2 + a, b, ¢,, bude
B, = a,*+b,* + ¢,
B,=a,a;+ b8, +¢,¢c, =C,
C; :af—i—b.z-{—c:,’

g—a‘i:b,ca b;,c“m;__czazJ a,Cy, %‘g_:azb;, ~azb,?
1 1 1
03}—3203—3303’

a tudiz podlé vzorce (5)
(33 4 b3 +¢3) (a3 + B3 + ¢3) — (@, @y + b, b, + €, ¢5)*
=(a, b, — a,b,)2 4 (b, ¢; — b; ¢,)* 4 (¢, @, — ¢, @;)?
13) jbid. pag. 41.
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Abychom konetné ustanovili dhly, jei uzaviraji jednotlivé
hrany, pozijme znimych vzorcd (17) 2
2P—absiny,
nacez obdriime pro plochu P,
' 2P, =1,,1,, sin (234)
=1,1,,sin(342)
=l sin(423) =M,
z &ehoZ jde bezprostiedné
M,

sin (234) = —-- at. d. .
lys Uys
Podobné se obdrii v ostatnich plochédch
sin(341) = . at.d. 22)
134 l4l

sz‘n(412):'-l%:at.d.

sin (123) :—1’-’;—“. d -

ll2 23 .
Abychom konetné vySetiili vSechny poméry étyrsténu,
uréeného rovnicemi omezujicich rovin

az+by+eztd=o,

a2x+b2y—|—czz—|—d2:o, (23)
az+bytcz+d, =o,
a,z-+by+c,2+4d, =o,

zjednejme si predevsim soufadnice vrcholit; obdriime tu, spo-
jujice rovnice tyto po tiech,

z2,3 a4 z, :%:-, Y= gf’ 2, :%‘l»,
z2,4,al.  z,= %22, Yo = g: y #= 19):' (24)
24,1 a2 e :—%:—, Y2 = %f--, 4= }3’;—
z1, 2 a3 z, :-%f. yf-:—Bf, Z, = —%?
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znaci-li 4, B, C, D subdeterminanty patiici k prvkim deter-
minantu :
" la, b, ¢ d,
a, b, ¢, d,
a; by ¢y d, |’
a, b, ¢, d,
Zavedeme-li hodnoty (24) do vzorce (1), obdriime pak
pro obsah ctyrsténu T

4= (25)

6T = -

1
1 |4
D, D, D, D, |4

jelikoZz ale prvky tohoto determinantu patii co subdeterminanty
stupné prvnfho k determinantu (2b), rovna se, jsouc stupné
¢tvrtého, tfeti mocniné determinantu pivodniho, z &ehoz jde,
Ze obsah Ctyrsténu vyjadfuje vzorec jednoduchy
43
67 = D DD, D, (26)

Jestli tu 4=o, jesti T — 0, z &ehoZ patrno, Ze vSechny
¢tyry roviny protinaji se v jednom bodé a naopak, protinaji-li
se Ctyry roviny v jednom bodé, jest i T'=o0.'"),

Znajice vzorec (26) ustanovime snadno plosky obsah jed-
notlivych trojihelnikdi é&tyrstén omezujicich; jestif predevSim

3I'=P,p,,

zna¢i-li P, plosky obsah trojihelniku a p, -piisluSnou vysku
neb délku kolmice s protéj$iho rohu na néj spusténé; dile tu jest
e, 2, +by, +e 2 14,

(CERET
aneb zavedeme-li hodnoty ze soustavy (24) a poloZime-li vse-
obecné

P, =

M. =Va ot fe, @0
co koneény vzorec pro délku kolmice p,
A
P = o

16) jbid. pag. 32.
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a podobné pro ostatnf
.
b= .D/, Mk ’
Pomoci vzorce (26) a (28) obdrii se pak velmi snadno
vieobecné

(28)

p— MU D

~—2D,D,D,D,’

Jestli tedy ctyrstén pravidelny, plati-li tedy podminka
P,=P,=P,=P,,

(29)

jest patrné i
DM,=D,M,=D;,M; =D, M, =K,

z"CehoZ se ddle poznava, Ze i
T |
P\ =P, =P =P, = .
Abychom uréili dhel a,,, jejZ uzavird rovina P, s rovinou
P, , pouzijme zndmého vzorce

@ @y +bp by +cp 0

COS Gpy —
Py M, I, )

nacez obdriime snadno vzorec
@» q)2+(b cq)2+ (cp“q)2

M ZM 2 )
v jehoz Citateli se vyskytuji podiizené determinanty stupné
druhého.

Chceme-li urciti délku jednotlivych hran, povaZujme ji

jakoito vzddlenost dvou bod& v prostoru, naceZ obdriime

B, =@, —2,)* 1+ @, — 9.)* 4 (2, — 2,)*
aneb mame-li_zfctel k vzorcim (24),

i, = DY (B D)+ (0, D),
12 D 2D 2
pouzijeme-li dédle znimého vzorce
(@,b) 4= (Cy D,...L,) '),

povstane z ného pomoci vzorce (30) koneéné

(30) |

Stn® dpg =

h,z__d M D SiN gy 5 (31)

17) jbid. pag. 41.
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podobné se vyjadii ostatni délky aZ na pos.ednf
M, M,
D, D,
Abychom konecné ustanovili Ghly rovinné, pouZijme po-
" slednfho vzorce ve spojeni s (29); obdriimet tu predevsim
2P, = hyy by, 510 (23 4)

= hy, by, sin (34 2)

hyy = A= SiNa,, -

= hyy hyy sin (423) = DL:—DJ:Ib‘
a tudiz pomoci vzorce (29)
. —_ -D3
sin 234) = 3731 7L, sina,, sina,, *
. _ D,
sin B41)= 30355 M sinay, sina,, (32)
N
sin (412) = M, M, M, sina,, sina,, '
sin (123)

T M, M, M, sin Ay SINay, '
z nichZ se i ostatnf sinusy vyménou dvou ukazovateld snadno
ustanov{.

Pimy dikaz prikladného vzorce Lagrange-ova.

(Podéava dr. F. J. Studnicka.)
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