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Differencovdnim nabudeme

dr __ prsing
de ™ (r—p coso)’
a odtud
dr ’+r2=r,zﬂsin”o—}—(r—-pcosa)”_ r? )
do r — P COS 6)* ~ 1—p*sin’e’
P €08 0) 4

tim obdrifme pro omnen potencial, kdyZ ¢ pro bod K oznalfme
pismenem X,

-
. V1 —p?sin’c
Srovndnim tedy jde

f“’ de 2 /_'{‘ dy
. VI—p*sine  1-4-PJ vl__ 2p sin"rp‘
1+ p)*
Ellipticky integral I. druhu s modulem p a hornf mezf
2 d4 se tedy pfeméniti na jiny s modulem 1V _i]; a hornf mez{

P, X a ¥ json thly ¢ a ¢, které pifsludf k bodu K. Jedno-
duchou geometrickou rozvahou obdrZfme '

cotosinw —=p-cosw, a jeito o =21,

sin 2¢
' 6—p —+ cos 29"
proto také
sin 2%
tg &= P+ cos2%

Nékolik analytickych studii o plochich mimo-
smérek (zborcenych).

Vilém Jung,
8. professor pH stdtnf prlmyslové Skole v Brnd.

Uvod.

Vyborné pojednanf analytické prof. Rehotovského ,O plo-
chich zborcenfch“ bylo mi pobidkou, abych se pokusil odvoditi
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zékladn{ vlastnosti tohoto druhu ploch analytickym zplisobem
obecnéjsim. Zvolil jsem totiz formu rovnic, uréujicich povrchové
piimky plochy, nejobecnéji nezdvisle na rovinich soutadnych,
kdezto ve svrchu jmenovaném pojedndni zvoleny rovnice orthog.
primétd povrchovych pifmek do rovin soutadnych za vychodisko.

Tim se stalo analytické odvozenf priizra¢néj§fm a vysledky
nabyly forem soumérnéjSich, pfi ¢emZ hojné uZito determinantd.

Kdo procte bedlivé obé pojedndni, seznd zajisté, Ze mij
pokus neni pouhym snad prepracovinim nékterych stati svrchu
vytéeného obsfrnéjstho pojedndni, nybri Ze jest v provedeni
samostatnym; obsahujef namnoze zcela jiné myslénky.

Mimo to budiz pfipomenuto, Ze jsou v tomto pojednénf
nazyviny dvé pffmky se protfmajici ,riznosmérkami“, dvé pifmky
se neprotinajici ,mimosmérkams“, plochy rozvinutelné ,plochami
riznosmérek® a plochy zborcené ,plochami mimosmérek“.

1. Plocha mimosmérek jest zédkonity souhrn p¥fmek, z nichz
pokaZdé dvé soumezné jsou obecné mimosmérnymi.

Budiz

A=Az 4 Ay + Az + Ay, a=ax a5} az4-a,
pti CemZ soulinitelé Az, ax jsou funkcemi parametru ¢.

Znamend pak soustava rovnic
A=0
a=0 } M
jistou povrchovou p¥fmku pro uréitou hodnotu parametru ¢,
a obecné tedy plochu mimosmérek, jejfZ rovnici f(x,y,z) =0 by-
chom vylouéenim parametru ¢ ze soustavy (1) obdrZeli.

2. Tetnd rovina.

Rovnice teéné roviny zni, znamens-li

_f D )
h=% w=L n=¥,
(¢ —2)fy + 1 —f + E—2)fs =0. @)
Differencovanim (1) plyne

Adz + Aydy - Aydz— Adt=0 5
‘ ayde - aydy 4 a,dz 4+ a/dt =0’ (
pfi Cemi :
| welh i

dt —dt’
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LA =N Ay A+ A } 4

¢ =@+ dy + ayt

g

— de ke
Vyloucenfm veliéiny dt z (3) plyne:

A A A, A’

1d—l— |+aa »=0. (5)
Avéak
' frde - fdy - fyde = 0. ®)
Srovndnim (5) a (6) plyne srovnalost:
h __fh o fi
A A TTOA A T |A A "
a, o a, o a, o
DosazenIm do )] obdlzime .
E—a)y o |[ra—a |y +e—an 2 ]=o0,
¢ili
ME—)+ A~y 4 E—2, N |_ o
a—x)+ta,(m—y)+a(§—2), o ’

jakoZto rovnici teéné roﬁny v bodé (,y,2) plochy { ‘2'38 ,
pii CemZ £, 7, zna¢f ménlivé soufadnice bodd roviny tecné,
x,y,z soufadnice bodu dotycného.

PonévadZ ale

Aot hyt A= — A,

& T+ ayy - gz = —
moZno rovnici (8) psati ve formé. velmi prﬁzracné
|AEND, N@y?)|_
an0, @@y~ O
¢ili R ’
AEnf—=x.a(¢n)=0 (10)
pfi Cemi : .
o _A(zy2) o

* Ta(xy2)’
Rovnice (10) znamend, Ze te¢nd rovina v bodé (z,y, z) ob-
sahuje povrchovou p¥fmku' plochy, tomuto bodu pifslusnou.
Z rovnice té dile patrno, Ze kafdé teiné roviné, obsahujicf
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urlitou povrchovou pifmku (f) pifsludf na této wréity dotyny
bod, nebof pro uréity bod (x,y, z) plyne z (11) uréitd hodnota
pro x.

Z toho plyne véta:

KaZdou pffmku plochy mimosmérek lze povaZovati za osu
svazku teénych rovin, jimZ pfisluSf fada bodd dotyénych na téZe
piimce. Svazek tefnjch rovin jest s Fadou bodd dotyénych
v souvislosti jednoznané, kterou zoveme projektivnosti.

Asymptotickd rovina jest teénd rovina v bodé nekonelné
vzddleném pifmky (2).*
Nekonecné vzdalen)’r bod pﬁmky () jest d4n rovnicemi

Zandga=o0
a, ?—-}—a, -E-+a3:0.

Délme rovnici (9) veli¢inou z = oo, ¢éfmZ obdriime

AGnd), M4 L 4
. =0. (13)
a(n), a—+d, L+a

Ze (12) plyne
d y
z z 1
I%%'—%&'—M&'
ay a3 a, a
Dosazenfm téchto hodnot do (13) se poddva
AgnD), Z:AAm)|_,
a(Enf), Zt(aAa)|"
platf tedy pro asymptotickou rovinu pifmky (f)
A, A A,
A A, A,
zi(A‘rA-zas)__ G G G (14)
Z+ (a1Aa)" |4, @, @ |’
AL A, A
a 4, G
~ Tetn4 rovina C, obsahu;lcl ptfmku (t) a kolmé k roviné
asymptotické A, nazyvé se centralnou rovinou pifmky (¢) a jejf

(12)

®=
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bod dotyény ¢ centrem pifmky (f); pozdéji pozndme bliZe jeho
v¥znam.

3. Rozvinutelné elementy ploch mimosmérek, vrcholové piimky
a vrcholy.

Protfnajf-li se dvé soumezné p¥fmky na ploSe mimosmérek,
tvof{ element rozvinutelny. Bod, v némZ se protinaji, zove se
vrcholem a primka, na ni% se vrchol nalézé, vrcholovou pirimkou
plochy. Pifmka, jejiZz bod ubéZiny jest vrcholem plochy, zove se
hranou.

Dvé soumezné prfmky

A@t)=0
a a()=0 (15)
A(t4dy=0 ,
a(t—|-dt):0} -

majf se protfnati.

Témto Ctyrem rovnicfm mé se vyhovéti uréitymi hodnotami
®, y, 2, soufadnicemi vrcholu na pffmce (¢), moZno tedy odvoditi
z (15) a (15’) odéfténim a délenfm veli¢inou d¢ misto (15’) pod-
minku

A=0 '
o —0 } (16)

Rovnice soustavy (15) a (16) znamenaji Cétyfi roviny, jeZ
majf prochdzeti jedinym bodem, nédsledkem toho musf se d4ti
lev4 strana druhé rovnice soustavy (16) napsati ve formé

o =y, A+t g, a-}vA’ aamn
kde jsou w,,u,, v Cisla urdité.

Pro vrcholy tedy platf A=0, a =0, A’=0, ¢’ =0. Pro
vefkeré body vrcholové pffmky, vrchol vyjimaje, plat{ viak
pouze

A=0, a=0
a proto ze (17) plyne :
o =vA, A'=O0.
Dosazenfm do rovnice tecné roviny obdrime:

A@nD, 1]_,
- tom a(nf), »|~
pfi ¢em .
_1_a
v = % —E.
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Pro veikeré body mimo vrchol jest v zcela uréité, nebot
0
o <0, A’<0; pro vrchol viak o’ =0, A’ =0, V=5 tedy
neurcité.

Z toho plyne dilezitd véta:

Rovina tecnd, obsahujicf vrcholovou ptfmku plochy mimo-
smérek, dotykd se této plochy ve vSech bodech ptimky vrcho-
lové; ve vrcholu m4 vSak plocha mimosmérek cely svazek rovin
tecnych jehoz osou jest pffmka vrcholova.

Z toho jest patrny zdkon dualnosti, platici o teénjch ro-
vindch a dotyénych bodech ploch mimosmérek, coZ mé svou pii-
¢inu v jednoznaéné souvislosti téchto prvkd, odvozené v od-
stavci 2. tohoto pojedndni.

Jest také proto kaZdd plocha mimosmérek téhoz fidu a
téze tridy.
Ku stanovenf onéch hodnot parametru ¢, jimZ pifsluseji
vrcholové primky, mime pak rovnici:
A A A, A4|
@) Gy A3 @4 j
AL AL AL AL

a a a a

=0,

kterd plyne z (15) a (16) vylouenim velidin «,y,z Na zdkladé
takto stanovenych hodnot parametru ¢ vypoéitime z (15) a (16)
soufadnice vrchold. ’

4. Maji-li dvé plochy mimosmérek ve trech bodech jisté
primky spoleéné roviny tetné, dotykajé se vespolek podle celé této
prEmky. :

Budtez

=0 } A
=0 .

—0 rovnice plochy
=0 }

Pro ur¢itou p¥fmku 7,, plochy A a piimku 7, plochy B
platf, jeito T,,=T,

A
a=
B=
b
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B=pA

b= ua

Pro tii body této pfimky plati viak také
' B’: vA’}

V =va

} pro veSkeré body této spoletné pifmky.

t. j.
(B, — vA) @+ (B, — vAL) o+ (B, — A7) -+ B, —vA, =0
pro k=1, 2, 3. '

Z toho plyne srovnalost:

B, —vA; — B, —vA, _ B,—wvA, _ B,—vA,

hal z 1@ 12y Y ®
Y 2 1 2, 1, 1 @, y, T2 Yo 29
Y32 1 z3 1 a3 12y 95 T3 Y3 23

Jezto ale body (y,%1,2), (@5, Y2:2%)s (%3, Y3:2,) leZi na jediné
pffmce, musf determinanty ve jmenovatelich rovnati se nule,
tak Ze plati pro veskeré body spoleéné piimky

B, —vA, =0, B, —vA, =0, B,—vA,; =0, B, —vA,=0
a podobné
b, —wva, =0, b, —wva, =0, b,—wa,=0, b,—wva,=0,
t. j. platf identity

B —vA’ =0, b’——ﬁ/a’:O
pro veSkeré body pifmky spolené, t. j. ob& plochy méjl ve

viech bodech zmfnéné pffmky spoleéné roviny tecné.
(Pokradovén{.)
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