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Reseni 1loh 3. a 4. stupné pomoci pohyblivého
pravého thlu.
Napsal J. Sobotka.

1. V ndsledujicim budiZ vedle kvadratickych konstrukef
ptipusténo jest& pouziti jediného pohyblivého dhlu pravého. Na
zdkladé tom odvodme si ihned feSeni grafické pro obecnou rov-
nici &tvrtého stupné , '

a,z* + a,2® + a,2% + az;x 4+ a;, = 0. €))

P¥i tom pouZijeme methody Chaslesovy (Comptes rendues
1880), upravice ji zplsobem vhodnym vzhledem ke konstruk-
tivnim pomtickdm, jez jsme si zde pfedem vytkli,

Za tim ftlelem piedpoklddejme pfirozené méfitko na
pfimce x a opisme v roviné kolem jeho bodu poéitetného O
jakozto stfedu kruZnici # poloméru rovnajictho se jednotce. Na x
naneseme WUsetky rovnajici se a,, a,, a,, a;, a, a odvodime si
na piimce té piibuznost fad bodovych (£), (%), danou rovnicf

(@m* + am) & + a,9® + asn + a, = 0. 2)

Tato piibuznost jest prométnosti dvou involuci v faddch
(&) a (). Promitneme-li tedy tyto involuce z libovolného bodu ¥V
na % poloZeného, stanovi takto vznikajici involuce na % tim, Ze
spojime pimkami dvojice bodové, jeZ si v involucich téchto
pHisludi, dva prométné svazky paprskové (g), (»), které vytvorf
kuZelosetku v, protinajici & ve &tyfech bodech S, S,, S;, S,. Pak
stanovi priisetné body pfimky x s pfimkami VS,, .., VS, kofeny
rovnice (1).

Zvolme pravothlou soustavu soufadnou, majici O za potéitek
a pHmku z1i co do smyslu za osu tGsetek a odvodme si nejprv
rovnici kuZelosetky v, pfedpoklddajice pro bod ¥ soufadnice
O, 1).
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Libovolné hodnoté & piindlezeji dle (2) dvé hodnoty %,, 1,
pro 5 a na z dva body, jejichz priméty z bodu V na % nechf jsou
spojeny pifmkou p. Obdobn& piindlezeji k libovolné hodnoté 7
dle (2) dvé hodnoty &, &, pro & a na z dva body, jejichz priméty
z bodu ¥ na & nechf jsou spojeny pfimkou ¢. Jezto &, 4 &, = O,
jest g || z.

. Pigeme-li (2) ve tvaru ,
(35" + a0) 1* + (a,§* +a3) 1 + 2, =0
vidime, Ze
._.____"v- + 3 - %
LY + Ny = a 52 _|_ a,’ Nl — aogg + a’ (3)
2. Spojnice bodu ¥ s body % . p maji rovnice
G—Dmn+2=0
(y —1) 7 +2=0
a predstavuji kuZelosetku, jejiZ rovmice jest
@ —1*nm + 2@ —1) (g +n) + 2*=0.
Tato kuZelosetka stanovi s kruZnici ¥, majici rovnici
F) =2+ y2—1, |
svazek kuZeloselek. Odeétenfm obou rovnic vychdzi
v —10*mm+o(@y—1 @ +n)— @ —1)=0.

Takto obdrzime ve vytéeném svazku kuZeloselek kuZelo-
setku, kterd se rozklddd v tetnu ku % v bodé V' a v primku P.
Néisledkem toho jest rovnice pfimky p

G—mpmy+20(y +25)— @+ 1)=0, 4)
aneb se zfetelem na (3)
a, (y — 1) — (a,§* + a5) z — (a,5* +a,) (y + 1) = 0. (5)
Kdyz v rovnici (4) poloZime 5, — — 7, = &, obdrZime
rovnici pro ¢
y—D§&+E+1)=0; (6)
pii tom si v prométnosti mezi (») a (g) pFislud tyto piimky p a ¢

tenkrate, kdyZ v rovnicich (5) a (6) za £ zvolime tutéz hodnotu.
Vyloudenim £ z téchto rovnic obdrzime rovnici kuZeloselky v.
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Rovnici tu lze pséti tudiz ve tvaru

ay (y — 1) — az — ay (y + 1), mx+%@+4ﬂ_0
y+1 —@—1 |=%

anebo po vytisleni levé strany

() = (a, — a, + a,) y* —(a; — a,) ry — 2 (a, — a,) ¥y
+ (a3 + a,) 2 + (a, + @, + a,) = 0.
Kuzelosetku » miZeme nahraditi kaZdou jinou kuZelosetkou
ve svazku, ktery ona stanovi s kruznici 4; volme jako takovou
kuZzelosetku w, danou rovnici

@) + (2, + ay + a,) (k) =0,

jenZz po rozvedeni a uspofdddni znf

2 (a4 + au) yg - (as —a,) xy + ((14 + 2 + ao) z?
—2(a, —a) y + (a5 + ) z=0. (7)
KuZelosetka w prochdzi stfedem O kruznice %; polarisuje-
me-li ji vzhledem ku 4, obdrZime proto parabolu r, jejiZ rovnice
v soufadnicich piimkovych jest
2 (a, + a) v* — (a3 — a,) wv + (2, + a; + a,) u®
+ 2 (a, — a,) v— (a5 + a,) u =0,
a pravé této paraboly chceme pro daldi konstrukei pouziti. Misto
abychom vSak rovnici jeji v soufadnicich bodovych odvozovali,

provedeme jeji bliz§f stanoveni pomoci kuZelosetky w.
3. Derivujeme-li (7) dle z, bude nejprv

[4(ag+a)y — (33 —a) e —2(a,—a)]y — (a, —a,)y

+2(as +ay +a) z+ a3 + a, =0, (7)
takze pro x — y — O obdrzime
r a3 + 2
¥=73 (a, — a,)’ (®)
Pro y = 0 dava (7) vedle x = 0 jestd
g—— % ta
ay + a, + a’
a pro z == 0 vedle y = O je&té
0 —a,
4 a, + a,

9*
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Z toho plyne (obr. 1.), Ze pfimky, které vedeme bodem M
o soufadnicich
—_%*ta+taq —% Tt %
X, = o Fa Y°_a4—ao )
rovnob&zné k osdm z, y jsou te¢nami paraboly r.

Primka iidici paraboly » jde bodem M a mi smér defino-
vany rovnici (8).

S
P /;
] F

AR
t 0 \“c

o, [4
Obr. 1.

Piimka % bodem M antiparallelni k této pfimce Fdfcf
vzhledem k osém z, y obsahuje ohnisko F paraboly a m4 rovnici

Yy = &ta
y Yo - 2 (a4 _— ao) (x XO)

dli se zfetelom na hodnoty (9) pro X, a ¥,
2(as—a)y—+ (a3 +a)z— (3, — a, + a,) =0;
jeji taselky r, y na osdch z, resp. y jsou tudiz

8, — ay, + q, 4y — ay + a, 10
£ as + a, ’ " 2(“4““0)7' (10)
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4. Vypotitejme dédle soufadnice od O riznych prisediki
kuZelosetky w s isotropickymi p¥imkami
z+ iy =0.
Obdrzime mechanickfm vypottem z rovnice (7)

(@, + @) —2(a, —ay)
(@, —a, + a,) + (a; —a,) 7
y 2(a4—ao)+(a3+a,)2
l—( — 4 +ao) + (a3 — a,)?¢
(a3 + @) + 2(a, —a,) ¢
(as —ay + a)) — (a; — )7’
2(a, — a)) — (a3 + a,) ¢
(a, _a2+au)"‘(a3_a1)" .
Polary bodd (z,, y,), (2,, y,) vzhledem ku % jsou isotro-

pické teny paraboly r. Priisetik jejich jest pak ohniskem F této
paraboly.

Soufadnice X, Y pro F jsou tudiz dény vzorci

xI:'

x2:

Yo =

X—=_Y%—Y% _ _ - %y
Yoy — Y, %y Yoy — Y1 %,
anebo kdyz klademe z, — 1y,, z, = — 1y,
X = ?/1._‘22_ Y_.7/1+.7/<z
20 y,y, ’ 29,9,

Dosazenfm diive vypocitanych hodnot pro y, a y, dojdeme
pak k vyrazim
X:( — a, + ;) (a; + a,) — 2 (ay — a,) (%“'“1)

4 (@, — a,)* + (a3 + al)
Y — 2(“4 — G + au) (04 - ao) + (a'—t ‘2 0’)
4(a, — ay)* + (a3 + a,)*

Stanovme je§ts smér tetny ¢ ke kuZelosetce w v bodé

jejim na y riizném od 0. Pro bod ten jest

(11)

a, — a,

a, + a,’

z=0, y=

proto obdrzime ze (7')
. re—e 0 + asao
-_ 1)

al — a}
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a kolmice s 0 na g spustdnd md rovnici

? *2
a, — a,

K a0, + aza, £
a protind dle (9) p¥imku
R + Ay
K a, — a

v jejim bod& dotyku G s », pro néjZ tedy jest

— a0 + a0,
N O L (2

5. Kolmice %, bodem G ku pfimce % (odst. 3.) protne
tuto v ohnisku F, &mZ tento jest znovu stanoven.

Rovnice pfimky A, zni se zietelem na (8)
2(a, — a,)

a; + o,

Budiz X, usetka jejiho prisetiku s x a ), pofadnice jejiho
priseéiku s y. Dosadime-li zde za X, a Y, hodnoty z (9), ob-
drZime

)—Y, = & — X,).

a3 — & as ___& (13)

% == 2 (a, — a,)’ g'g)"za;, +a,’

6. Tim jest parabola r zplsobem co nejjednodussim vy-
jadfena. Tieba jen nanésti na « tsetku X, z (13), na osu y
useky v, Y,, 9), dané piislusné rovnicemi (10), (9) a (13), pak
spustiti kolmici s koncového bodu prenesené uselky Y na piimku
%,3), = h,; pata kolmice té jest jiZ ohniskem F paraboly. Tato
kolmice % sefe rovnobéZku k x vedenou koncovym bodem pie-
nesené usetky Y, v bodé M (odst. 3.). Pfimka s antiparallelni
ku % vzhledem k osém soufadnym pulici dse€ku MF jest teénou
vrcholovou pro r; miZeme ji obdrzeti téZ co druhou uhlo-
pfitnu obdélnika majiciho MF za vhlopiiénu prvni, jehoZz strany
jsou rovnob&Zny k osdm z, y. Dile posuneme pfimku z a mé-
fitko na nf se nalézajicf v zdiporném sméru osy y, aZ pfejde
do polohy ¢, dotykajici se v bodé O, kruznice k. Ostatné mohli
. jsme méfitko ihned umistiti na ¢ tak, aby v bodé (O, —'1) se
dotykalo kruznice %~ a aby co do smyslu se shodovalo s osou z.
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Médme-li nynf rovmici (1) konstruktivné fegiti, sestrojime
si nejprv pravé uvedenym zpisobem ohnisko F a tefnu vrcho-
lovou s paraboly » a pohybujeme dany pravy thel tak, aby
jedno rameno prochdzelo stile bodem F a vrchol aby popisoval
piimku s tak, aZ pfijde do polohy, v niZ druhé rameno se do-
tyka kruznice %. Protne-li nyni toto rameno p¥imku ¢ v bodé X;,
pak délka Gsetky (,X; uddvd jeden kofen rovnice (1).

Nebof bod dotyku 7; tohoto ramene v kruZnici % jest zd-
roveri jednim priseéikem kuZelosetky w s % a p¥imka VT; by
protla osu z v bodé X; tak, Ze by usetkou OX; din byl jeden
kofen rovnice (1). Jezto O,X; — OX;, vidime, ze skuteén& 0,X;
udavd hledany kofen.

Arcit obdrzime takto pifmo jen kofeny redlné dané
rovnice. :

7. Klademe-li v provedenych tvahdch vSude a, = O, do-
jdeme k iefenf rovnice 3. stupné

a,2® + a,2% + a,¢ 4 a, =0, 1)

jezto se tim z (1) vylutuje kofen z — oo. Zde dotykd se para-
bola r tetny ku % v bodé& (0,1) vedené, takZe zbyvaji jekté jen
tti tetny spoletné %k a r. Veliliny dfive odvozené nabyvaji zde
ndsledujicich hodnot.

— % ": a, . q.
fo=T o g, NEh @)
- O a4 — O — Gy, '
S - 0/3 + ul y U - 2@4 ) (10)

 ay(a; — 3a,) + ay (a5 + a;)

X = 4“3 + ((’3 + al)2 ’ (11/)
v — 2a, (a, — a,) + (a; — al)
4&3 + (a3 '+ al)2
E= —Zi, (12)
4
—_ - R
R=—Boh 9,=8T% )

Klademe-li ale v tivahdch dfiv&jsich viude @, = O, obdrzime
feSen{ rovnice
ayz® + a,2* 4+ a,z + a; = 0. ar)
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Zde dotykd se r telny ¢ ku % a ostatni spoleiné teény
kfivek r, % ddvaji kofeny rovmice (II.). ObdrZime zde

a a "
Xo—_-———aZ—_'—_F—YOI, Y, =—1; 9"
a, — @ a, — a,
p=—pTm, y="% a0
X.___ . ) (aa + a]) — % (3'13 - al)
—_— P) 9 ’
. 4a0 + (aa + al) (11“)
y— 2@, —a)+ (a3 —a})
- 4uf + (a5 + a,)? k
. 9
—_— —, 1211
= 2 (127)
a; — a a; — a
h= gt 9= (18")

8. V n4sledujicim provedeme dva zvl4stni pifklady; bu-
deme se tu totiZ zabyvati sestrojenim pravidelného devitithelniku
a sedmithelnfku. Posledni Gvahy nds vedou v obou p¥ipadech
ku dvéma Fefenim. Volime-li totiz kruZnici, do niZ ma pravi-
delny mnohothelnik byti vepsdn za kruZnici %, polozime-li pak
osu z stfedem O tak, aby jeji kladny smér prochdzel jednim
vrcholem A, mnohothelnfku ‘a oznatime-li prisetiky osy z se
spojnici vrcholi mnohotdhelniku soumérné ku z poloZenych Y,
Y,, resp. Y,, pfi ¢emZ pii devitithelniku nepfihlizi se k pri-
setiku spojnice, z niZ vytind % #étivu rovnajici se strané rovno-
stranného trojihelnfku do % vepsaného, pak jsou délky y tuselek
2.0Y, 2.0Y,, 2.0Y, diny jakoZzto kofeny rovnice 3. stupns,
kterd jest pro pravidelny devitithelnik

y2P—3y41=0 (14)
a pro pravidelny sedmitdhelnik
2P+ y?—2y —1=0. (15)

9. Zabyvejme se nejprv devitiGhelnikem, pro néjz se zfe-
telem na rovniei (I.) jest

a, =1 a,=0, ay=--8, a, = 1,
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1 1 1 3
X,==, Y, =1;¥= 5 7):7; X:—I, Y:—4—; E=1;

X,=2, 9, =2.
. . . (3 b

Sestrojime tedy (obr. 2.) bod F z jeho soufadnic (Z’ Z)

na pf. zpiisobem z obrazce patrnjm, protneme jeho pofadnici

tetnou kruZnice % v bodé (0,1) a vedeme bodem priisetnym

rovnobézku ku pimee spojujici body (1,0), (0,1); tato rovmo-

béZka jest tetnou vrcholovou s paraboly ». Nyni vsuneme pravy

Obr. 2.

thel tak, aby vrchol leZel na s, jedno rameno prochdzelo bodem
F a drubé se dotykalo kruznice %. Pak protne toto tetnu ¢ ku
k v bodé X, pro n&jz O0,X, =—y,, pii ¢emz y, jest jednim ko-
fenem rovnice (14). Spojime-li tedy X, s bodem (0,1), protne
spojnice osu z v bodd Y, a tétiva v % kolmd ku z a bod Y
obsahujici stanovi na % dva vrcholy hledaného devitithelniku,
jehoZ daldf vrcholy obdrzfme souvislym pfendSenim této t&tivy
do kruZnice %.

Se ztretelem na (II.) jest v rovnici (14)

a=1a =0a=—3,a, =1,
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takze
6 7

X, =2 Y,=—1,1 =4, )= — 2; X:—b-, Y-_—_-—_5.;

1
E=1; xoz'ﬁ‘) Dy =1.

Spojime tedy na pi. (obr. 3.) bod H (1, — 1) s V (0,1),
protneme spojnici s & v dalS$im bodé ¥,, na ni naneseme
HF — V,H, timz obdrzime ohnisko F' paraboly r. Telna jejf
vrcholovs s jde patou kolmice s F na ¢ spuiténé a jest rovno-
bézn4g k piimce, kterd spojuje H s bodem (— 1, 0). Dalsi
postup konstrukce souhlasi s postupem prve vytknutjm.

Obr. 3.

10. Pro konstrukei pravidelného sedmitihelnfku médme
v rovnici (15) vzhledem ku (I.)

g, =a,—=1, a,=—2,a, = — 1,
takze tu obdrzime
4 1
X, =0, Y, =1;t=2, 9= 1;-X:—-—g, Y:B—; f=—1,

3
= 9 =38

To nds vede k ndsledujicimu Fefeni (obr. 4.):

Spojme O, s bodem H,(— 1, 1) a odvodme k druhému
prisetiku L pfimky O, H, s % bod soumé&rné polozeny vzhledem
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ku VH,; bod ten jest ohniskem F paraboly », a kolmice s bodu
VH, . LF na O, H, jest jeji tetnou vrcholovou s. Dalsi postup
jest jako pfi pravidelném devititibelnfku.

Se zietelem na (II.) mdme v rovnici (15)

pw=a=1 0=—2, a, = — 1,
takze -
, 3 ' 3
X, =w, Y¥y=—1; 1=, D:"'ﬁ—'; X=—1, Y:——-2—;

E=—1; % =—1, ?)0_—_00.|

2

piimka Fidicf paraboly » jest rovnob&znd ku ¢ a jezto ¢ se pa-
raboly na¥i dotykd, jest s — ¢, Body X; jsou zde vrcholy pra-
vych ahld, jejichz jedno rameno prochdzi bodem F, druhé se
dotfkd kruznice k. (Obr. 5.)

11. Prvni konstrukce pravidelného sedmithelnfku, s nfz
jsme se v poslednim odstavei zabyvali, pouZijeme jedts k odvo-
zeni jedné jednoduché vlastnosti jeho.

Rovnice (7) kuzelosetky w, kterd jest poldrn& reciprokou
k parabole 7, vzhledem ku % jest zde jednoduse

2y* — 3zxy + . — 2y = 0. (16)

Zde miiZzeme tedy ohnisko F(—— 1, — E) ihned sestrojiti;
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Vyjdéme tu od rovmice p¥ibuznosti
(m+ 1)§ — (29 + 1) =0,
kterd pro £ — % — y vede na rovnici (15) a dle Chaslesa ném

poskytuje ¥eSeni jeji. Piislugnou konstrukei uspofidejme nynf
tak, Ze béfeme bod U ku 4, diametrdlnd protilehly misto difve

voleného bodu ¥(0,1) za stied promitdni a d4le %e béfeme pro
hodnoty £, n misto méfitka na x méfitko na ¢, jez jsme obdrzeli

jeho posunutim ve sméru osy y.

k 7e9
72 )
~7
by v
e ¥
- ]
- ’ 1
~ it
Ul Y v
, 4
K A
\ 1
\ IR
\ I
\Y It
I
(|
\“ > 5
YU 0,
F
/
Obr. 5.

Spojnice bodii X,, X, na ¢, pro néz jest 0,X, = — 0,X,
= ¢, s bodem U maji rovnice
E+Dy+E+1)=0,
(—é&+Dy+E+1)=0

a tvorf kuzelosedtku
E—Dy*—2@+ 1)y —(z + 1)2=0.

Odetteme-li od této rovnice rovnici
E—1)@+y*—1)=0,

obdrzime rovnici
20+ D+ & (@ —1)=0

piimky p, kterd spojuje priméty bodd X,, X, z bodu U na k.
Vidime, Ze v3ecky takové piimky tvoH svazek (p) o stiedu

(1: - 1)-



141

Piimka, kters spojuje koncovy bod dsetky » na ¢ s bodem
U, mé rovnici
@+ Dy + @+ =0
Z nasi rovnice piibuznosti plyne
1—L
n+ 1= P T
tak Ze pfimka ¢ pfisludnd ku p v prométnych svazcich (p) a
(g) (odst. 1.) mé rovnici

y+2x+1) —&xz+1)=0.
Vylouéime-li z ni a z rovnice pro p parametr £ obdrZime
rovnici
222+ 8zy +y + 22 =0 am
kuzelosetky w,, kters jest patrné shodni s kuzelosetkou w da-

nou rovnicf (16) a jiz obdrzime z w otolenim o —’25— kolem O.

Znatme prisetiky kuzelosetky w s % v pofddku, jak po
sobé v kladném smyslu ndsleduji ¥, V,, V,, V,, a kuZelosetky
w, pak U, U,, U,, U,. Priméty bodd V,, V,, V, z V na z
budtez V', V', V', abodd U, U, U, z U na t pak U',,
U,, U,; dile znatme Y,, Y,, Y, body pilici dsetky OV,
oV'y,, OV',. Bod Y, lezi na strané sedmidhelniku kolmé ku z
v zdporné Castl osy x, v téZe Casti leZi té% Y,, ale blize ku O,
kdezto Y, lezi na kladné &dsti osy x. Nédsleduji tudiZz v kladném
smyslu osy z po sob& body V', V',, O, V',. Jeito VV', 1 UU',..,
ndsledujf na ¢ body U’,, U',, nekonetné vzddleny bod a U';, tedy
body U’,, U';, U', v kladném smyslu po sob& a je#to jejich
vzdédlenosti od O, rovnati se musi pfisluiné vzddlenostem bodi
V', .. od O, proto jest

ov',=o0,U,, oV, =0,U",, 0V'; = 0,U',:

Z toho plyne nésledujici souvislost:

»Stanovime-li body V', V', V'; k stfedu O soumérnd
poloZené vzhledem k bodim Y,, Y, Y, a protneme-li tetnu ¢
kolmicemi spusténymi s U na VV', VV',, V¥V, v piisluinych
bodech U',, U',, U';, pak protinaji spojnice VU',, VU'y,, VU,
osu z pifsluind v bodech Y,, Y,, Y,.
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Z podobnych trojihelnikd OVV',, V',UU', plyne, kla-
deme-li OV', = y,, OV',, = y,, OV'; = y,, rovnice

(1+?/2).'9,1:_']OV-001i
aneb

%Y+ v+ 1=0.
Obdobné dospéjeme k rovnicim
Yys + 9y, +1=0,
Y9 + 9y +1=0,
kde kazdd z téchto tffi rovnic jest ndsledkem ostatnich dvou.

Spréavnost téchto rovnic plyne ostatné ihned, kdyz veli¢iny
Y1y Yy Y; Vyjddifme sedmymi odmocninami z jednotky.
Klademe-li
27

2n ..
] le__.cos—7—+zsm—7—,

pak jest pf¥i oznaleni ndmi zvoleném
yy =3+ &3, y, =+ % oy, = 1+ 7
takZe na pf.
(63 + 67%) (6% + &%) + 63 4 &3
‘ N s SRR SI L S i
S R L S SR L
= —1,

jezto se v poslednim souttu vSechny maocnosti ¢ od 1 do 6 vy-
skytuji, z &ehoZz na%e % rovnice plynou, z nichZ naopak prve
vyslovens vlastnost pravidelného sedmitdhelnfku vyplyva.

0 sestrojovani vzorcd empirickych.
Pige V. Laska.

T IL
Budtez ddny dvé piimky, jichZz poloha vzhledem k osdm
X a Y zévisi od argumentd u, v... rovnicemi
Az + Ay + 4,=0
Bz + By + B, =0
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