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Priloha k ﬁasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Geometrické znazornéni retézci.
Napsal Dr. Karel Rychtik.

Mriz bodova a primkova.

V roviné zndzornéme vSechny body, které maji v pravo-
ahlé soustavé soutadnic selku i pofadnici vyjddienou &fsly ce-
Iymi. I obdrzime tak zvanou mi{Z bodovou. Znizornéme viechny
piimky o rovnicich x —a a y — b, kdeZz a a b jsou &isla celd.
Tak dostaneme mi¥iz pfimkovéu. M#izi pFimkovou rozdéli se ro-
vina na samé &tverce, a vrcholy jejich tvoii miiz bodovou.

Dvojici ¢&isel celych (p, q) odpovidd urtity bod M. Spoji-
me-li bod M s poéitkem O, obdrifme vektor.*)

Budeme fikati, ze bod M jakoZ i vektor m znizoriuji dvo-
jici &sel (p, g). Lezi-li na dseéce OM d 4 1 bodl mifZovych,
maji &isla p, ¢ nejvétsi spoletnou miru d, o EemZ se miZeme
presvédéiti, vedeme-li onémi body miiZovymi pfimky miiZové.
Tu rozdéli se tuseCka p i pofadnice q na d stejnych dild. Naopak,
nenfi-li na Gsetce OM vyjma politku O a bodu M bodid mifZo-
vych, jsou ¢isla p, g nesoudélni. Vektor, na némZ vyjma bodu
potitetnfho a koncového nenf bodi miiZovych, nazveme vekto-
rem elementdrnim. Lze tedy dvojici ¢isel nesoudélnych zndzorniti
vektorem elementdrnim.

Zlomek 1%, kdez p, q jsou &fsla celd, lze uvaZovati jako
dvojici &fsel celych a znédzorniti pak p¥sluinym bodem M, jakoz

*) Vektorem nazyvd se tlselka, uvaZovand co do velikosti i sméru.
Oznaéime-li m vektor OM a n vekior ON jest soudet vektord m 4 n vektor
OP, kdez bod P jest vrchol trojuhelniku OMP, v némZ strana MP jest
rovnobéZnd, stejného sméru a co do velikosti rovna tsedce ON.
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i vektorem m. Zlomku zkrécenému odpovidd pak vektor elemen-

térni. V8echny zlomky rovné danému zlomku 2%— budou zndzor-

nény mifZovymi body, lezicimi na pfimce y :%— x, prochézejici

poddtkem.

Piimky jdoucf poédtkem, jichZz rovnici lze psiti ve tvaru
y — o z, rozpadaji se ve dva druhy. Je-li o &fslo irracio-
nalnf, neprochdzi p¥imka ta, vyjma potdtkem, Zidnym jinym

<,
\J\

—

Obr. 1.

bodem miizovym. Je-li @ ¢islo raciondlnf, prochdzf piimka y —
o « nekoneéné mnoha body miizovymi, totiz body (mp, mq),

kdez m jest libovolné &fslo celé a ;17 zkrdceny zlomek vyjadfu-

jici @. Body mifZové jsou pak rozloZeny na piimce y — w z
ekvidistantné (ve stejnych vzddlenostech).

Uvazujme mnohothelnik, jehoZ vrcholy jsou body mtizové.
Rozlozme jej piitkou (v obr. Pg), spojujici libovolné dva body
na obvodé ve dva mnohotdhelniky Edsteéné. Budiz » potet bodi
mifZovych, leZicich uvnitf mnohothelnfku ptvodniho, o pocet
bodd miizovych, lezicich na jeho obvodé a v,, o, ; v,, 0, pFisluind
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tisla pro oba ¢dste€né mnohothelniky. Koneéné budiz d podet
bodi miZovych, lezicich na p¥itce, body koncové v to nepoéitaje.
Pak jest patrné
v=wv +v,+d
0=0,+0,—2-—2d
a tedy
2+ 0 —2=(20 + o0, —2) + (20, + 0,—2)

Nazveme vyraz 2v 4+ o — 2 bodovym ¢islem mnohoiihel-
niku. Pak plati véta:

Bodové &islo mnohothelniku sklddajiciho se ze dvou mno-
hothelniki rovnd se souttu bodovych ¢isel obou mnohotihelnfiki
tdstetnych. Platnost véty této lze snadno rozSifiti na ptipad,
kdy mnohothelnik se skldd4d z vétstho pottu mnohothelniki &4-
stetnych. Pro étverec o vrcholech (0, 0), (1, 0), (1, 1), (O, 1)
jest

v=0, 0 =4,

tedy ¢&islo bodové rovno 2. Pro tento Ctverec jest plocha rovna
poloving &fsla bodového. Na zakladé véty svrchu vyitené 1ze pak
plochu kazdého mnohotihelniku omezeného pifmkami m¥Zovymi
vyjadFiti jako polovici ¢isla bodového. Specidlné bude tak mozno
vyjddriti plochu libovolného  obdélniku omezeného pfimkami mii-
zovymi. RozloZime-li takovy obdélnik thlopfitkou ve dva troj-
dhelniky, budou tyto shodny a i pro né bude véta platiti. V troj-
tihelnicich takovych jsou dv® strany pfimkami m¥iZovymi. Libo-
volny mnohothelnik, jehoZ vrcholy jsou body mffZové, miZeme
doplniti na mnohodhelnik omezeny pifimkami mifZovymi tim, Ze
nad stranami. které nejsou pfimkami m¥iZovymi, sestrojime troj-
tihelniky, jichz druhé dvé strany jsou ptimky mtiZové. (Viz obr.)
Pro tyto dopliiujici trojahelniky jakoZ i pro onen mnohotihelnik
omezeny mifZovymi pfimkami jest plocha déna polovici &isla
bodového. Jest tedy obecné plocha uréena polovief &¢fsla bodo-
vého.

Plocha trojthelniku, jehoZ vreholy jsou body m¥izové, rovnd
se tehdy a jen tehdy i, nelezi-li uvnitt Z4dny bod mifZovy a
na obvodé nenf mimo vrcholy bod& mifZovych. Trojtihelnik
OMN, jehoz plocha jest I, nazveme trojahelnikem elemen-
tarnim. I jest patrno, Ze vektory OM, ON musi byti elemen-
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térni. Jsou-li soufadnice bodu M (p, ¢) a bodu N (r, s), bude,
uzijeme-li zndmého vzorce pro plochu trojihelnfku

ps—qr==+1

Ve vzorci tom bude platiti znameni kladné, je-li mozno
piejiti od sméru OM ke sméru ON kladnym otdtenim.

Fareyovy hvézdice a rady.

Vyznatme v miizi &verec o strandch
("’} n) (—"' n, ”), (_ n, ——-”L), (”’ - n)}

(,m-ty Etverec) a spojme viechny body uvnitt a na obvodé jeho
lezici s politkem.

Z vektorl, které takto obdriime, podrZme pouze vektory
elementdrni. Na osdch soufadnic pak vytknéme vektory piisluiné
k bodim (1, 0), (O, 1, (— 1, 0), (O, —1). VSechny tyto vek-
tory tvoii hvézdovity obrazec, kterj nazveme n-tou Farey-ova
hvézdicf. Popsanym zpisobem definovina hvézdice Farey-ovou
pro n=1,2,3,. . . Zavedeme si viak také nulltou hvézdici
Farey-ovu. Ta bude tvofena prdvé onémi &tyfmi vektory, lezi-
cimi na oséch. -

Jest patrno, Ze Farey-ova hvézdice jest soumérnd vzhledem
k osam soufadnic a rovméZ vzhledem k osdm soumérnosti sou-
fadniec.

Ze vzniku Farey-ovy hvézdice plyne, Ze dva sousedni vek-
tory m, n tvoii trojahelnik elementdrni. Maji-li tedy jich kon-
cové body M, N soufadnice (p, q), (r, s), bude

ps—qr=+1

Od n-té hvézdice Farey-ovy pfijdeme k (» + 1)-ni, pfibere-
me-li ty body m¥fZové, lezici na obvodé (n + 1)-fho &tverce, které
poskytuji elementdrni vektory. Dva takové vektory (koncové
jich body oznatme M’ (p’, ¢'), N’ (v',s’)) nemohou byti sousedni
ve Farey-ové hvézdici, ponévadZ uréuji s potdtkem trojihelnik,
jehoZz dvojndsobnd plocha jest ndsobkem » 4 1. Bude totiZ
Gsetka neb pofadnice koncového bodu kazdého nové vloZeného
vektoru absolutni hodnotou rovna » + 1, sic by se jinak vy-
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skytoval vektor jiz v »-té hvézdici, kdyby jak usetka tak po-
fadnice koncového bodu byly absolutni hodnotou mensi nez » - 1.
Z toho plyne okamzité, Ze dvojndsobnd plocha trojihelnfku
OM'N', kterd ddna jest vyrazem p's’ — ¢’ ', bude délitelna
»n -+ 1 a trojuhelnik ten nebude elementdrni.

Vektor m’ o koncovém bodé M’ (p’ ¢') z (n 4 1)-nf hvéz-
dice Farey-ovy leZi mezi dvéma sousednimi vektory mt, 1 z n-té
hvézdice Farey-ovy, jichz koncové body oznatme M (p, q), N
(r, ). Z toho plyne, ze trojihelniky OMN, OMM', OM'N jsou
elementdirni a maji stejnou plochu. I bude

MM'||ON, NM'|| OM,
tak Ze vektor m’ jest souftem vektori m a n
m =m -4 n.

(n 4+ 1)-ni hvézdici Farey-ovu obdrZime tudiZ z n-té, vloZime-li
mezi dva sousedni vektory jich soutet a z téchto vloZenych
vektori podrzime ty, jeZ nevybihaji z (» 4 1)-fho &tverce.

Ddle plati véta:

Je-li trojahelnik dany vektory m a u elementdrni, jsou
vektory m, n v prvnf hvézdici Farey-ové, v niZ se vyskytuji
sousedni.

Ponévadz trojihelnik tvofeny vektory m, u jest elemen-
térni, jsou vektory m, n jisté elementdrni. BudiZ n-t4 hvézdice
Fareyova prvni hvézdice obsahujici vektory m, n. Hvézdice ta
ddna jest tim, ze obvod n-tého ttverce prochédzi koncovym bodem
jednoho vektoru na pf. koncovym bodem I vektoru m, kdezto
koncovy bod N drubého vektoru n lezi uvnitf. Kdyby mezi m
a n lezel vektor.n’ o koncovém bodé N’ sousednf k m z n-té
hvézdice Fareyovy, plynulo by z toho, Ze jak trojihelnik OMN
tak OMN' jest elementdrni, a maji tedy stejnou plochu, Zze
NN'|| OM. Ponévadz miizové body jsouna rovnob&Znych pfim-
kich rozlozeny kongruentnd a ponévadZ vektor m jest elemen-
tarnf, musila by byti dsetka NN’ ndsobkem tusetky OM. Uvi-
zfme-li v8ak, Ze bod N’ lezf v tomtéZz kvadranté jako M a Ze
jiz koncovy bod vektoru n’'4 m vybihd z n-tého Ctverce, neni
mozno tomuto pozadavku ‘jinak vyhovéti, nez kdyz bod N’
splyne s bodem XN.
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UvaZujme z n-té hvézdice Fareyovy pouze vektory leZici
v prvém kvadranté. Sefadime zlomky, jeZ jsou vektory t&mi zna-
zornény v pofddku, v jakém se vyskytujf, otd¢i-li se paprsek
kolem potdtku od kladné &dsti osy z ke kladné Cdsti osy y.
Zlomky ty budou tvofiti n-tou fadu Fareyovu, t. j. fadu, kterd
vznikne, urovndme-li dle velikosti vSechny kladné zkricené
zlomky, jichz Citatel a jmenovatel nepfevySuje éslo =,

Z ptedchdzejicich tivah geometrickych plynou pak véty:

Jsou-li —% a % po sobé jdouci &leny Fady Fareyovy, jest

ps — gr =1,
n <+ Ini fadu Kareyovu obdrzime z »-té, vloZime-li mezi po
s0b8& jdouci zlomky 4.5, fady n-té zlomek 4+ a ze
p r p+4r

vlozenych zlomkd podrZime pouze ty, jichZ Citatel a jmenovatel
nepievySuje » -+ 1.
Je-li mezi zlomky —Z— aTs vztah ps — gr = + 1, jsou

zlomky ty v prvni fad® Fareyové, v niZ se vyskytuji, sousedni.

Vektory approximaéni. Retézové zlomky.

Budiz ddno libovolné ¢islo kladné «. Vedme pfimku y = oz.
Pad4-li pfimka ta mezi dva sousedni vektory nt, n z x-té hvéz-
dice Fareyovy, nazveme vektory m, n vektory approximadnimi.
Pri tom ulinén piedpoklad, Ze pffmka y — wz neprochdzi zéd-
nym mifZovym bodem lezicim uvnitf a na obvod® n-tého Etverce.
Predpoklad ten bude jisté splnén, bude-li &islo w irracionédlné;
pifpad ten nejprve uvaZzujme.

UkédZeme, jak mozno utvofiti vektory approximatni, aniz
bychom byli nuceni sestrojiti celou hvézdici. BudteZz m, n approxi-
matni vektory z n-té hvézdice Fareyovy. Vime, Ze v nejblizsi
Fareyové hvézdici, kterd po =-té ndsleduje, a v niZ jiz nejsou
m, n vektory sousednfmi, pfijde mezi m a n vektor m 4 n.
Z toho plyne, ze dvojice vektorti approximaénich ndsledujici po
dvojici m, n bude se sklddati z vektord m a m + n, lezi-li
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pifimka y — wz mezi vektorem m a m -+ n, a z vektord m +n
a n, lezi-li pfimka ¥ — oz mezi vektorem m 4+ n a u.

I jest patrno, jak utvo¥ime po sobé& dvojice approximaénich
vektord, zatinajice nulltou hvézdici, kterd ndm poskytne dvojici
vektord spojujicich poldtek s body (1,0) a (0,1).

BudiZz posloupnost dvojic approximaénich vektort

(M@, n@),  (m® a®) .. . (m@ aqm) ., (1)

Kazdd dvojice m4 s ptedchédzejici jeden vektor spoleény. Z toho
plyne, ze obdrzime v3echny vektory approximaéni, napiZeme-li
z kazdé dvojice pouze vektor nové se vyskytujici. Pfi tom pfi-
pojime ke kazdému vektoru index — neb -+ dle toho, lezi-li
pod neb nad p¥imkou y — wx. Misto Fady dvojic obdrzime tak
fadu vektord

I:;, I«;l), [(:;’ e I(::,)v ce )
kdez

&

0 ¢

e Epyea . 3)

1 527 *
znalf jeden z indexét 4 neb —.

Rada znameni (3) nazjvé se charakteristikou &fsla w. Ze
vzniku Fady (2) jest patrno, ze kazdy approximaiéni vektor
8 nejblize piedchdzejicim o opatném indexu tvofi dvojici, tak
Zze mozno snadno prejiti od Fady (2) k (1). Je-li fada (2) aj
k jistému ¢tlenu na pf. Ii': zndma, jest snadné udati nésledujici.
Najdeme totiZ nejblize piedchdzejici Elen o opatném indexu I‘;:‘)
a vektor nésledujici bude Ii’;) 4 Ig";). Z toho plyne, ze fada (2)
uréena jest charakteristikou (8). Aby bylo moZno charakteri-
stiku piehledné& udati, piSme ¢ = +, 4 — — a oznadme, kolikrat
se pfislugné znameni vyskytuje, pomoci mocnitele » s a 7. Bude
tedy charakteristika miti tvar

spfebigks | |, 4)
Pisme fadu approximatnich vektori ve tvaru
Lo Ii;), Ig”, S I‘;’; [+, @+, 5
(SRR D (2 Y P ®)
U ”

Vyznatme jich koncové body. Koncové body vektord s in-
dexem ¢, lezici nad piimkou y — wz, spojme lomenou Carou.
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Rovnéz tak spojme lomenou Carou koncové body vektord s in-
dexem —, které leZi pod pfimkou y — wz. Tyto dvé lomené
tary nazveme Carami approximalnimi. Jest patrno, Ze mezi nimi
neni bodd m¥iZovych.

Vektory

© =g, =g, k=g, ..,

pfi nichZ se index méni, nazveme hlavnimi vektory approximad-
nimi, ostatni z vektord approximainich vedlej$imi.

Ze zikona, dle kterého fada (H) jest tvofena, plynou rov-
nice

[©0=8,

&

U;’ =&, =8 + &, ™ =28 + &,.

[t =8, =k + &, [ =8 + 8,
I<:+k1+'2> =28 4+ &, ..
I<q’°+’°1+’=2’: & =k + &, I;’”+k1+’°a+1> =&+ &,
[Hrthatd — 28, + &, . ..

Vektor [ md koncovy bod (0, 1), I',;) md koncovy bod
1, 0), Ig—" koncovy bod (1, 1), ... I(rzb koncovy bod (1, %,), kdeZ
kladeno 2, —= &k — 1.

Uvdzime-li, Ze jest na pi.

Igl"+’°1+‘> =& + &, I;z"+*1+2> =2% 4+ &, ... I;‘+’“1+’°2)
=& =k& + 8,

shleddme, Ze koncové body téchto vSech vektord, zdroveii s kon-
covym bodem vektoru &,, leZi na téZze tiselce, rovnobézné s vek-
torem &,, tvofici &dst ¢dry approximaéni Koncové body této
usetky jsou koncové body hlavnich vektord approximaénich £,
a &,. Dalif body mfiZové na tusetce té se vyskytujici jsou kon-

cové body vedlejsich vektort approximaénich. Kdybychom utvofili

vektor (k, + 1) &, + &,, padl by jiz nad pfimku y —wz. Tim
dén vyznam ¢&isla %,.

Vznik Ear approximaénich miizeme si ndzorn& popsati takto.
Mysleme si v bodech miiZovych zaraZeny kolitky a po piimce
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y = oz vedenou nit. Odkloime tuto nit nahoru i dold tak, aby
objimala body miiZové. Pevné natazena pak pfijme tvar hornf,
resp. dolnf &dry approximalni. Vrcholy této &dry approximatni
jsou koncové body hlavnich vektort approximaénich, a to vrcholy
dolnf &iry konce vektordi s lichymi indexy &, &,,... vrcholy
hornf ¢dry konce vektori se sudymi indexy &, &, %, ...
Ostatni body mi¥iZové na tusetkdch tvoficich &aru approximalni
se vyskytujici jsou konecové body vedlejsich vektor approximad-

| p

\

Obr. 2.

nich. Obecné jest
=1k ﬁr—l + 21-—2

tak, Ze tusetka spojujici koncové body vektori &, a &,_, jest
rovnobéznd s vektorem L,_, Koncové body vedlejsich vektord
approximaénfch na tsedce té se vyskytujicich obdrZime ze vzorce
# & + &_s, Klademeli x=1,2, ... k_; — 1. Cislo %,
mé ten vyznam, Ze vektor %,y &, + &._, pads je$té na tutéz
stranu pfimky y — ez jako &,_,, kdeito vektor

(kr—1 + 1) &_, 4+ & _: padd jiz na druhou stranu.

Budtez zlomky zndzornéné hlavnimi vektory approximaénimi

,807 81) 827 83"'
resp.
Q_1 &_k @ @
P,” 0 P, 1’ B’ P
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Pak bude
. a) Pn — kn-l n—1 + P,
Qn = kn Qn—l i‘ Qn—2 )
Kladme
o= nont Qo
P, w, -+ P
Pro » = 1 bude
1
o==Fk, + -

Obecné jest

. Qn Wy + Qn-—l ___VQn—l Wp—1 + Qn—-2
_-Pn @y + Pn-—l_ Pn—] Wp—1 + Pn—z

a dosadime-li za P,, Q. ze vzorci a)

@ﬂ@%pw$)+@ha

___Qn—-l WDp—1 + Qn—z
T Pasy @Wn—1 + Prs

Pn——l (kn—-l + _al)‘) + P —9
a tedy

1
On—1 = kn_y + co7’

W=

1
k — 1
°+h+E|

Maji tedy %,, k,, %,, ... vyznam &astetnych podili a %

pfibliznych hodnot, rozvineme-li o v Fetézec.
Na obrazei 2. zndzornéno slo
» = 0:5667. . .,
jeZz md p¥iblizné hodnoty

10 1 1 (2) (3) (4) 5 (9
0’ 1 17 9 "3‘)’ (‘5‘)’ )y 16)""
(Vedlejsi zlomky pfiblizné jsou v zdvorkach.)
Pfedpoklddejme nyni, ze &islo o jest raciondlni. Vyjédieme

o zkricenym zlomkem a zndzorndme si tento zlomek bodem a
vektorem. Pak miZeme tento vektor poéitati bud k hornim
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neb dolnim hlavnim vektorim approximanim. Pokldddme-li
vektor &, za dolni (horni) vektor approximaéni, dokonéfme &dru
approximaé¢ni tak, Ze ¢dst pfimky od tohoto koncového bodu do
nekone¢na pokldddéme za posledni z tsefek dolni (horni) &dry
approxima¢ni. Hornfi (dolnf) ¢4ra approximaéni bude pak ukon-
¢ena piimkou jdouei od koncového bodu vektoru &,—, do ne-
konetna rovnobézné s pifmkou y = oz. Arithmeticky plyne dvoji

[ 1 T "<
™
j A
H 7
/
A
‘ a
PZ
//
Obr. 3.

moznost ukondeni Car approximatnich, je-li &fslo o racionslni
z toho, Ze, je-li k, >> 1, lze pséti

1
0=F — 1
0+k1+76—-+-
2
. 1
+7‘;_"_,

neb
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ajeli kbn=1,
1
=k — 1
@ 0+ k1+—@-+'
. 1
. - 1
+ kn—l +_1—1
neb.
o=k -{—i 1
- k1+%—+
L 1
" a4 D).
7
pd
Lz
7
LZ
e
Obr. 4.

11
Na obrazei 3. a 4. zndzornéno raciondlni &islo 16

V obrazei 3. jsou p¥iblizné hodnoty

10 1 1) "2 /38) (b) (7) 9 11
0’ 17 17 \2) 3 (4)’(7’ 10)’ 13 16

V obrazei 4. jsou pfiblizné hodnoty
9) 1
(13 ' 16

10 1 (1) 2 (8y (5) 1
0’ 17 1’ 2)’ 3’ (4)’ (7)’ (E)’
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