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Tak na pf. harmonickd funkee # (z, y) nabyvd ve stiedu kruz-
nice hodnoty, kterd se rovna arithmetickému sttedu hodnot na
obvodé kruznice; ale log w neni harmonickou funkcf proménnych
z a ¥, a jeho hodnota ve stiedu kruZnice nerovnd se arithme-
tickému stfedu hodnot na obvodé.

Poloha dvou sdruzenych polar v linearnim
komplexu.
Napsal Dr. Jos. Klobougek.

Sturm ve zndmém dile svém!) stanovi &etné metrické
vztahy, které vazi -polohu dvou sdruZenych polir k zdkladnim
utvarim linearnfho komplexu. Ne&které z téchto vztahi daji se
jeSt& urtitdji vymeziti a i zjednodufiti; ponévadz pak i Zin-
dler ?) podobnym zpisobem o poloze dvou polir v lin. kom-
plexu se zmifiuje, pokusil jsem se o to polohu tuto blize vy-
Setfiti a vysledek v krdtkosti uvddim.

Jmenujme % paprsek kolmo protinajici dvé sdruzené poldry
I, ' a osu komplexu @ a budiz dile u nekonetn& vzdilend
piimka roviny kolmé k a. VSecky piimky povrchové, soustavy
l, ', pravoihlého paraboloidu P obsahujictho pifmky aull’ jsou
sdruzenymi poldrami v daném komplexu, jsou-li téZz korrespon-
dujfcimi pfimkami v involuci (aw, 1), Piimky druhé soustavy
paraboloidu P jsou paprsky komplexu protinajici kolmo osu a 3),
k nimZ nalezi i paprsek 7. .

' Budtez ddle p, ¢ délka nejkratsi pritky mezi osou « a
kteroukoliv pfimkou a thel této pfimky s osou a.

Vzhledem na zdkladni vlastnost linearniho komplexu, Ze
translaénim a rotaénim pohybem kolem osy a d4 se sdm v sebe
pfevddséti, omezme se jen na pozorovani paprskil resp. poldr,
jez kolmo protinaji paprsek %. Délku p lze potom méfiti na
paprsku % od bodu A = (ha) kladn& a zdporné v mezich

1) R. Sturm: Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Linien-
geometrie ete. 1. 1892.

2) K. Zindler: Liniengeometrie mit Anwendungen 1. 1902.

8) Sturm: Die Gebilde 1. pg. 83.




31

— %, - o ; thel ¢ v mezich — 90° - 90° na roviné jdouci
osou « kolmo k paprsku % a sice od osy a k orthog. primétu
uvazovaného paprsku na tuto rovinu kladn& v opatném smyslu
toteni rafie u hodin, zdporné ve smyslu opaéném.

Jest patrno a zndmo, hledime-li nejprve k paprskim g,
které prislufeji komplexu, Ze jest soudin régd — x stily a téhoz
znameni pro kterykoliv paprsek g, pfi ¢emZ r, 6 majf vyznam
veli¢in p, @ a jsou také tak méfeny. Pro levotolivy komplex
jest tento soutin, kterjy jmenujeme parametrem komplexu, zd-
porny, pro pravototivy kladny. Levotolivy komplex tolf, jak
zndmo, k levé ruce pozorovatele nachézejiciho se v ose kom-
plexu lhostejno v kteroukoliv stranu, hofej$i neb dolejsi, hlavou
obrdceného. Pravo tolivy komplex to¢i k pravé ruce.

Pro paprsky néleZejici komplexu lze se omeziti jen na
hodnoty » > O, volime-li smér paprsku % od bodu 4 na pi.
vpied za kladny, a uvaZovati takto vlastng délky » absolutné,
jak &ini Dr. Sturm v citovaném dile. Nelze toho vSak éEiniti jiz
u dvou konjugovanych polar I, I'; pro né& plati, jak zndmo, vztah

plgo' == p'tge=n=,

nebof pak nutno, jak skutetné také Sturm?) ¢&inf, méniti
Znameni parametru x.

V obraze 1. zndzornén pifpad levotoivého komplexu.
Dvéma boddm P, P' na paprsku h, jenZ kolmo sefe osu a
v bodé A, pifisluieji roviny nullové e, «'. Rovina o, | a
v bodé A prisludi tomuto bodu jakozto rovina nullov4, rovina
oo vedend osou « pifslusi bodu nekonetn& vzddlenému paprsku
h. Polozime-li jednu z konjug. poldr ¢ do roviny « kolmo k 7,
jde, jak zndmo, I polem P roviny o a leZi v roviné «' nullové
k bodu (&) = P* a jest kolma k %. Odtud snadno plyne, je-li
! urteno veli¢inami (pg), I velitinami (p’, @) hofej§i vztah

p.tgp=p.tgep' = x<<0.

Sledujeme-li znaménka jednotlivych veli¢in, sezndme, Ze souéiny
tyto jsou ziporné, coz odpovidd téz ziporné hodnoté parametru
levotodivého komplexu.

4) Ibidem pg. 96.
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Vytkneme-li jednu z poldr I libovolng, jest tim jiz cely
pravotihly paraboloid P urten, jeito i jeho daldf piimky « a
piimka nekonelné vzdilend u jsou diny. Tfim také stanoven
jest i distribu¢ni parametr A paprsku % a tudiz plati

P cotg o = p’ cotg ¢’ = 4,
pii temZz A méif vzddlenost tetné roviny odchylené od roviny
centrdlné (ha) o dhel =+ 45° dle toho, jaké znaménko mé dle
pfedchozich sjedndni . Je-li tedy smysl Sroubového toleni zvo-

lené poldry [ kolem osy @ zdporny (levotolivy), jest 2 << O,
jinak 2 = 0.

Obr. 1.

Z obou vztahd vyplyva:
p.p =k

%
[ Jp— .
tgg.tge =~

jednak pro involuci bodd (%), (I'h) jednak pro involuci rovin
(Ih), (I'k) na paprsku h. Obé& involuce jsou soutasné hyperbo-
lické nebo obé elliptické; prvy pifpad nastdvd, jsou-li =, 4
téhoz znamenf, druhy jsou-li x. 4 opaénych znameni. Je-li tedy
1 v levo(pravo)totivém komplexu levo(pravo)totivd, jest jeji
konjug. poldra I’ levo(pravo)tolivd a jest na téZe strané jako I
vzhledem k ose komplexu. Je-li / v levo(pravo)totivém kom-
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plexu pravo(levo)tolivd, jest jeji poldra I téZ pravo(levo)totivi,
aviak na opalné strané vzhledem k ose komplexu. Formulace
Zindlerova ®*) opirdi se pfedem o projekei obou polir /, I’ na
" rovinu jdouci osou @ a kolmo k % a pak teprve z polohy této

projekce vzhledem k ose a soudi na polohu bodd (1), (k%)
vzhledem k bodu (ka).

Mizeme tedy ifci: dvé sdruzené poldry lin. komplexu
zistdvaji vzhledem k ose komplexu na téZe strang, todi-li stejné
s komplexem (kolem jeho osy); jsou na opanych stranich osy,
jsou-li s komplexem opatného toleni. K tomu ovSem stali, aby
pfedem zvolend z poldr byla s komplexem bud téhoZ nebo opal-
ného todleni.

Povi§imnéme si nyni parametru, jenz p¥islusi libovolnému
priméru komplexu; piisludny vztah lze odvoditi také touto
zcela jednoduchou cestou.

UvaZujme pravouhly paraboloid £, ktery tvoii paprsky
komplexu kolmo protinajici pfimku %. Osa komplexu jest jeho
osou; bod A = (ha) vrcholem a budtez g, g’ jeho dvé po-
vrchové piimky protinajici A v bodech (gh)= D, (g'h) = D',
primé&r prochizejici bodem D jmenujeme d. Roviny (gh)= 4,
(9'h) = 4' jsou nullové roviny bodd D, D'. Pifmky druhé
soustavy tohoto paraboloidu tvoii parabolickou involuci konjug.
polér, jejimz dvojnym elementem jest pfimka % a nekoneiné
vzddlend piimka roviny kolmé k 7 jdoucf osou a. Pro teéné
roviny tohoto paraboloidu v bodech p¥fmky % plati:

(D o D'A) = (dawd'e,),
je-li rovina (ha) = a» a je-li «, rovina paprskem % kolma k a.

Vyvineme-li tedy, mame
- N A
DD _sin 44"  sin da,
== — n
Sin dod’ Sin awo,

a uvdzime-li, Ze

A A

- A A A A
Cod = dd', doy=— (90" + dd), awa, = de, = — 90°

5) K. Zindler: Liniengeometrie L pg. 19.
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méfce od pravé, resp. k pravé tasti roviny «,, jest

/\ _—
— sindd’” _  AD
sin 4A4* A
cos d4
nebo znatime-li délku DD’ symbolem (dg‘),
A
g Sindg r
*a = (d9) A T T cosd’
sin Ay’
Yelitinu
coso ¢

jmenujeme, jak zndmo, parametrem pridméru d; » jest jeho
vzdalenost od osy a a ¢ thel
N AN N
ad = ag = dg.
Ponévadz pro paprsky komplexu plati

. rigd ==,
plyne

— X
Hl — — m.
Vztah pravé odvozeny md obecnou platnost, jezto kterykoliv
paprsek komplexu- lze translaci a rotaci kolem osy e pfevésti
na paraboloid Q. Omezime-li se vzhledem k povaze komplexu
na to, Ze uvazujice jisty primér d, ototime cely komplex a
s nim i primér d tak, Ze kladny smér paprsku % sméfuje od
bodu 4 na ose a ptes bod (D) k ndm, jest veliina x; stéle
téhoz znameni jak pro levotolivy tak i pravotolivy komplex.

. A
Sturm neddvé velitindm (dg’) a ¢’ znaménka, veliliné

N AN N
dg' doporutuje vSak d4ti totéz znaménko jako veliting ag’ = dy',
tedy kladné nebo zdporné dle toho, je-li komplex pravo- nebo
levototivy ). Vymezeni toto nenf dosti od@vodnéno vzhledem

N A
k tomu, Ze velitiny (dg’), dg’, 49’ jsou ve vzorci pro x; stejné
oprivnény. Neshoda tato patrna jest také v tom, Ze ve vztahu,

6) Sturm: Die Gebilde I pg. 98.
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ktery poji polohu dvou konjug. poldr k libovolnému priiméru,
nutno zméniti p¥fpadné znaménko veli€iny x4 7).

Jest rozhodnd spravn&jif diti viem tfem veli¢indm pfimé-
fené znaménko. Mé&ifme-li velitiny tyto sprdvnym zplsobem,
podaji vSecky tii vyrazy pro parametr x4, totiZ

sin dg r %
— T cso - smd’

x = (dg')

sin Ag

totéZz znameni pro kterykoliv paprsek g’ komplexu.
Ve shodé& s predchozimi sjedndnimi méfme dsetku (dg)
od bodu D na paprsku % privé tak jako usetky r nebo p,
A

majici tyz vyznam; thel dg’ privé tak jako uhel J nebo ¢,
tedy od d, resp. o kladnd v opainém tofeni rafie u hodin od
0° do <+ 90°, opatné od d resp. @z 0° do — 90°. Uhel nullové
roviny 4 bodu D, v némZ primér d sele paprsek 5, méime
od roviny o & lépe od paprsku komplexového g, jenz obsa-
huje bod D a jest kolmy k h, kladné opét v opainém smyslu
todeni rafie u hodin, zdporné ve smyslu opatném tomuto. AvSak
jak z méfeni Uhld J, resp. ¢ patrno, mé&if se ostré dhly ho-
fejsich polopaprski jednotlivych piimek. Utifime tak i nyni a

A N
méfme tdhel g’ = g9’ jen mezi hotejsimi polopaprsky g, ¢/,
ne viak ve stejnych mezich jako diive, nybrZ v mezich ostrého
a tupého thlu rovin 4, «, &ili g, g,, je-li g, paprsek komplexu
bodem A4 v roving e, kolmy k .
Zaujme-li rovina 4 polohu roviny «,, tedy piejde-li primér
D do osy a, obdrzime z ptedeslych vzorcd, vlozivie za J thel

A

doey = — 90° a mé&ffce od pravé resp. k pravé &4sti roviny «,
hlavni parametr komplexu i s ptislusnym znamenim vzhledem
k toteni komplexu.

Velitina x4 md stdlé zdporné zuameni volime-li smér od
bodu 4 k bodu D za kladny, coz lze pro libovolny primeér d
uéiniti. Kdybychom volili smér AD za kladny a uvaZovali pri-
méry na opalné strané osy a protinajici paprsek A, zméni x4
znamenf, coZ také formule ve viech tfech pifpadech poddvaji.

7) Ibidem I. pg. 100.
3*
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Vyvody piedchozi miZeme snadno sledovati graficky. Po-
lozme osu & komplexu do ndkresny a paprsek % kolmo k nd-
kresnd v bodé A na piimce a. Uhly 4, ¢ atd. mizeme méFiti
ve shora uvedeném smyslu na orthog. primétech jednotlivych
piimek nebo rovin na tuto ndkresnu. Délky r, p atd. lze méfiti
od bodu O = (ag,) na rovnobéZce o’ ve vzdilenosti x pro
pravotolivy komplex na levo, pro levotofivy na pravo od osy a
vedené ; jezto useky jednotlivych paprskii g svazku A na piimce
a’ hovice vztahu x =17 fg 0 stanovi pfimo vzddlenost paprsku

N
g od osy, je-li Ghel ag jeho odchylkou od osy komplexu. Ms-

) d=4
Ne

AD

\G4 2
9, >
oy
% |0 % o |A
------ 16,
Obr. 2.

Fime-li velitiny ptredchozi vzhledem k pruméru d, jest jeho

orthog. primét totoZny 8 a atedy thly dg = ag politek délek
(dg) jest bod D na a', v némZ primét nullové roviny 4 bodu
(dh) sete piimku a’.

V obr. 2. vyznatena .poloha tfi paprski pravototivého
komplexu gg,g,. Jest tedy na pf.

(dg) = DG = 0, (dg,) = DG, < 0, (dg;) = DG, < 0;

A A A A N N
dg >0, dg, >0, dg, <0; d9<0, dg, >0, 49, <0
podobnd i ve viech ostatnich piipadech.
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Jsouw-li 7, I’ dvé sdruZené poldry komplexu kolmo protina-
jici paprsek 7 jsou kordindty jejich (pg), (p'¢p‘) v tomto gra-
fickém zndzornéni ddny kterymkoliv pdrem paprskii svazku 4,

g=d )

e

<o
~ PU—
P } P>o
A ‘T" : ~ 0
Obr. 3.

jak obr. 3. (pro levototivy komplex) zndzoriiuje; poloha polar
téchto v obrazci neni vyznalena. Jak patrno z obrazed téchto,
totd v prvém pifpadé obr. 3. poldry s komplexem stejné -—

d=d d
_~

¢y'<o .
55 p>o
A= |0
T }p‘<o

Obr. 4.

v levo a jsou na téZe strané osy, v druhém obr. 4. opatné;
tedy poliry v pravo komplex v levo, a jsou na riznych stra-
nich osy.
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Podobné  pro polohu polir k libovolnému priméru 4
plati:

. N . A
@ sin d/f_ — sin Lf\l —
sin Al sin Al

A A N A
jelikoz velitiny (dl), di’, 4l' resp. (dl'), dl, 41 jsou vyjadieny
kterymkoliv pirem paprskii svazku 4, jenZ stanovi soufadnice
(rd) a soulasné polohu paprskii komplexu, které kolmo protinaji
paprsek .

V poslednim vzorei zachovdvd x4 vidy toté% znameni za
tychZ podminek, jak bylo ukdzino; nezdvisi vSak, jak Sturm
uvddi, na tom, je-li involuce mimobézek (dd‘=, II') elliptické
nebo hyperbolicka.

Vztah mezi poétem prvocisel v danych mezich
a vétou Wilsonovou.
Napsal M. Kii;sler.

Pro urteni poétu prvotisel v danych mezich sestavena byla
fada vzorch bud jen empirickjch (Gauss, Legendre, atd.) nebo
s rliznou pfesnosti analyticky odvozenych. Tyto opiraji se vétsi-
nou o prici Riemannovu, spotivajicf na vlastnostech { funkee,
jiné op&t uzivaji vztah mezi soudtem pfirozenych logarithmi
viech celych &fsel = A a podobnym souttem viech prvolfisel
= 4.% :

‘ Postup, jimZ se v téchto pracich k vysledku dospfvd, jest
jednim z nejslozitgjsich a nejobtiZn&jiich v d&jindch védy.

Ulohu moZno poklddati za zvlastni piipad problemu Poli-
gnacova**), ktery znf:

*) Viz prehledny referit v Enzyk. der Math. Wiss. Riemannova theo-
rie jest podrobné vyloZena ve dvou svazcich dila: Ed. Landau: Handbuch
der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Teubner. 1909.

*#) Compt. rend. 1859. IL
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