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Na zéklads homothetie (stfed homothetie vrchol ) oviem
kazdd kruznice %’ majici stfed na symetrdle a jdouci vrcholem
C mé téz vlastnost, Ze protind ramena trojihelnika v bodech
K', L', které jsou zdrovei prisetiky pfimky p' kolmé k syme-
trile a jdouei bodem G’ jenZ jest priisetikem téZnice a pfimky
s vyskou rovnob&iné prochdzejici bodem D', koncovym to bodem
priméru CD‘. (Viz obr. 2.)

Samoziejmé totéZ plati i pro jiné vrcholy.

Vzijemného vztahu piimky p a kruZnice % lze pouZiti
k sestrojeni trojihelnfka, déna-li vy$ka «, symetrdla s a t&%-
nice ¢ (viechny z téhoZ vrcholu vychézejici). Sestrojeni patrno
z obr. 1.

Rozmanitosti.

Podava Vaclav Hiibner, skolni rada na Kral. Vinohradech.

Rovnice hyperboly vzhledem k asymptotdm jako osdm sou-

fadnic jest — jak znidmo —
e‘!
xy = —Z‘.

Tetna T'm v bod& m (z,, y,) na hyperbole mé rovnici

dy
Y= =g @—a).

Z rovnice hyperboly obdrzime :

xdy + yde =20
a tudiz
Iy _ _ %
dz,” z’
prodez
Yy — U4 '—_—% (x — ),
jinak

, yo + i@ — 22,5, = 0.
Useky teiny na asymptotich (os soufadnic) jsou: 2z,, 2y,.
Plocha trojihelniku omezeného tetnou a asymptotami jest

Az?w—'—é—%.sinw,
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kde ® jest uhel asymptot; protoze

@ b
W=7
(a, b poloosy hyperboly), jest
(1]
%95 2b _ 2ab

$in 0 =25in —- cos —
—_— - —_—— —_— ) “___ 0
2 2 1+tgg__c§ a® b e

Obr. 1.

a proto obsah trojihelniku

: 2ab e 2ab
A:leyl . _02_= 2 .Z.?zab.
Je-li bod @ (x,, ¥,) na ose redlné, t. j. vrchol hyperboly, pak
jest 2, = y, a plocha trojihelnfku omezeného te¢nou vrcholovou Za
a asymptotami

A\ = 2z} sino = ab,
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tudiz A =/, 2
2z,y, sino = 2z} sin 0,
neboli ‘ '
Ty = oY,
a

Ty = Vxlyl)
t. j. usetka nebo poiadnice vrcholu jest stfedni méficky imérnou
soutadnic libovolného bodu m hyperboly vzhledem k asymptotdm.
Na zdkladd této v&ty lze sestrojiti vrchol hyperboly, jsou-li
dény asymptoty a jeden bod hyperboly. Délka poloosy hlavni:

w

a = 2x, cos 5
Je-li hyperbola rovnoosd, jest ® = 90° a poloosa a = z,\/2.
Z obrazce jest té% patrno, kterak lze proméniti lib. A\ opq
v trojahelnik rovmoramenny or¢, ktery mé tyz thel vrcholovy o,
jest totiz rameno

kde or =2 leyu

A A abc budte téznice aa'=t, bb' =, cc'=t.
Bodem o' vedme a‘d||bb* a uliime a‘d = da” = 1bb' i Jest
ba'a"d’ rovnob&inik; z té pritiny jest ba" = ba’ = a'c.

Spojime-li a' s ¢, ]est a’c’ c’||ac_a zdroveii a a’c’ = lac; jezto
Aabla" N cla’c (¢'a’ = ab’, a'c = b'a", < c'a’c = <t ab'a®),
jest @a" = ¢¢'. Jsou tudiz strany

Aaa‘a" : ad' = t,, a'a" = bb' = ty, aa" = cc' =

a jeho plocha

A‘:%V(ta F o4 te) (bo + to—1ta) . (b tc — 1) (bat 1t ;'tc)'
Jest zndmo, %e oa' = loa (o t8%i8t8 A abe), tudiz také

= l — — = —=_ 7, 1= 3 —
'd=—2—ab' (a'd|| ob"), ad:ab'-{-—?ab': -?ab |
3 ac _3

B el S
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__ Jeito Aaa'd, /\aa'c maji spoletny vrchol o, zdkladny
ad a ac jsou v jedné piimece, jest
Aaa'd =2 A aa’c;

ponévadz Aaad'd =3 Aaa'a" =3 A’
a Aad'c'=1Aabc =3I A,
jost IA'=23A
neboli A=35A

Obr. 2.

a tudiz plocha ,\ abc vyjidiena jeho téZnicemi:

=1Vttt + 1) (b + te— 1) (ta + te— 1) (fa + t — £o).
Opakujeme-li difvéjsi konstrukei ptH A aa’a” a tak dile
in inf.,, obdrzfme fadu trojdhelniki :
' Aaa‘c + Aadae" 4 . .. in inf,

jichz soutet jest

A3 A (BVA in i
l—ﬁ_+_4_7+(_4—)7+'“m inf.

neboli
A 3 3\ A N S
9 (1+T+(T) + N ln mf.)__——2— 17—; = 2A.
Z A abd', )\ aa'c plyne:
2
c? =(—;-) + t2 — atacosa’

a2 \? '
b’:(—‘q—) + 2 4+ a. tacosa’,

\
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prodeZ
2
b? o — % —9¢2
a obdobné

[

b..
a:+ c’——2—=2tf,

a® 4 b“—i_—_ 212,
2
Settouce tyto tfi rovnice dostaneme
a? 4 6% 4 c2 =4 (82 + 1 + 82)
a spojice tuto rovmici s piedeSlymi, vyvodime
a=2\2% 4 22 — ¢,
b=2\2 4 22 — ¢,
c=12V\22 + 2t —t2.

Je-li ¢ polomér kruZnice vepsané trojihelniku abc a ¢,
05, oo poloméry kruznic trojihelnfku vné& vepsanych, jest, jak
Zndmo,

_AN  _ AN A __A
= T e T sy T —¢
— A
S I Py Y Fpuny ) Py B AN
— - sin B sin 2
= sabcsin 5 Sin 5= $in 5=
jezto
IR T
s —2—3"1'—2— sm?_
= \/6=8)(E—¢ (s—a)(s—c).\/(s—a)(s—b)
be a.c ab
_(—a)(s—b(—0
D abe ’
Ddle jest

a == 0. (cotg '—;—— + coty —g—)
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[« 8, v' jsou vn&jif uhly trojihelnfku], neboli

a= ea(iy Bty %),

z tehoz
a ¢os L . cos -
_ 2 2
9a — p
(41X T
a obdobné
bcos%cOS% ccos%cos%
= —"""]F " Q=" "
cos—g cos%
tudiz
— 2 o B cos L
04060 = abe cos 9 cos 0} cos 9
str g BT
a g_stgzt_qztgz.
Z rovnice
(s—b) (s—o
— AN _ —a) \/ T s.(s—a)
o =5 _—_a— s—a
plyne, Ze je'téz
' =st =
Qa = SS9 9
a tudiz
ob=sty—g—, ee—sty
procez

st ot oc—o=
— o B T g B
Jezto

e B v g9
g+t =9
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jest

s;nﬂ‘_'_l‘_f - cos—1-
tg = ¢ B _ 2 __— 2
72 e T d fa—cos—f— os—ﬁ-’
608—2—003 9 9 C )

B

24 —_— L
« t B ot cos 2 -} cos 2 cos - sin 2
SR I T BRI B

2 2 2

¢ o5 5 ) sin L
_1-{-(003—2—003 5 — sin 2)sm2

€0S —- €0S p cos
2 2 7

2 2
o (5
€0S —- €08 - €S

e
2

1 +[cos~——cos£— cosZ T _; ﬂ] sin -2
N

2 2

in % sin B gin 7
14 s 2sm2sm2

B 7

€0S 5~ C0S ~5~ COS —>—
2 2 2

=ty —;i tg—g— ty—;— -+ sec —%sec% sac%,‘

Jest tedy

o
%+ 0+ 0co—0= ssec?sec—g—sec%—

a jezto
a=2rsine, b=2rsinpB, ¢=2rsiny

(r polomér opsané kruznice), jest téx

a+b+c=2r(sinu+sinﬁ+sinr):::8rcos%cos%cos’—é

a r=%ssec%sec%sec%,
tudiz )

03+95~+9c—9=4r, r:p"+gbz—9°—9'

7*
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Téz jest
349 2 ﬁ L
0a0h0c — S tg 2 t 2)
— ps — 5240 % i‘, TRa
: S g Byt A
neboli - 95 195 19 g =52
a 0a950¢ = S . /\.
Dile jest
AN A _ aAN _ «
e — o= s —s(s_a)—-atg?,
nasledovné
ob——'g:btg—ﬁ— 0 —-()—Ctg-L
2’ - 2
a B

(e —0) (0 —0) (e — @) = abctg*— tg 5 194
t. j. dle ptredeslého

(ea—0) ob—o) (o — o) = ab§A
anebo
(o0 —9) (s —0) (. —0) = 4_?_31%_? = 4ro®
neboli

(—gi— _1)(&_.9)(00 - 1):_4_':: 0a -+ 0 + oc — 1.
¢ 0 e -/ 0 0

Upravime-li tuto rovnici; obdrZime:
0a089c = ¢ (0406 + ¢a0ec ~+ 039c),’

1 1 1 1
nebo téz . .. .. . —=|—+4—F ),

0 (Pa + b + Qc)
z éehoz o= Qagb0e

0alb + 0a0¢ + Qboc
Jsou 11 stfedy kruznic trojihelniku A vng vepsanych 0yy 0y, O3y
Jest plocha A, trojihelniku 0,040, :

A1 =A% (@ea+ bos + coo) ‘
'f;.—A[1+2(s )+2(s—b)+2(s—c):[
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a po nélezité upravé jest
AN\, =2rs=7r (a4 b+ c).

Priblizné sprdvnou rektifikaci kruZnice uddvd Specht
v Crellové journale. Narysujme pravy Ghel, na jedno rameno
nanesme ab = r a na druhé rameno ac = 2r; utiiime

d=T=7="1,

vedme spojnice bd, bf, sestrojme ah = bd a k|| bf; pak jest
bk zp¥imeny obvod, /\ abk plocha kruhu daného poloméru r.
Z obrazce jest patrno, Ze

&E:?r—i—%, af = 2r + —g—r,

tudiz .
= 11r 121 r -
2 —— 2 JE——Y } —_—
Bt ==r +( : ) _.r(1+ 25), bd = - \146.
Déle jest ab : ah = af : ak a jezto ah = bd, jest
r v—= 13
— — V146 . =~ —
ak ____bd_.af= 5 5 =13 Vids r—2.3'141591...r
ab r 25
a Aabt = 222 _ 3141501 .. .r2;

2
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z toho vidno, Ze vysledek jest pfesny aZ k Sestému mistu. de-
setinnému. - . _
MoZno poznamenati, Ze vyraz

7 ,18\146 | 00000007 — 2.
o7+ ——2—5——{'-}- 31415919551 [ 51416926531

lisf se 'teprve na desatém desetinném misté od ¢fsla 7.

Je-li V=f(x 9 a)=0 .
rovnice libovolné kfivky, a velitina, kterou sice vzhledem = a ¥
za konstantni povaZovati mozno, ale které pfece riizné hodnoty
piimysliti mdizeme, pak pfiristi-li « o Aa, obdrzime fadu sou-
meznych kfivek, jichz prisetfky urtuji ndm néjakou kfivku,
kters jest obalujici Earou vSech téchto soumeznych kiivek. Jest
tedy rovnice soumezné kiivky

f@vat+ A=V +5 Ao

a pi mezni hodnoté jest
f(@y a+da)=0= V+%'da.

Abychom urtili priseéfky obou soumeznych poloh, feiime rovnice
V=0 a

’ av

V+ % da = O,

. _ awv ., s AV __
neboli V =0, %“da_o, t. j. V=0, d—a_O.

Ptiklady: 1. P¥imka pohybuje se tak, Ze soutet vzniklych
Gsekii a, b na osdch x a y jest velitina stdld % Rovnice
obalujicf ¢ary?

Rovnice dané pfimky zni

' =% Y _ 11—
=- + b 1=0.
Dle podminky jest v
LT at+b=Fk b=k—a,

tudiz
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nebo : C '
V=@k—a)z+ay—a (L —a)=0;
prodez :
d—V—=—z—|—y——k—]—2a=O a a:w

da 2

Vlozime-li tuto hodnotu do rovnice V — O obdrZime rovnici
obalujicf kfivky:

R et
__x;g_ilc(k_x;gﬂ)zo

a po upraveé: .
(@—y)*— 2% @+ y) +F =0
Klademe-li :
z—y=m, 2(x+?/)_'7‘7—s,
nabudeme rovnice tvaru

z ¢ehoZ vidno, Ze hledand kfivka Jest parabola.

2. Dand tsetka ab=—2z bud v ose z a pilicf bod jeji po-
titkem soustavy. Koncovymi body a, & vedme rovnob&zky
s osou y a protinejme je libovolnou pohyblivou pfimkou tak, aby
soutin pofadnic vzniklych na t&chto rovnobézkdch byl stdlou veli-
tinou = k2. Kterd jest obalovd kiivka pohybujici se piimky?

Rovnice pohybujici se piimky bud y = + Az + o« (« tsek
jeji na osy y), pisludné pofadnice na rovnob&zkéich s osou y pak

Y =a—ad, yo =« + ad;

dle podminek jest
NYy =Xk

(znaménko -} platf, jsou-li ob& pofadnice v souhlasném smé&ru,
a —, jsouli v riznych smérech), tudiz

(¢ —ad) (¢ +ad) =+ k*
¢ili a — a?4® = + 2

A= __V"‘Q“T‘__F

a
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Rovnice pohybujici se piimky jest tedy:

2 1 43
VEa_y_zmai_k_:O
av__,_ e
a dee a\a? _T_E.E:'-O;

7 rovnice druhé obdrZime
axr=a V(x" T k% Gl e?x? = a%® — a%?
(zvolime-li znaménko hoiejsf) a

%
Vet —a*
Dosadime-li tuto hodnotu do rovnice prvnf, dostaneme:
ak z%k
e —y———— =0, a%—ay\a?— 2*—kx*=0
Va’—x“ y a\/a“-—m‘z 4
a po nélezité tpravé pak obdrZime:
x2 2
atE=
(ellipsu), nebo
. 22 y?
@t B

(hyperbolu, zvolime-li znaménko dolejsf).

Rovnice dvou kruZnic, jejichZ centrila vzata jest za osu z,
budte '
@—a)+yt=rY (x—a)+yrt=ri
Zvolime-li chordélu obou kruZnic za osu y, pak jest
‘ a® —r*=a} —ri.
Dotyka-li se obou kruZnic tfeti kruZnice, jejiz rovnice jest
(z — @)+ (y — )’ = R?,

plati pro dotyk jich

(@—a)+ 1= R+, (¢—a) + 2= (R*Er),
odetteme-li prvni rovnici od drubé, obdrzime:

2@—a)ea—at+al=F2(r—r)R—r*+r?
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a jeito .
a* —r*=a? —
jest
(@ —a))e== (r —r,) R.

Dotyka-li se tfeti kruZnice obou prvmich ve smyslu opaéném,

(@—a)+ =R, (@—a)+=ERFn)%

a odetteme-li ob& rovnice:
2@—a)ae—a*4ai=F2(@r+r) R—rt+4ri
t. j. (@—a)e==F(r+r) R.
Pripojme jesté étvrtou kruZnici, jejiZ rovnice jest

(* — ) + (y — )" = Ri.
Pro dotyk obou prvnich kruznic s ob&éma poslednfmi v témZze
smyslu obdrzime:
(@—a)a=F(@r—r)R, nebo (@—a)e=F(r+n)R
a
(@ —a,)a, =F (r—r,) B,, nebo (a —a,) &, =5 (r+n,) R,
Pro dotyk ve smyslu opatném médme:
(@—a)a=F (r—r)R, nebo (a —a)ea=F(r+4r)R
E)
(@—a)o, == (r +r,) R,,nebo (a —a) ==+ (r+nr)R,.
V prvnim ptipadd jest

e« R . _ _ R —ak

o =R t. j. eR, — «, R = 0, nebo téz R—E, =0
a ve druhém:
e R . _ o R+ aR,
o =T ®’ t. j. @R, 4 ¢, R — 0, nebo téZ RY L, =0.

Odtud plyne: Dotykaji-li se dvou kruZnic jiné dvé kruz-
nice bud v témZe nebo opatném smyslu, le#f v prvnim p¥ipads
vnéj¥f, ve druhém vnitini bod podobnosti obeu poslednich kruZnic
na chorddle obou prvnich kruZnic.

Jind vyplyvajicf poutka:

Dotykaji-li se dvou krufnic tf jiné kruZnice stejnym
anebo protivnym zplisobem, pak sjednocuje se v prvnim pifpads
vn&jii, ve druhém vnitfni bod podobnosti prvnich dvou kruZnic
8 chorddlou ti#f poslednich kruZnic.
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Budiz @b primér opsané koule pravidelnému tdlesu;

ac=cb=r a }ﬂ:% r. Vztytme v ¢ a d kolmice ce, df

i jest: af =s, (hrana pravidelného &tyrsténu), bf ='s, (hrana
krychle), be = s, (hrana pravidelného osmisténu).

Z obrazce jest patrno, Ze
P— _— _ . ) 2 X
“af*=uab . ad = 2r (ac + cd) = 2r (r + —;—) :%;—:sf,

. ' s \/?7 s
t. j. r— A =t
j 25 V
Déle jest
J— J— R 2
bf*=uab . bd = 2r —i—rz%zsz,
neboli y— 5V3
2
a s7 4 s2 = 4r2

W‘:W_. r=2rl=s; a r= 38;/2 .

Dany kruh rozdéliti na » stejnych dili tak, aby se obvod
kazdého dilu rovnal obvodu daného kruhu.

Rozd&lme primér daného kruhu na n stejnych dild, na pf.
na tfi ab =bc=cd a opisme nad ab, ac dole a nad bd, cd
nahofe polokruhy, tim vznikne 6 ploch 28 kterych jsou dvé
a dvé shodné: I D I, IT & II, IIT & 111
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Je-li polomér daného kruhu r, jest:

plocha I =

Obr. 5.

tudiZz plocha

Bar? _ mr?

I+ 1= 18+ 18— 3
a plocha
2
O+ I=2. 3;’; =5 =I4 1L

Obvod plochy I 4 III = %f + ar+ _i’f = 2xr.

2mrr

» » II+II_2(3+—3-)—2M.
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Budiz ab strana pravidelného _ pétithelnfku; sestrojme
ag 1 ab, (ag = ab), rozpilme ab (ah = hbd), _opiSme z bodu
h oblouk gl a z bodd a, b oblouky poloméry ab, bl, které se
protinaji ve vrcholech d, f pravidelného pétil’lhelniku abfde.

4
;
i
!
‘.---;;".‘.q -------- \
AR \
o o
: g
| ,
! H \ \\\
! { - “. , i
| N,
L 7 ]
Obr. 6.

Tato konstrukce zaklidd se na vlastnosti pravidelného
pétidhelnfku: Dvé Ghlopfitky af, bd protinaji se tak, Ze vétsi
tisek cd = cf jest = ab a zaroveil stfednf méhcky imérnou
mezi celou tGhlopiftkou a mendim tsekem bc, ac, t. j.

bd : ¢cd =cd : bc
nebo

bd : ab=1ab : bc
Z obrazce jest patrno:
J— — —_ PR —_— 2
hi* = hg? = ag® + ah® = at® | (‘;—b),
tudiz '

anebo

jezto bl = ab + al, jest al men¥l tsek twhlopiitky bl = bd.
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