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0 nékterych kiivkich prostorovych.

Podavé M. Lerch v Brné.
1.

V roviné Oxy uvazujme epicykloidu
z 4 iy = (R + r — relf) ¢, Ra = rp, (1)
kterou vytvoi{ bod na hybném kruhu poloméru r pii jeho ko-
tdlenf po pevném kruhu poloméru R, jehoZ stied jest O; & znati
odvaleny tdhel na kruhu pevném, § na kruhu hybném, a zat4-

te¢ni poloha (¢ —= 0—p5) hybného bodu jest z =R, y =0,
uvratni bod &4ry.

Tuto epicykloidu volme za zdkladnu vilece sméru Oz (t. j.
kolmého na rovinu Oxy), a na ném uvazujme ¢dru Sroubovou,
kterd protind jeho pHmky pod stilym dhlem y. Je-li do prvek
oblouku na zdkladné, bude ¢dra ta charakterisovina difteren-
cislnim vztahem

dz
o — cotgy =F. (2)
Differencovdnim rovnice (1) vznikne
. g :
iz + idy = ¢ @9 4o, do =ﬂ§3—+—’) sinL-d8, @

a tudiz nalezneme j'ako integral rovnice (2)

=—k‘y(—ng_‘_—r)cog—‘23—, “@

coz piSeme téz : :
z:—?Scos—g—-, S___2_KC(RR_+") ' “(4“)

Rovnice (1) a (4) urduji ¢4ru Sroubovou na nasem vélei:
1



Z rovnice (1) plyne
22 y* =(R 4 r)t 4 r2— 2r (R 4+ 7) cos f3, ®)
az (49
22 = 8% (2 4+ 2 cos f3),
a z obou téchto rovnic vychdzi
24yt | 2t (R4 @
FrEFATET TR )
Rovnice ta vyjadfuje, Ze S§roubovd Cdra na epicykloidnim vélei

lezi na rotatnim ellipsoidu, jehoZ rota¢ni osa leZf ve pfimce Oz;
jeho poloméry zékladni jsou

. S(R 4 2r) R4 2r ) ———
+2r, T 7 VrB+n. (0
Prvek oblouku ds na Sroubové &4fe nasi méd hodnotu
de
ds = sin y’ ®)

smérnice tetny, které obecné jsou diny vyrazy
ar dy dz
ds' ds' ds’

majf tedy dle (3) hodnoty

sin y cos (a + %), sin 7 sin (a -+ —g~) , COS 7. 9)

Vytknéme nyni pevny bod F' na p¥imce Oz, bud OF =3,
a stanovme thel w, ktery svird teéna libovolného bodu M nasi
téry s vektorem FAM.

Dle (9) bude v
cos”—zcos(a+—g—)+ysin(a+%)+k(z—d‘)
siny Vo ‘ )

?=2a"+y* 4 (2 — 9%

vypolet ddvd

B
Pcos — — ko
oS ? )P-':R—k24r(li£+ 7’). (10)

siny Vo




Vyraz @ je kvadratickd funkce proménné cos %; chceme
urtiti konstantu o tak, aby @ byla tplnym ¢&tvercem. Tu na-
lezneme pomoci (5) a (4)

Q:Acos“%-{—‘zB cos-g--l— C,

A = 1612 ’(%ﬂ — 4 R+ 1),

B = 4kd "—@F"'—’), C =8+ (R + 2"

Podminka hledand B2 — AC se ptepie po dosazeni hodnot
a kridcenim na 4r (R + r) takto

4r (R4 r ,, 4r (R
ke . ———(R;l’ ) — [(B + 2r)° + ¢7] [k“ Trarh (R;" n_ ],
z tehoZ po redukei vychdzi
5 = (B + 2r)? [47;g LaLle ol 1]
&li dle (7)
0?7 =@ — A%
To znamend, Ze Zddand vlastnost vyrazu @ se objevi jen pro
ptipad, Ze bod F jest jednfm ze spoleénych ohnisek merididni
plochy (6).
V nafem piipadé méme téZ

C=0%+4 A* = @2,
tedy \/C = G, natez

VA _ 1 1 (12)

-f-=v—_6':i(€.

" Odmocnina vyrazu @ ma pak hodnotu

_ Acos % + B
b =- —
takZe rovnice (10) podd
Pcos —ﬁ— — ks
cos ® 2 —
siny V4;

A cos -g— + B
1*



4

jak snadno se uk4Ze, jest determinant

P — 15
A B =0,
a tedy vyjde
C_O-S‘_ﬁ)_v———kd' ke
sin y B T
Velitina
é 1
T=F

je Hselnd #y’stiednost merididnu, a posledni vysledek poddvd
bez ohledu na znamen{

cos w = F cos y. (13)

Nage t4ra (1) (4) protini tedy piimky kuzeld, jimiz se promitd
z ohnisek rotatnfho ellipsoidu, pod stilym tdhlem @, uréenym
z rovnice (13).

Cara ta je Sroubovici na vilei (1) a na dvou kuZelich,
i nazyvd se §roubovici dvojkuZelovou (bikonickou)*).

Jeli ellipsoid sploStény, jsou tyto dva kuZele pomyslny.
Hodnota I je ddna vzorcem

o R tg*y

£ _1_4r(R+r)°

IL

Z dané plochy rozvinutelné mozno deformaci vytvofiti ne-
kone¢né mnoho tvari ploch rozvinutelnych, které po rozvinuti
v rovinu ddvaji tentyZ dtvar; pfi nadich transformacich ziistivd
polomé&r k¥ivosti tdvratnice nezménén, ponévadZ se neméni jeji
oblouk a tihel kontingenéni.

Uvazujme rozvinutelnou plochu tvofenou telnami &dry I”
(Gvratnice jejf), a na nf stanovme jednu z pravothlych trajektorif
pfimek Q.

MiZeme provésti transformaci tfm zpisobem, Ze poloZime
trajektorii 2 na libovolnou plochu; méme p¥i tom v moci zvoliti
polohu jedné piimky dle libosti, tak aby svirala s plochou thel

*) G. Pirondini, Crelledv Journal sv. 118 (1897).
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ostry; ostatni pifmky pak zaujmou polohy zcela urtité, bude
urtitou kfivka nastoupiv§i na misto trajektorie £ a bude také
zcela urtitou tvratnice nové plochy rozvinutelné.

Chceme zvlisté uvaZovati piipad, kdy trajektorie 2 je
pfinucena padnouti do roviny Oxy; v tom pifpad® plocha roz-
vinutelnd mé stdly spid — jejz moZno voliti dle libosti —
a Cdra uvratni je &dira Sroubovi.

Touto deformaci vznikaji z rozvinutelné plochy éroubové
piislusné ke Sroubovici kruhového vélce vesmés plochy teten
§roubovic védlcd kruhovych.

Rozviime plochu v vovinu; tim presla trajektorie Q2
v urlitou ¢éru £Q,, povrchové piimky piesly v jeji normély,
a jeji evoluta I, je transformovani dvratnice I Naopak md-
Zeme kaZdou plochu rozvinutelnou vytvofiti deforsi z normal dané
rovinné &iry Q,. Myslime si rovinu hmotnou, kterou nakrojenim
podél normél uéinime schopnou ohybu kolem t&chto; zkroucenim
roviny tak, aby &ira Q, ptesla v ¢dru Q na dané plode, obdr-
Zime plochu rozvinutelnou.

Zékladni &iru &, charakterisujme na pf. pravodhlymi
soutadnicemi x,y, v libovolné soustavé, polomdr kfivosti bud
0oy Oblouk s,, dile bud 7, thel, ktery telna kladneko sméru

Cary svird s osou uselek; pak jest
Az, = ds, cos 7, dy, = olso sin Toy 0o = Z%:
kdez ds, je kladné, pfi kladném posinuti dz, dy,.

Provedme detorsi normal &iry £,, tak aby &ira Q, za-
ujala polohu ¢ary £, v roviné Ozy; pro tato &iru miZeme
zvoliti jeden bod pFislu$ny k urtité normdle, a jeji te¢nu v ném,
rovnéz lze zvoliti libovolns thel 7 = 0, jejz piislusnd piimka
po detorsi svird s osou Oz. Po zvolem téchto prvkid je &dra
&, urtena. Dvé sousedni normdly pfeSly ve dvé sousedni pfimky
na plofe rozvinutelné, jichZz priméty do Ozy jsou dvé sousedni
normaly &dry I; délky piimek od t4ry £, aZ k tvratnici
maji hodnotu ¢,; primét ¢, sin y je pak polomér kfivosti ¢iry
Q,. Znatf-li 7, thel tetny tdry 2, s osou Oz, bude

dry, = A—,
0, Sin y
ponévadz prvek oblouku ds, rovns se prvku ds, na 2.



Tudfz
. — dr,
1™ sin y’
a odtud
— "o
"1 = Sin y +9

kde o jest Ghel stdly. Pro soufadnice z,y, bodu na £, tedy
bude ‘
T,
dz, + idy, = ds,eity = dsyesiny
¢ili
iro

z, + iy, = ei9fcm 0,d7,. (DO

Ototenfm soufadnic docilime libovolného &, a pofinutim sou-
stavy docflime libovolného potdtku integrace..

Tato rovnice uddvd &dru. kterd je stopou rozvinutelné
plochy stédlého spidu, v niz piesla soustava normédl &iry 2,
detorsi.

Je-li ¢dra Q, kruh, bude polomér kiivosti &iry 2, veli-
tina stdld o, sin y, tedy jest £, opét kruh, a rozvinutelnd plocha
je rotaéni kuzel (tvofeni kornoutd)). Jeli &, pfimkou, jest @,
rovndz pfimka, pokud y = 0. Vylouteny pifpad y =0 je zde
moZny a sice pro libovolnd zvolenou &iru £2,, ccZ vede na
“plochy vileové sméru Oe.

Zbyvs jestd stanoviti tdvratnici rozvinutelné plochy. Jejf
pidorys jest evoluta Ciry &, a md komplexni vyjadfeni dle
vzorce

. . . 7
z iy =z, + iy, + 4 ﬁ%_@_’
1
t. j. dle hofejsich vzorcid
2+ iy==z + iy, +isiny goesinr-*-w.- 29
Pro prvek oblouku na pidoryse de ndm identita
. N
d(x 4 ty) =1dsinyesiny do,
poddvd
: do = dp, sin 7,



a tara I" jakoZto Sroubovd hovi rovnici
dz = do cotg y = do, . cos 7;

odtud p¥i stilém K
z2=K 4 g, cos 7.

Konstanta K neni libovolna. Délka teény od &dry I" ku

tife Q, mé byti g, tedy

0 =@—x)"+ (¥ —y)* + 2%
aviak dle (2°) jest

(2 — @)+ (y — 4,)° = ¢} sin? y,
takZe rovnice ptedesld plati jen pro K =10. Mdme pak &iru
dvratni I" na rozvinutelné ploSe danou rovnicemi

ir, it,

z+iy=1isiny eoesi"7+i‘? + 6"‘9/‘@0‘357 dry
Z2==Q, COS 7} (2)

fez plochy tefen s rovinou z — 0 je &ira (1), piisluind k z4-
kladni &dfe R,.

1. Jako p¥iklad volme logarithmickou spirdlu
(2y) r = aeco;

zde sice 7, = @, -+ arc cotg ¢, ale moZno vynechati konstantu,
takze
7, =¢, 6o =a\1+F cteco = r\T + ¢ = ¢5,5

nd§ integral tu znfi

170 o TFe (e
/QoeSi";' dro=a\l 4 c“fec¢+sin7d(p:g'y—l—#-g(c+siny)w

¢+ siny
Znamenejme
. o
C SN y = Cy, Sine ;= P,
a obdrzime
z 4 iy =a\lF c¥siny ei0(i + &Wﬁﬂ-_—{)e(co +i)v,
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pii ¢emZz jsme jiz specialisovali poéitek v roviné zy. Tu zvolime
ddle 9 tak, aby vyraz

;- 1 __tesimy __ d¢, __ €,
csiny+i csimy1 i4+e  1—ic,
mél hodnotu

—p—

Vi+e
t. j. klademe

& = —arclg c,;
pak bude uvazovand &ira I ‘ '
. :
x iy = aVit o ¢, Sin 7 ecowtiv l
Vita

J 4
2 = a\[1 + ¢ cos y eco¥

Stopa plochy teéen na roviné z =0 jest logarithmicka
spxraila (6]

2 )
o+ iy = —ei zaV1——l::c sin g (C+Ty)
0
ew—l zco’
VI ¢
tedy
o .. Vi¥e . _
Wy=——1as : — eCovtiv, A
x 4 iy i mTVI—{-c; 0 (4

Pudorys tdry (4) je logarithmickd spirdla
r = a,eco¥, a:a\/l cgc sin y
) 0 1 _|_ cs 0 ’
déle mim pFi oznaéeni .
L ' b=a\1F ¢ cosy
druhd rovnice dévé
z = beco¥,
" takze vychdzi -
=2+ yt an __ Gty
B b“ " Vl + co

jakozto rovnice rota¢nfho kuzele obsahujictho nadi Shru.

(4,)
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Cdra tato protind pifmky kuZele pod stdlym dhlem a sluje
froubovice cylindro-konicka ™).
2. Jako druhy pi¥fklad uvazujme hypocykloidu

@ + iy = (R — r + re~if) &2, Ro=rp.
Vypotéteme

L _2B—1) . 8
d.o——T——S’&n 9 d[)',

— . B . R —2r

Ty =TT 2+0¢-——JE-—-———“2§——[$.
Znamenédme-li na okamzik

_R—2r T o

4= Rsiny’ 19—l_siny'_ﬂ’

obdrzime dle (2)
m-}—iy———@smyé;(—:—”—) g i —dify.

+——-——2r (1;, ) gio fsin Tg— e— i 4 ag;
integrdl md hodnotu
~hua-y  —ifaty
A—1  A+1°
a tudiz vychdzi pro pudorys I vuvratnice Sroubové &iry
2Rr (R — 7)

(2)-

@t iy = g sin®y ei®’
[ e—"B(A—l) ' ’ —zE(A+1) ]
x R—2r—-Rsm7+R—2r+Rszn7

Pokud 4 — 1 =0, je tato kiivka epicykloidou, a tvrat-
nice I” je Sroubovice bikonickd na ellipsoidu rotatnim. V pfi-
padé 4 << 1 pak je I hypocykloida a tdvratnice I" leZf na ro-
tatnim hyperboloidu jednoplochém (viz Casopisu ro. 42., str. 8.,
&l 6.).

Vyjimeéné piipady jsou Jednak R =2r apak R — 2r
==+ Rsiny. .

" *) Dalsi vlastnosti viz Teixeira, Traité des courbes, IL dil, str. 396
a niasl .
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Pii R = 2r v¥ak &ira zdkladni je piimka, a zbyvd jen
pifjpad R—2r =+ Rsiny, t. j. A F1=0.

Zde integril neni vice din vyrazem (x), jenz tu pozbyvd
smyslu, nybrz bude jeho hodnota

—id e o a=1,

fg——%e"ﬁ pro 4A=—1.

Omezme se na pifpad 4 — 1; padorys ¢dry I’ md tu
vyjadieni

x4 iy = ’_@R;’:)_ ei% (e — ig — 1).
Zvolime |
= %,
a pifeme
r (RR—- 7) —

obdrzime pro vyjddfeni tiry dvratnf

z=a (f 4 sin p)
—y=a (1 — cos f);

pro tfetf soufadnici vyjde

B

z2=—4a cotgy.sin-ﬁ—.

Uvratnice I' se tedy v tomto pipads do zakladni roviny
promita jako obyéeJné. cykloida, a lezf mimo to na valci para-
bolickém

22 -+ 8a cotg® y . y = O.
Pt tom e
2r
"R‘,
i moZno voliti @ a y neodvisle od sebe.

. Ptipad, kdy zékladni (rozvinutd) &ira je cykloida, vede ke
Qroubovwx bikonické.

siny=1—
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3. UvaZzujme nyni pifpad, kdy zdkladni &dra je parabola
v poléarnich soufadnicich vyjédtend

N P
=T cos @’
tedy
. pei? _ K
T =T g =P o0l
eitods, = dx, + idy, = pi ——— oo — 1 do
0 0 0 (I — cos @)?
.
eitodsy, = — ——— d ?)), zozzt—}-—ql,
sind ;
takZe
ds, = D _ d—qi=9°d£.
sind-2- 2 2
2
Sroubova &ra (2) mé pak v tomto pifpadé vyjédfeni
cos
s=L0, (By)
stnd -?
ip iy
. ’ 2 e
2+ iy=i psiny oot +ei.9'pf ey a %_, (B,)
sind '—2— sind —2-

pii emZ 9 znalf stdly dhel libovolny.
Tu zby’va urditi integrél

25my ‘P 1g ..'_.+3 d(p
= [ g ) e
fsm:" tP 2 (eie — 1)
¢ili

;."’!".l dz .
I= 4/.623"'7 ‘(1——__—2)5, z = eio,

Tento binomicky integrdl mozno v zakonteném tvaru vy-
jédfiti jen pro zvl4§tni hodnoty 7, o &em% v ulebnicich po-
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drobné pojedndno. V piipadech ostatnich moZno uziti obvyklych
prostfedkd aproximatnich, pokud se nejednd o malé dhly g,
piislugné ke vzddlenym bodim paraboly.

O povaze funkce v tomto oboru ndm podd poudeni rozvoj

dle mocnin 1 — 2. Kladme
1

1
2sin7+’_m’
nadez
zm-(1+z—1)m—1+nz(z—1)+M~—Q(z—1)9
+ 3 T Ye— e
r—1 '”+2 ’
2mdz 1 m m(m—1)
(1_z)3—_2(z—1)2"z—1+ g leg(z—1)
of m \(z— 1)
+‘1‘:('u+2) v
z——l:?isin%e";,

takZe po vynechdni jistjch konstant mame rozvoj I = I -} konst.,

¢
I=— e—'-qlq—)- — 2im ¢ —m(m—1) (1<p+logsm2 q)>
2 1y, ——
2 sin 5 sin -
(2i)~ ny
—4x sine 2 ¢' "7, (Bs)
—1(# + 2) Z 2 ’

konvergentni pro ¢ << 60°.

Soutasné podivd vzorec (1) pro polohu trajektorie pravo-
1hlé tefen ’

z, + iy, = plei?,

pfi ¢emZ moZno k vyrazu I — soulasné ve vSech vzorcich —
piipojiti jakoukoli komplexni velid¢inu stdlou.

Vezméme v tdvahu smér teény vrcholové zékladni para-
boly (o, ¥,), kterd je ddna hodnotou ¢ — 7= a tedy vyznalena

thlem 7, = 37”; poloha tetny vrcholové po vzedmuti roviny
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v plochu je vyznalena tuhlem

t. j.

=9 —
n +2smy

Zvolme orientaéni uhel & tak, aby ob& kfivky — para-
bola i trajektorie — mély spoleény prvek vrcholovy, t. j. aby
7, = 7, Pro @ =z, coz ddvi

,__ 37 7
Y=9 —owm 7'

Body blizké vrcholu maji soufadnice x, = 0, byl-li po-
tatek soufadnic zvolen ve vrcholu, ale jak z (B,;) patrno, budou
body pkislusné vzdilenym bodim paraboly, t. j. malym hod-
notdm ¢ asymptoticky v prvnim sbliZzeni

('Z_L_ i
e 2 2siny @

2 sin’%

—p

)

takze jejich privodi¢e budou u srovndni s privodi¢i bodd para-
boly jeviti se otofeny o thel staly

z 1
2 (1 "~ sin 7)'

Obratme se ke zvldStnimu pifpadu sin y = 3, jemuz odpovidd
m=2, a 9" =0. Rada (B,) se redukuje na koneény pocet ¢lent

= cos @ — 1 sin cos —g——ising
T—=__C059P—tSmo __ 4; .
. @ .
sin? — -
2 sin 9 sin o)

— 2ip — 2 log sin® —q;—

a upravime-li konstanty tak, aby pro 9 = = bod 2, ¥, padl do
potdtku soustavy, obdrzime

R

@
X = 5 -

2

— 2p log sin® 2

cotg? )

ylzp(—3coty—§—-—-2q)+2n),
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jakozto vyjaddfeni ¢4ry, v niZ piejde parabola po vzedmuti ro-
viny v plochu o spidu —21 — 7, y=narcsin3 Pro hodnoty

9 = 7 + v, o malé, jest =, kladné, a y, md znamenf =, stejné
jako y, na parabole. Vzddlenym bodiim paraboly pak pifslusi
z, << 0, a mimo to jest

Y =—3Y, + 20 (= — q),
x, =—ux, -}—%———210 logsi;ﬁ—gl.

Uvratnice plochy rozvinutelné pak md vyjddieni

5 — 2 log sin“% + 30

x = — % p cotg?

y=1p cotg® 5 — 4p cotg7- + 2p (x — o),

s, V2

Z2=3pP— (P.

3 @

sin o)

Rovnice

T, , w
== — e, Y= —_
5 -Sfm?+ ) "l"‘sm,},

v naSem pifpad® sin y =31, &' = 0 ddvajf
7, = 37y — 37,
vztah konstruktivné uZite¢ny.
Bod dvojny trajektorie -piisluiné k parabole odpovid4
hodnot8 y, =0, t. j.
3 cofg %— = 2(7 —q).

Polozme
n—Q

9 =Y,

rovnice se pfepile na
4y =3 tg y;
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jeji FeSeni
¥ = 08451
7w — ¢ = 16902 = 96° 50’

tg (—’21 —g) = 0119,

Vyjde-li se od tohoto bodu, lze konstruktivné stanoviti
ktivku (z,, y,) mezi timto bodem.a jeji body tb&inymi na zi-
kladé sméru teten, délky obloukid a poloméru kiivosti:

1, =30 — ), ¢, =10,

p¥i ¢emZ polomé&r ktivosti paraboly
!/2 3
a=np(1+%)"
Céra (x,,y,) protind osu Oy, (t. j. z, mizf) v bods
¢ = 35°46'44",
4. Zméiime ponékud oznaleni v rovnici (2) pisice

1
8 =0, sinyzk’ T =u, Q=171 (u);

rovnice (2) ddvaji
—_ 1 n k f ) cos ku d
T=—— S (u) sin ku 4 | f(u) cos ku du,
y= —i—f(u) cos ku -l—ff(u)v sin ku du;

#4ddme-li tvar pravoihlé trajektorie plochy teten po jeji rozvi-
nutf v rovinu, pfi temZ fivratnice plochy lezf na daném vilci

F(z, ) =0, (3%

vznikd eliminaci liter z, y z rovnic (3) (3%) integrdlnf rovnice
na oko velmi sloZiti. MiZeme ji obecnd integrovati pfi k > 1,
ponévadZ ji hovi rozvinuté pravoahlé trajektorie tefen &Eary
Sroubové na vélei (3%), kteréito tetny sviraji s osou Oz thel

3

7 = arc sin —’lc—- Hledand funkce f (x) uddvd polomér kfivosti

rozvinuté tary, vyjddfeny jako funkci twhlu, ktery jeji tetna
svird s pevnou p¥imkou.
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