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O né&klerych semiinvariantech vyjadienych
‘ determinanty.

Dr. Jaroslav jarusek.

1. V teorii invariantnich dtvarft pfichdzeji riizné determinanty

tvaru .
A Aoy - . . . An
U= A4y, - . . LA ’ | O
B Ano An1 . . . Ann

o jejichZ &lenech plati ,
AdAx=9 @)A1k +v (k) Aig,—1, 9(0)=0, ¥ (0)=0. (2)
P tom Ay jsou funkce koeficientd a,bi,...a

da;=iaq, Adbj=1ibi—y,....

Skldd4 se tedy operace 4 ze dvou &dsti, z operace 4, vzhledem
k prvnimu indexu a operace 4, vzhledem k druhému indexu.
Jest tedy

Ad=d,+d,, 4, Au=9 () Ai-1,k, 4y Au=10(k) Ai r—1. (3)
TotéZ plati pro souciny, nebot
A A Ay = A [9 (@) Avr, -9 (K) Ai, 1] +

- Av i[9 () Aicr, ko (K) Aiy k1] = 4y Aik Av -+ 4y Ai k Avie,
pii Cemi

dy Aix Aiw = @ () Air, k Av e+ 9 () A A1,

dy Ai Ar v = (k) Ai, k1 Av i+ (K) AikArye—1- - (4)
Jak se provede 4, a 4, -na libovolny soutin, je patrno. Rovn&%
tak rovnice 4=4, -} 4, plati pro soufty. Ndsledkem toho na

libovolnou raciondlnou celistvou funkci F(A) vyrazli Aix prove-
deme operaci 4 dle vzorce

" AF (A) =4, F (A)+ 4, F (A).
Na libovolny subdeterminant
| Y | Aset Aag Aay
" | Apew Age Apy
Ayar Ayp Ayy
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z U provéde se operace 4 podobnég, jako se provddi derivovdni
determinantfi. Operaci o, provedeme vzhledem k fddkdm a operaci
4, vzhledem k sloupciim. Dostaneme -

Aaa'A(;ﬂ’ . Aoo—l,on’ Aa—l,ﬂl .
A |Ago Agpr . =9 (a) Agar App -
Aau' Aag’ « e e Aa,al_] Aa{p
+ 9 @) |As—t,00 Ap—1, 8 - - |9 (@) |Ap 1 Agp - |-
Auu Auﬁ-—l « o
+ v (8) Asa Agal N By

Z toho ihned plyne, Ze determmant U je semlmvanantem'
nebot provddénim operaci 4,, 4, na jednotlivé fidky a sloupce
mimo prvni dostivame determi_nanty o dvou stejnych fddkdch nebo .
sloupcich a pfi provddéni t&chto operaci na prvni fddku nebo -
sloupec dostaneme koeficienty O.

2. Uvedeme n&kolik piikladt semiinvariantl tvaru (1).

V determinantu

a, a ay. . . G ‘
y B @ Qg . . . Qpy
an an+] an+2 . . Q2q
jest Aik=aiyx

AdAx=(>+4K) qGirr—1=1Ai1« + A1
a jest tedy V semiinvariantem.

Provedme 4 na subdeterminant z V
aa, aﬂ a): .

T— Ayt v «

. Qg . . .

pri éemi n pfedpoklddame dostateéné velké, coZ je pﬂpusmé
Takovych subdeterminantti ve V je a - 1. Prvnf fadka T miize
byti vzata z kterékoli z prvnich ¢ 1 i‘édek V. Pfedpoklddejme,
Ze 1est z fadky r-té. Pak jest

Ar, o—r Ar, g—r Ar. y—r -
T— Ar+a‘—u, ou—r Ar+ o'—o, B—r

Ar+a'-—a, o—r Ar-i—u”'—a, g—r
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a tudiz podle (5)
Ar, oa—r—1 A,— g—r Ar y—r

. . » Ar al—ot, a—r—1 + - o« o« . . . .
AT = (a o r) Ar:oc”—l a;:—l ----- +
Ar. o—r Ar, g—r—I1, Ar, y—r
A o'—a, a—r A +o'—ot, B—r—1, - -
+e@-n|"" ’ T

’Af—‘ a—r Al‘—l, g—r Ar—l, y—r

+rAr+u'—u,u—-r s e . . +

Ar+a"—r, O-—F + o+ e e et e e s

...............

Af, o-—-r ] A r, 8—r, .
: , Arﬂx’—a,—l, a—r . - .
L] VORI

Ar+u”—a, oa—r

a, zavedeme-li opét a,;« misto Ay a vypisujeme-li pouze indexy,

afy . a—147y. afp—17.

a'--‘ e —1.. . I
ST il G PRI ] R
|e8v—1
| &
"I"(?—\f) o '+'

e—1f—ly—=1.| @« By
r o Ce T . a'—1

@ L T+ —a| . +
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Porovnanim téchto vzorci pro rtiznd r dostaneme vztah

a—1f—19—1 .| |a B7 .| |a B¥.
R L MR L M
col e
o AR o WA B +

Tento vzorec vyjadfuje subdeterminant

a—18—1yp—1.

.........

v némz rozdil indexti prvni a druhé fadky je aspoil dvé, pomocn sub-
determinantft vybranych z men$iho poltu fidek z V.

Jellie'=ea-41, ¢" > a2, pak na pf. pfi subdeterminantech
3. fadu bude podle (7) determinant z o "— a1 fadek

e By
ad 2.

”

Q

vyjddien pomoci subdeterminantti z «” —a ¥ddek.. Provedenim
operace 4 pro r—O na tuto rovnici dostaneme vyjédrem deter-
minantu

a By
le41.

all

pomoci determinantli z ¢"— ¢ fddek a pomoci determinatitﬁ

a—1 8yl |ea g—1y||a gy—1
a1 . .|, |ef2 a2
e'—1 . .| je". . ... e L.

z @"—a<+ 1 F4dek, u nichZ viak rozdll index prvnich dvou Fidek
je dvé a tt;gidi dap se podle (7) vyjédﬁt pomoci subdetermmantt:
z2a —a ek. -
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Tak dostaneme pro determinanty tfetiho stupné&

a Byl e By41 |et1 87| | 417
ed1. .|=lef+1 . . |f|et+2 . . |Flef1 . . 4
! l "1 . . a" . a'—1 . ) '
ekl g1 yH1 e B 1 jatl g oy
+let2 — la+1 —|la42 . |—
a’'—2 e —2 . o« —1. .|
‘ a+1 f+1 7
—la+2 .
a"—2 .

Pro determinanty 4. stupn& dostaneme vzorec

(2] =~ )31 - B[] (- (2] - (1[4l +

[ [ [ () 2

+ |3+ |3+ Ll

a podobn& obecné. Pfi tom zdvorky oznaduji determinanty a v nich
- hofej8i Cislice znad&f sloupce a dolni &islice fddky pfivodniho de-
terminantu, v nichZ byly indexy sniZeny o jednu. Tyto vzorce plati
i pfi libovolném rozdilu indextt prvniho a druhého Fddku. '

Podobn& v obecném pfipadu,  kdy dany subdeterminant md
k prvnich fddek s indexy po sob& ndsledujicimi

a By ...

uiijme vzorce m na determinant
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a1 B+1 p41 . . .
at+2 . .. ...

......

a na rovnici tak ziskanou provedeme (k—1)krdt operaci 4 sr=0,
redukujice pfi tom subdeterminaty, u nichZ se poCet fddek, z kterych
jsou vybrdny, nezmensil, pomoci vzorcit platnych pro ni2si £.

Tim je dokdzdno, Ze kaidy subdeterminant z V fddu m se
dd vyjadfiti pomoci subdeterminantl vzatych z prvnich m fadek
V. Tvofime-li semiinvarianty ze subdeterminanti determinantu V,
stali tudiZ brdti jen subdeterminanty z prvnich po sob& jdoucich
fadek.

3. Dosadime-li do V misto fady Clenti

Qoy Qgy o vvvy Quely Qyy Augryeoe .. , Qn
fadu _
: »! B CES N ‘ n!
070,...,0, mao, T a,, , man—v,

dostaneme determinant V', jehoZ Cleny

(N )
.Al k—(i+kf1))! al+k—_u

spliiujf rovnici

AAm=a+m{”*‘”“

mai+k—v—l:iAi— ket A; k-1,

Nésledkem toho V' je semiinvariantem a pro jeho subdeterminanty
plati tytéZ vzorce jako pro subdeterminanty z V.

" 4. Resultantu forem

F=aoxi+(7) a X~ xt -+ 3
i

qo(x):b0 X7+ (T) by xm =1 xy F-ov o b xT

ve tvaru Euler-Sylvestrové
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0 O. nap—1 au
0O 0. . ... ay 0
_ 0 a, .0 0
R— a, na, . 0 0
- 0 0 mbm_—] bm
o 0.. ... bm 0
0 b 0 0
4 by mb, 0 0
oznalme : ' »
Aoo : on s e o e Ao,n+m—1
Alo An ot e A11?I+m—l
.Am—w Am—p; L Am——l,n+m—l ’
Boo ' Bol e e e e Bo,n—l—m—l
Bn——m Bn—:u o Bn—l,n+m—l
takZe

Aix=0pro i+k<m—1 a i+k>n+m—1,
Aik=(,c‘+ifm+l)dk+,-_m+; prom—1<i+k<n+m-—1,

Bix=0 pro i+k<n—1 a i+k>n+m—1,
Bix= (k—}-i—,fn—}—l) bryint bro n—1<it+k<n+m—1,
' '
nebo obecné&

Alk—-"‘-.(,»‘_;_,-»_'i m+1) i +i—m1, Bik=(k;}_ir1,;+])'bk_*;i_n+1,

| pfi Cem? koeficienty a, b, s indexy zdpornymi nebo v&t3imi, neZ
}aké majf dané formy, rovnaji se nule. Pak plati v kaZdém pfipadu

AAtk“(n+m~l—k)(l_|_k m)aH-k——m-—
’:7—~1A1_>|k+(fl—|—m-—.'k) Aik—l,

. JB,k=(n+m—i—k)(i+Zl_n) b[+k—-n =
| "‘L—-'--.iBf_,,k—}-(n-{-m‘——,k) Bi k=1
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Zde sice y (0)=n-}-m neni rovno nule, ale provedenim 4 na -
prvni sloupec dostaneme samé nuly a jest tedy R semiinvariantem.

5. PoloZime-li ’
Air=a; by —ax b;

pfi Semz a;, b; jsou, jako dfive, koeficigrty forem f (x), ¢ (x), pak
determinant ' :

AOO AOl ct AOS

Ao A, . . . A
S— 10 ] 1—3 s<m=<n,

Asy Ay - - . Ag
‘jest semiinvariantem, nebof

A Ak=i(ai—1 bx— ax bi—l)“l‘k(ai'bk—l —ax—1 b)=
=[Aj—1,k+ Kk Ax—1, ..

6. Resultantu forem

i) =a,x"+ na, x""'+...+ an,
P (X)=byx™ +mb, x™" '+ ..t-bm n Z m,

obdrZime také vyloutenim x z n rovnic
X*. 9=Byy X"~ +-Bg, X"+ +Byny, $=0,1,...,n—m—1,

@ fo—mis—Jf . ps=Aso xﬁ_l"}‘As} X" =24 Asn -1,
s=0,1,...,m—1,

pH Semz
. fiman o +}) w1t +(7) a
9s=bo x>+ (") b, S (™)s.
Odtud obdriime
Bfk=(vi+kl— r’znagm+1)bb+h—"+M+"' |
A”‘.z(i’,;l-;cnﬂ)?’°b?+k+'f('ll)(i¢';-nk)'“l bt
+(n -"’;z‘+'i) (k1 2 r_z+m) “"%Mif ’?k+'?"+?' —

N
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_ (H—I,cl—%- ¥) bo.ail_+k+l - (i—lizk) ('{I)Ab1 Qipr—- - —

~ () (e,
pfi CemZ koeficienty as, bs s indexy zdpornymi nebo vE&t3imi neZ
n resp. m rovnaji se nule.
Pak :
ABix=(n—1i—k) (H—k—,fn—}-m) bisk—n+m =
’ =(n—Fk) Bi,k—1— 1 Bi_1x
A Ai urime provedenim 4 na rovnici
P fo—mii—F . Pi=Aio X"V Ajy X" 24 b Apa,
Pfi nehomogennich promé&nnych musime poloZiti # x = —1;
pak dfi=n—1i)fi—1, dpi=(m—i) Pr=1
a provedenim 4 dostaneme

(m— (Pfa—mti—1 — fpi—1) =

=(Mm—1) (Ai—yo X"+ A1) X" 24+ A yn—1)=
=dAio X"+ A Ay X2+ dAiny
— (M —=10Apx""2—...—Aina.
OdtUd ZJAik=(fl— k) Aik—1+(m—i)Ai_1k.
Ze vzorchi pro 4 Bik, 4 Aix plyne, Ze provddénim 4 na re-
sultantu ) v
By Boy . . - Byn— I
B1o Bu LI I Bln—l
R= Bn—m—-l,O’ e Bn—m‘—l,‘n—l
Aoo AM ool Ao,n-.]
A‘m—l,OAm—l,l . Ani—l,n—l

vzhledem k prvnimu indexu podle fadek, mimo Fadku Ay, Aoy.: .
Agn—1 a vzhledem k druhému indexu podle sloupcti, mimo prvni,
dostdvdme determinanty o dvou stejnych Fddkdch resp. sloupcich;
pfi provddéni 4 vzhledem k prvnimu indexu na prvni fddku dost4-
- véme koeficienty nuly-Zbyvd tedy vySetfiti je3t& zvI43f prvni sloupec
a fédkll Aoo, Aoi, . ..Ao,n .—‘[. N

PHi prvnim sloupci jednd se o stanoveni vyrazt

AdyBix=AdBix— 4, Bix=A4Biy+iBi—, &,
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dyAjk=AdAix—Ad, Aix=dAix— (m—1i) Ai_1x,
pro k=0. Ponévadi

Bio=0, i=0, 1,...,n—m—2;B,,_m_1,o=b0,
jest ABig=0 a A,Bi():().
Déle pro n>m je

Ai0"<i,r{_ll)ao bi+1,
’ AAio=(m—i)A,-_1,0

a tedy o, A;o=0. Tudi¥ pro n>>m operace 4, vzhledem k prv-
nimu sloupci odpada.

Zbyva vyS3etfiti pro fddku Aqg, Agy, - - - Ao, k—1 Operaci
Ay A = AAO k— (Il — k) Ao k—1-
Tu jest
n=m (pn\ m k+1
Aok = r\‘io(") (k+| _r>arbk+l—r _,( _,i,— ) A1 by

/

z toho
A Aok — (m+n — k)"_i".— ('}) (kf,) ar be_ o+

+(n—k) (n—m) (k.{_z__n)‘an-.—m Ok—n+m—

~ (i~ (f)acb

Av3ak e . .
o= (1), = e
=0 .
) tEdy A, Aok———JAOk—(II-—k) Aok—l'—
n—m—1 n—m—1
=m ,_20( )( —r) arby—r=m 2( )aan— —k—1,k.

' i Dostaneme tudiz ‘
'Al Aoo) A1 Aon ey 4’1 Aom-—l,
seCteme-li fddky matice '

.Boo By, . By
'Blo Bi,. .. Bu-

Bn——m —1,n—1
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. nasobené Cisly

n . .
m(n_m ]) An—m—,...,MN (]) a,,ma,.

TudiZ determinant vznikly z R provedenim Al na faddku A,y Ag, .o

rovnd se nule,
Nésledkem toho R je semiinvariantem a kaZdy jeho subde-

" terminant utvofeny z prvnich kfddek a prvnich % sloupcii a jenom
takovy subdeterminant je také semiinvariantem.
Pro n—=m jest

Ano=Aoi= (,-_,;1) (@o b1 — @k 1 bo)

AA,' 0:(!1 —I‘).Ai~l,0, A]Aok — (II— l) Aoi;l

a tudiz : :
dgAiO:O, 4, Aoi=0.

Nésledkem tdho provdd&ni 4, na prvni fadku a 4, na prvni sloupec
odpad4.

e

Sur les semi-invarianis exprimés par dés déiermingnts.
(Extrait de larticle précédent.) .
" On rencontre, dans la théorie des formes, différents semi-
invariants ou covariants exprimés par des déterminants-de la forme
‘ | U=|Aixl,
les éléments desquels satisfont & I'équation
4 Aix=9 (@) Aictx+ 9 (k) Aik—1, 9 (0)=0, v (0)=0.

On applique Popération 7, bien connue d’ailleurs, 3 un sousdé-
-terminant quelconque de U, ce qui s’effectue d’aprés la formule
simple (5). Il en suit directement que U satisfait a Péquation
4U=0. L’auteur consmére a titre d’éxemple, plusieurs déter-

minants de cette éspéce, p. ex., les résultants de deux formes, le
détermmant : : o
. ao al' .. . an
’ . V: al ' a2 . ‘ a N ’ | an+l i ~
a,, Anyy . . Q2p

“ete. On peut apphquer l’opération 4 au sous-détermmant de V
d’une manidre différente’; on obtient ainsi des formules exprimant
‘un sous-déterminant quelconque de Pordre k de V a l’aide de ses
sous-détermmants des premléres k lignes ‘
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