
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky

Jaroslav Jarušek
O některých semiinvariantech vyjádřených determinanty

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, Vol. 54 (1925), No. 2, 114--124

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122371

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1925

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/122371
http://project.dml.cz


O některých semiinvariantech VYJádrenych 
determinanty. 
Dr. Jaroslav Jarušek. 

tvaru 
L V teorii invariantních útvarů přicházejí různé determinanty 

u= 
Ao A i 

A o -4ц 

• Aon 

. -4щ 

^-пo -4щ . A. 

(1) 

o jejichž členech platí 

4Aik=-<p(i)Ai-í§k-\-tl>(k)Aikt-if 9>(0)=0, V(0) = 0. (2) 

Při tom A\k jsou funkce koeficientů a,-, 6/,... a 

z/ a/ = iat-u ^ bi= ibi—u 
Skládá se tedy operace d ze dvou částí, z operace z/x vzhledem 
k prvnímu indexu a operace zf2 vzhledem k druhému indexu. 
Jest tedy 
4 = 4X + z / 2 , z/x J 4 / * = 9 > ( 0 AI-\% i, -̂ 2 Aik = il> (k) Ait k-\. (3) 

Totéž platí pro součiny, neboť 

-4 -4/* A' A- = _4/* [y (z") A'- i, *' + </> C*') -V, *'-i] + 
+ -4/', *' [<P (i) -4/-i, h + ip (k) Ait k-\] = z/j Aik Av w + -4* -4/ * -4/'*', 
při čemž 

jdtx Aik Ant — 9(i) Aí-\t k Avk< + <p (i) AikAii-\tk», 
^ 2 At k Av k> = y (k) Ai% k-\ Ať A- + V> (k') AikAvt if—i- (4) 

Jak se provede z/t a -^2 na libovolný součin, je patrno. Rovněž 
tak rovnice z/ = ^/1 + ^/2 platí pro součty. Následkem toho na 
libovolnou racionálnou celistvou funkci F (A) výrazů Atk prove­
deme operaci d dle vzorce 

" 4F(A) = 41F(A) + J2ř(A). 
Na libovolný subdeterminant 

^aa' Aafi' A>ay' 

A$a' App' Apy' 

J\yCf* **yfi' /\yy' i 
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z U provede se operace z/ podobně, jako se provádí derivování 
determinantů. Operaci dx provedeme vzhledem k řádkám a operaci 
d2 vzhledem k sloupcům. Dostaneme 

+ 9>(/3) 

Лaa ' Aaß> • - 4 « - i , a' -4a—1, 0/ • • 

Aßa Aßßf . = 'JP ( « ) -4(3a' >W ' + 
**a a' ^a ß' • • • Aa, a'— 1 Aa ßi . 

V - l , a ' Aß—\t ßt . . +..-•+*(«') Aß. fl'—1 Aßß' . 

л a к ' л\aß'—] „ . 

+ V( P') Д я a ' Aßßi— i • + 

+ 

(5) 

Z toho ihned plyne, Že determinant U je semiinvariantem; 
neboť prováděním operací 4lt 4t na jednotlivé řádky a sloupce 
mimo první dostáváme determinanty o dvou stejných řádkách nebo 
sloupcích a při provádění těchto operací na první řádku nebo 
sloupec dostaneme koeficienty 0. 

2. Uvedeme několik příkladů semiinvariantů tvaru (1). 
V determinantu 

V = 

Яn Û . a* 
aг a2 a3 

a„ 

flл+i 

jest 
a„ a„+\ a„+2 • • <I2n 

Aik = ai+k 
4 Aik = (i-{-k)ai + k-\ = i Ai-ik +lk Áik-i 

a jest tedy V semiinvariantem. 
Proveďme d na subdeterminant z V 

7 = 
aa aß ay 

aai . . 

aß' . . 

při čemž n předpokládáme dostatečně velké, což je přípustné. 
Takových subdeterminantů ve V je a~\-l. První řádka T může 
býti vzata z kterékoli z prvních a -f-1 řádek V. Předpokládejme, 
že jest z řádky r-té. Pak jest 

Г: 

-4 r, a—r -4r, ø-г Ar. y—r - • 

-4r+a'—a, a - -r ^4r4 <*'—«, 1?--r . . . 

Л r + a"—a. a--г ^ - r + a " — a .0--Г • • 
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a tudíž podle (5) 

z /T=(a — r) 

Ar, a—-r— 1 Ar, p—r Ar, y—r 

Ar + a'—a, a—r—\ 

Ar-ta"—\, a—r—\ 
+ 

+ (ß-r) 

+ r 

Art a—r Ar, ß—r—ì, Ar, y—r 

Ar-ťa'—a, a—r Ar+a'—a,ß—r—\, • • • 

Ar— 1 a—r Ar—\, p—r Ar— 1, y—r 

Ar+a'—a, a—r 

Ar+a"— r, a—r 

+ 

+ (r+a'-a) 

Ar, a,-r » Ar, ß—rf 

-̂ -Г + ct '—a— 1, cc—r • 

Ar 

+ 

"-r+a"—a, et—r 
+ ••• 

a, zavedeme-li opět ai+k místo .4/* a vypisujeme-li pouze indexy, 

a . . 
ß\ . . 

= (a-r) 

a—\ ß y. 
d—\\ . 
a" — \ . . + (ß-r) 

a ß—\ y 
d . . . . 
a" . . . . + 

+ (ľ-r) 

a _ l ß— 1 ү—:\ 
d . ; ' . . ' . . .' 
ď . . . . . . . 

apy—\. 
ď + 

+ (r+d-a) 

ßy . 

+ 

+ (r+a"-a) 

a 
d . 
a"—\ 

ß y . (6) 

+ 
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Porovnáním těchto vzorců pro různá r dostaneme vztah 

i 0 - 1 r - i 

+ 
a p y 
a'-\ . . 
a" . • . + 

ß ľ 

a-\ ß y . 
a'.-\ . . . 
a"-\ . . . + 

a ß-
a' 
a" + 

o /3 y — \ 
a' . . . 
a" . . . 

+••• = 
(7) 

+ .... 

Tento vzorec vyjadřuje subdeterminant 

|a — i /?— i r— i . 

, a'>a, 

v němž rozdíl indexů první a druhé řádky je aspoň dvě, pomocí sub-
determinantů vybraných z menšího počtu řádek z V. 

je-li a' = a -f-1, a" > a -f; 2, pak na př. při subdeterminantech 
3. řádu bude podle (7) determinant z a" — a -f-1 řádek 

<* . P V 
a + 2. . 
a" . . 

vyjádřen pomocí subdeterminantů z ď — a řádek. Provedením 
operace A pro r = 0 na tuto rovnici dostaneme vyjádření deter­
minantu 

P r 
a + 1 . . . 

pomocí determinantů z a"— a řádek a pomocí determinantů 

a—1 ß y o 0—1 y o ß y — \ 
a-f l . . 7 o-f 2 . . . ) o + 2 . . . 
a"— 1 . . a" a" 

z a" — a+ 1 řádek, u nichž však rozdíl indexů prvních dvou řádek 
je dvě a tudíž dají se podle (7) vyjádřit pomocí subdeterminantů 
z a"r~a řádek. 
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a 
a + 1 
a" 

+ 

Tak dostaneme pro determinanty třetího stupně 

/? y a j J y + 1 
a+1 . . . 
a"—1 . . 

-ь 
a + 1 § Y 

a-j-2 . . 
a" 

+ 
a 0 + 1 y| 
a + 1 . . | + 
a"- 1 . . i 

a+\ ß+\ ү+\ a ß+\ ү+\ 
a+2 . . . . — a+\ . . — 

a"-2 ... . ď—2 . 

|a+l P 7+V 
a+2 . . | 
a " - l . . i 

a+1 /J+l yl 
a+2 . . | 
a'—2 . . 

Pro determinanty 4. stupně dostaneme vzorec 

M=-[3]-[i]-g]-[a-[i]-ra-B-ra+ 
+[!?]+[L+[!_+[2i]+[i+p]+ 

+ [3l] + [34] + M 
a podobně obecně. Při tom závorky označují determinanty a v nich 
hořejší číslice značí sloupce, a dolní číslice řádky původního de­
terminantu; v nichž byly indexy sníženy o jednu. Tyto vzorce platí 
i při libovolném rozdílu indexů prvního a druhého řádku. 

Podobně v obecném případu, kdy daný subdeterminant má 
k prvních řádek s indexy po sobě následujícími 

a $ y . . 
a+1 . . . . 
a+2 . . . . 

a+k— 1 

Užijme vzorce (7) na determinant 
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« + l ß+l r+í 
a+2 

a+k 

a na rovnici tak získanou provedeme (k— l)krát operaci z/ s r=0r 
redukujíce při tom subdetermináty, u nichž se počet řádek, z kterých 
jsou vybrány, nezmenšil, pomocí vzorců platných pro nižší k. 

Tím je dokázáno, že každý subdeterminant z V řádu m se 
dá vyjádřiti pomocí subdeterminantů vzatých z prvních m řádek 
V. Tvoříme-li semiinvarianty ze subdeterminantů determinantu Vr 
stačí tudíž bráti jen subdeterminanty z prvních po sobě jdoucích 
řádek. 

3. Dosadíme-li do V místo řády členů 

a0i aly . . . . , av_i, av, av+\, , an 

řadu 
v\ (v+\)\ 

Oг 0,. . . , 0, -^ д0, -̂ —; ~— alt..., ;_' л , an-Vt 0! °' 1 ! **-»•••' (n-v)\ 

dostaneme determinant V, jehož členy 

splňují rovnici 

4Aiic= (i+k)fi+k__x _'^ai+.k-v-\=iAi-\tk+kAitk-\. 

Následkem toho V je semiinvariantem a pro jeho subdeterminanty 
platí tytéž vzorce jako pro subdeterminanty z V. 

4. Resultaťjtu forem 

f(x)=a0x«+ (")a,xnfx x 2 + ... + an,x», 
i 

. <p(x)=bqx<? + (7) ĎiXf-1 x2 + . . . + 6 m x™ 

ve tvaru Euler-Sylvestrově 
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0 0 . . nan-\ an 

* 
0 0 . . űя 0 

0 a0 . 0 0 

/?= 
a0 naг 

0 0 . 
0 0 . 

. 0 0 
mbm-\ bm 

- Ьm 0 

0 b0 . • 0 0 
b0 mbx . 0 0 

ttnačme 
Лoo ' Лoi • • • • Л0,77-f m — 1 

- ^ 1 0 ЛJJ . . . . AlУn-\- m — \ 

Am — ю Am—vi • • • -4 iи—l,п-fл-—1 

Д)0 B0l . . . . D 0 j п 4 - m - l 

Bn—10 BП—vl . . . _>п— 1. л- f m — 1 

takže 
Aik = 0 pro i+k<m — 1 a /+/r>/z+/w — 1, 

^ * ^ £ + / ~ / n + l ) a * + / - m + 1 Pro m — l._SH:-*_Í/i+/n-- 1» 

Bik=0 pro / + £< / /— 1 a /+/r>n+/72 — 1, 

-S/it= (^4-/—/i+1) 6k+'-»+i Pro i — l__/ + *.__/i+/n — 1, 
f 

nebo obecně 

^ Í * —U+/-Í m+l) fl*+'-«+i.A*=U + / —n+l)**+ř-B+1' 
při čemž koeficienty auty s indexy zápornými nebo většími, než 
jaké mají dané formy, rovnají se nule. Pak platí v každém případu 

JAik={nArm-~i — k)(t-[-k-.m) &+*-*== 

= —iÁi~.\k + (n-\-m — k) Aik-\, 

4Btk = (n+m-i — k)[ij^%_nJbi+k-n = 

*==~riBi„ltk-\-(n-\~m — k)Bifk-\. 
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Zde sice ^(0)-=/2 + m není rovno nule, ale provedením J na 
první sloupec dostaneme samé nuly a jest tedy R semiinvariantem. 

5. Položíme-li 
Aik=aibk — akbit 

při čemž a^ bi jsou, jako dříve, koeficienty forem / (x), <p (x), pak 
determinant 

- ^ 0 0 - ^ 0 1 • • • -^-03 

^ 1 0 - " 1 1 • • • - M S 
, s <Ĺm <^л, 

- ^ 3 0 - ^ 3 1 • * • - ^ 3 3 

jest semiinvariantem, neboť 
JAik=i(ai-\ bk — ak bi-x)-\-k(aibk-\ — ak -\ bt)= 

= iAi-\ik + kAk-\jL 

6. Resultantu forem 

/i (x) = a0x"+na1 xn-]+-. + a„, 
<P (*) = bQ x

m + m bt x
m~H ĥ m, nZlm, 

obdržíme také vyloučením x z n rovnic 

xs.rp=Bs,xn-{+BsiXn-2+---+Bs,„-U s=Ot\,...9n — m—\, 

<p.fn-m+s— f . <Ps = AS0 Xn-* + ASl Xn-2-\ Ms/i-1, 

5 = 0, 1,..., m — 1, 

při čemž 

/s = a0 * s + ( ? ) ffi x°-l+ ••• + (") fl,f 

cř5 = 60x^+(7)ft1^~ i+...+ (/j)6s. 

Odtud obdržíme 

fi'*=(i+*--/i+/n+l/^+A--|l+m + l'" 

-Af jk=(/+3EI
+1) a0»#+^i + ( ^ ) (/^it) aa */+-*+—h 

+ \n —' m + /) U + l - n+m) á»~m±i **+i-»+« — 
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-(*+i)(7) fc f l*+»' 
při čemž koeficienty as, bs s indexy zápornými nebo většími než 
n resp. m rovnají se nule. 

Pak 

JBik=(n — / — £)(^_|_£ n+m) *'•+*-»+"-= 

= (n — k) Bit k-i — i Bi-\tk. 

J Aik určíme provedením 4 na rovnici 

<P.fn-m*t—f.9t=AuXn-x-+At\ -XB-2 + ... + Í4/B-I. 

Při nehomogenních proměnných musíme položiti 4 x — — 1 ; 

pak Jfi = (n — i)fi-\t J<pi=(m—i)(pk+\ 
a provedením 4 dostaneme 

(m — i)(<pfn-m+i-\ -f(Pi-\) = 
= (m — i)(Ai-10x

n-l+Ai-\t\X»-2+-.-+Ai-\,n-\)= 
= JAÍQ.xn-x+JAi\xl-2+-.>+JAin-\ 

- (n — l)Aioxn-2 -j4/n-2. 
Ódtud A At k = (n - k) Aik-\+(m — i) Ai-\k. 

Ze vzorců pro JBik, J Aik plyne, že prováděním J na re-
sultantu 

l-Soo B0l . . _80 n—\ I 

/?= 

B10 _5U . . « Bin — \ 

Bn—m—\,0 

- ^ 0 0 -*<U 

• -0 И — m— \\n-

. _4o,п —1 

-4m-l,0-4m — lA . Am — \,n — 1 

vzhledem k prvnímu indexu podle řádek, mimo řádku -400li401..., 
i40,n-i a vzhledem k druhému indexu podle sloupců, mimo první, 
dostáváme determinanty o dvou stejných řádkách resp. sloupcích; 
při provádění J vzhledem k prvnítpu indexu na první řádku dostá­
váme koeficienty nuly^Zbývá tedy vyšetřiti ještě zvlášť první sloupec 
a řádku _400,-40í,. ..-40,n-i. 

Při prvním sloupci jedná se o stanovení výrazů 
4tBik~JBik — ABik~JBik+iBt-\,k, 
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JiAik^dAtk—diAik^dAik — (m — i)Ai-],kt 

pro £=0. Poněvadž 
.fí/o = 0, i = 0, l,...,/2 — m — 2;_,„_m_i,o = 60, 

jest JBÍO^O a <JtBi0=--0. 
Dále pro /2>/77 je 

^ i o - ( / + i ) f l 0 6/ + i, 

_M/o = (0- — 0.4/_i,o 
a tedy _f2_4řo=0. Tudíž pro /2>/n operace _f2 vzhledem k prv­
nímu sloupci odpadá. 

Zbývá vyšetřiti pro řádku i400, AQlt... A0t k-\ operaci 
z/x AQ k = _ M 0 fc — (/i — k) A0 k-h 

Tu jest 

^ ^ S o l r J U + f — r)flrfe + i - r - ( í )a* + i6 0 ; 

z toho 

_ M 0 * = (H2 + /2— /f) _• ( ^ ) ( ^ ^ r ) f l r ftfc-r+ 

Avšak 

+ (n — *) („_"-) (A:+S —n)' f l»-« **-»+* 

— (n —Ar)(Jj a*&0. 

ti—m 

«40,*_. = _ (?) (k"Lr)arbk-r-§ak b0 

r=0 
a tedy 

4t Aok = JA0k — (n — k) A0)k-i = 
n—m—l n—m—\ 

= « _ ( r / ( / f c - r ) a ' 6 * - ' - = m 2 ( ? ) a r . 5 n -m — k—\,k. 

r=0 
Dostaneme tudíž 

г=0 

^1 A0QI ^Jt A0xy..., z/j -40,n—1, 

sečteme-li řádky matice 

i-Boo # 0 1 •' ' -Bon—1 
|j-5io fti • • • -ffin— 1 

O Й - m—10, • • ß и - щ - l . п -
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násobené čísly 
m[n—m—l)<t*-m-\,...,m[i)a1,ma0. 

Tudíž determinant vzniklý z /? provedením Ax na řádku -400,_40,.. .> 
rovná se nule. 

Následkem toho R je semiinvariantem a každý jeho subde-
terminant utvořený z prvních k řádek a prvních k sloupců a jenom 
takový subdeterminant je také seraiinvariantem. 

Pro n = m jest 

Aio=A0i= (/_j-i) (flo Ô/+1 — tf*+1i b0) 

4Aio = (n — i)Ai-ito, zlAok = (n — i) AQÎ-\ 

a tudíž 
z/2y4z 0 = 0, z / 1 i 4 o / = 0 . 

Následkem toho provádění z/x na první řádku a /̂2
 na první sloupec 

odpadá. 
* 

Sur les semi-invarianis exprimés par des déterminants. 
( E x t r a i t de Far ti c le précèdent . ) 

' On rencontre, dans la théorie des formes, différents semi-
invariants ou covariants exprimés par des déterminants de la forme 

u=Wt*\[ 
les éléments desquels satisfont à l'équation 

--/ i4/*=- 5P(0 Ai-u + ip{k)Ai,k-i, <p (0) = 0, xp (0)=0. 

On applique l'opération 4y bien connue d'ailleurs, à un sousdé-
terminant quelconque de (/, ce qui s'effectue d'après la formule 
simple (5). Il en suit directement que U satisfait à l'équation 
z / i / = 0. L'auteur considère, à titre d'exemple, plusieurs déter­
minants de cette espèce, p. ex., les résultants de deux formes, le 
déterminant . • - ' 

v= 

etc. On peut appliquer l'opération J au sous-détèrminant de V 
d'urte manière différente; on obtient ainsi des formules exprimant 
un sous-déterminant quelconque de Tordre k de V à l'aide de ses 
sous-déterminants des premières k lignes. 

00 Ű, . . • an 

Û1 <v • • ûл+l 

Ûn Öл+I • • a%n 
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