Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Josef Kloboucek

Oskula¢ni kvadrika zborcené plochy, dané dvéma soumeznymi fidicimi
ktivkami a dalsi treti kfivkou fidici
Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 54 (1925), No. 2, 125--132

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122367

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1925

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/122367
http://project.dml.cz

Oskulacni kvadrika zborcené plochy, dané
dvema soumeznymi Fidicimi kfivkami a dal3i
freti kirivkou ridici.

Napsal Dr. jJos. Kloboucek.

Problém, jehoZ feSeni chci zde podati, vytknul prof. Eduard
Weyr na Il sjezdu 1ékaftt a pfirodozpytct Ceskych takto :

Na ploSe II jest ddna libovolnd Cdra 2, ddle v prostoru jind
libovolnd &4ra X, ; teCnd rovina « plochy II, sestrojend v bodé A
Cary 2, protind Cdru 3; v bodech A, a spojnice A A, jsou po-
vrchové piimky zborcené plochy P, jejiZz oskulatni hyperboloid ma
se sestrojiti.

AZkoliv. mnohokrite bylo o tomto problému pséno, nebyl
prece dosud presné feden.

Posledn& pokusil se Dr. Jos. Klima v tomto roZniku Casoplsu
o nové FeSeni*) Problém vsak ziistal opét nefeSen, pondvadi -
Weyr v pfedpoklad, kterym se pfechdzelo od pfipadu zvldstniho
ke vSeobecnému, ziistal opé&t nevyloucen.

Tento zvl4stni piipad zdleZi v tom, Ze dané dv& soumezné
fidici kfivky jsou poloZeny na kuZelové ploSe 2. stupn& a tfeti

kfivkou jest pfimka, nebo obecn& i khvka, kterd se nahradi pfi-
sludnou oskulaini kuZeloseCkou.

Pii feSeni obecného problému pfedpoklddal prof. Weyr, Ze
lze obecnou plochu I, na které se nachdzela &dra X, zastupupm
dvé soumezné Fidici kfivky, v sousedstvi bodu A, podél jehoZ
pfimky se oskulalni kvadrika feSila, nahraditi oskuladnim kuZelem
2. stupné rozvinutelné plochy teénych rovin vedenych podél X

Céra ¥ nahraZena fezem oskulaini roviny v A s timto kuZelem

Chybou tohoto predpokladu jest nesprdvné vytknuti infini-
tesimdlni konstanty 3. fddu plochy II v sousedstvi A. Pon&vadi
plocha IT jest pfedem ddna, jest nutné, jak bliz8i rozbor ukazuje,
ke konstrukci oskulagni kvadriky pfedem vytknouti dotykovy ele-
ment 3. fddu plochy IT podél &iry X v A; na pf. kuZeloseCkou

v oskulatni rovin& &ary X v A majici s plochou IT v A styk 3. fidu.

Nelze tedy ke konstrukci poufiti kteréhokoliv' z oskula&nich
kuZeltt 2. stupn&, nybrf jenom on¥ch kuZelfi, které obsahuli tfeti
infinitesimalni dotykovy element E4ry X v A.

*) Rukopis mé prace odevzdal jsem redakci, dfive nez tivaha Dr. Klimy
byla vytiSténa. PonévadZ miij rukopis nebyl viak dosud v tisku, bylo mi
mozno hned reagovati na ¢lanek Dra Klimy. Neiiplnost Weyrova fesSeni, oviem
ne ve smyslu zde vytknutém, byla jiz dvno znama.
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Weyritv pfedpoklad jest sprdvny pro plochy, jichZ treti do-
tykovy element &iry X v A nachdzi se na oskulatnim kuZeli, jehoZ
pfi konstrukci bylo prdv& pouZito, takZe byl vdzdn pozdé&ji a nebyl
tedy pfedem voln& zvolen. Ndsledujici vypoCet ukazuje skutefné,
Ze rovnice uvaZované oskulani kvadriky obsahuje dvé konstanty
3. fddu. Jedna z nich jest vhodnou volbou systému soufadného
eliminovéna.

Volme tenou rovinu e plochy IT v bod& A jakoZto rovinu
soufadnou x; =0, bod A jakoZto vrchol A',; oskuladni rovina &ary
2 v bov& A budiZ rovinou soufadnou x, = 0 a vrchol A’, budiZ
bodem tvratu rozvinutelné plochy .te¥nych rovin vedenych podél
tary 3. Primky A’, A'), A", A’, jsou tedy konjugované te¢ny plochy.
Vrchol A’; volme v priiseéném bodé& teCny ¢dry X v bod€ A s osku-
la¢ni rovinou E'iziry X, vbod& A,; vrcholem A’; budiZ priise¢ny bod
teCny Cary X, v bod& A, s oskuladni rovinou x, =0 ¢4ry X v bodé A.

Volime-li tento systém soufadny, bude miti rovnice plochy I
v sousedstvi bodu A tvar ‘

X3

x, 2

1 L1 dx.®
X2 (mx%+nx§)+‘ﬁ'(asxi“}_alxl'x?'{"aox%)—;_"'
1 1

Céra ¥ na plose IT mé rovnice
Xs __ Py %) ”_Cs_mﬁ(i‘_l_z g (X1 )*
x, 6 (x,‘) +""x,-—' 2 x4) + 6 (x) T

Stanovime-li soufadnice roviny teZné plochy II v bod& &ary X

jemuz px‘islu§i‘hodnota§l'= t, mdme .
1
ou —mtt By lp gy AMPEly
L2 6 24 .
- m, a
euy=—1, eu=—5 2 — 31—

Pro stanoveni osl‘(ulaéniho hyperboloidu H plochy P podél
pfimky A A, nahradime Caru %, v sousedstvibodu A, kuZelosetkou

k, o rovnicich .
x}—ax?b2xi+A(x;—ax)x;=0, x,=ux,.

Bod A, mi soufadnice A, (x,ax 0,a); vtomto bod& maji veSkeré
kuZeloseCky 'k, styk 2. fddu a prochdzeji bodem C piimky AC,
“kterd jest harmonickd k A A, vzhledem ke konjugovanym te¢ndm
A A, A" A plochy IT. Ciru ¥ nahradime v sousedstvi bodu A

" kuZeloseZkou k, kterd s ni md styk 2. Fadu v
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—mx?-+4 A" x32 +2y' x1x3¥{—2x;x4 =0, x,=0.
Maji-li byti kfivky &, k, stopami téhoZ hyperbolmdu na pfisluSnych

rovindch, musi se obd protinati na pfimce A’} A’;, coZ ddvd pro
kiivky k svazek

—ma*xi+mb>x} —malix; x;+2a°x x,=0, X,=0,

jehoi Ctvrty vrchol D, od A razny, jest na hran& A’, A’; o sou-
fadnicich
D (o, 0, — 2 a2, m b?).

Jest patrné, Ze hledany hyperboloid H obsahuje pfimku A, D;
soudasn& zndme také roviny tené v kaZzdém bod& pfimky A A,.**)
Jednd se nyni o stanoveni hodnoty parametru 4, ktery by poddval
oskulaéni hyperboloid. Stanovme fadu bodovou, kterou uréuji
telné roviny plochy IT vedené v sousedstvi bodu A v bodech
Cary X na pfimce A, D.

JelikoZ A, D mé rovnice
X, — ax1=0,' 2a%x,—mb2xx,—2atxx,=0,
jest tato fada bodovd, oznaCime-li parametr bodi této pfimky

ddna vazbou parametrii £, £,

2a? m 2as
o e T 3 2
Bt 5 t b t,—i—mtt—l— ol A

Vytvofime-li nyni hyperbolond H kuZelosetkou k, pfimkou A, D
a svazkem rovin na A C, mdme pro body kuZelosetky k v blizkosti
bodu A rozvoj

. %,

s My M :
e L e

. x, .2
svazek na AC jest u(xy,+ax;) — x;=0, tedy pro stopu na rovin&
X,=0 ) )xis = at. _
4 AN
Z toho plyne. ,
m . me
b=gglTagttT

Priiseény bod roviny. svazku jdouci bodem o parametru t na
kfivce -k s pifimkou A, D jest . .

*#) Vysledky tyto jsou jiz znamy z dl‘ivéj§ich ﬁvah o tomto préblému.' .
S ‘ ' ‘ , g
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Xo o X _ 2@ o
~x4"_at"x*‘ mb’n(atl ")’

' vloienim do rovnice rovmy plyne ‘ -
| : 2at 1u -7 =0
: A 4
© &li po vioZeni za p
L 2e 2@
mb* m b2

-
b

2ot mit 2-‘1—Atzt;+...
Aby ‘obvé rovnice .mély pro hodnoty {=0, t, = Z— co nejvEtsi
s.hqdu, jest‘vtfeba, aby

Comix, G m_
2@t T g Tz T el

-

l—;lw(uas-—m a).

Hodnota tato urtuje oskula&ni hyperbolond

DFive ‘neZ urim konstruktivn& tuto plochu, chei hodnotu para-
“metru 1 odvoditi jest& jinou cestou.

- Stanovme vytvorujici prlmky hyperbolmdu H rovinami svazku
‘o ose A, D a teénymn rovinami plochy II.

~Roviny tohoto’ svazku jsou"

v(2a%%, ~mb*uxy—2a®xx,) — X, + a x,=0,
' ~vedeme-h rovinu bodem T ;‘ =1
4

;krwky 2 obdrixme pro 7 rovnici R | |
(2aw+l) a b——%”—ta mbzu(_z. # +%t')”‘f2d2”; -0,
z éehoi Lo 2anv t—l— t2+
‘Soui‘adnice rovin svazku AID ]SOU

KA S

g 2a’4+2a31+ ~———t=~,§—...,,gv, —_—’——'Zau

f-‘ev,_~-xmb’t——amb212+ 004—-'__—2a2ut—-2a33°+
aa tedy . sou?adnice Vylvoi‘u;!cich pﬂmek R T
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ftp=—2amuzt—axa; t*+ ...,
. - 2a4 N . .
wms=2atxt+ 208t +(2E e b2)lﬂ+...,

= — M xf? — (asm+ ";3 )t3+

WTga=2aut+2a% 2+ ...,

The=amx tﬂ-i-%ava3 xt. .., :?
Wlag= —2a %+ 01+ 0. ..
PoloZme . _
M= At By .., = Ay, t+But2+
#7,0=Crst A t+ By o) wlyy=Byy 11+ Dyy 184
My =By P+ Dy 4., - 4y =Cy

Utvofme nyni komplex
« ”12+ﬁ”a4+céé 7ty3 — Cyg Moy +y 70 +07,,=0

a poloime Cag 755 — Cismyy=At+Bt+ ..., *
v =-—4a*x, B= —4a°+2ax*m?b?
a soutasnd @A+ A, +A=0,

@B+ Byy+7 B)y+0By;+B= 0.
Vyloutime-li konstanty @, B pomoci rovnic.
d.a=BAy,—A Ba4+7\"As4 B +6 As, By,
v 4~ﬂ=ABlé—BA12°"‘7A12814'—‘5A1234§:
kde - - d=A,, By, — B, Au, : e /

obdriime, povaZujeme-li », 0 za volné parametry, sif komplexu,

jejiz zakladni plochou jest n4s oskulaEni hyperbolmd ‘nebof rovmce

polind se Cleny obsahujicimi #3. ' :
PiSeme-li rovnici této sit&

_ Eat» jw = 0,
jest —-4a=m’n’b2——2¢z4mx=y+203mnid
, 'a -—2an_/1 oo —
;__a>"_“-2a2xd, P ' L e

alﬁéd'ai
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g =4a%x2a, —8a®mx —{-llas’m“‘x-‘b?—2a3m2 ®2y4-2a2m?«2 9, :
d=2a%%(xa,—2am).

Vyhledejme nyni zdkladni plochu této sit€; za tou pfi€inou

stanovme v3ecky specielni komplexy obsaZené v této siti ; zavedme
pro z1ednodu§em pottu novou prom&nnou ¢ vztahem

o.d=4a*m*x*b*4-2a>m® x2 (0 —ay),
poloZme invariant Sawajn =0,

a vylume proménné y, .
Potom bude

4mxnd=mz g2 +2a(xa3—ma)g—4m #2 b2

s

a soufadnice vytvofujicich pnmek druhé soustavy hyperbolo:du H
jsou:
¥ L.=4am? u9+8a3 mx,

«g=am?e+2a2(xa; —ma)o-—4am?«2 b2
¥, = —8ad3mx?,
¥ =40 mx g,
T, = ——802mn2
s =m? 0*+2a(3ma— na,) o+4 m? «* b2

Priisedné body t&chto pfimek s rovinou x2=0 vyhovuji pod-
minkdm

00Xy =—7T34 0X3=7yy, O0X;,=-—T73.

VioZime-li do t&chto rovnic hodnoty za 7 -a eliminujeme-i
o a g, obdrZime rovnici stopy £ oskulaéniho hyperboloidu

—ma’x’+mb2x2+—— (ma—uaa) X, X;+2 a2 x, x,=0.

"Srovndme-li rovnici tuto s rovnici kuZeloseZky k nahrazupm
Edru 2‘, v bod& A, vxdime, Ze

L ‘/1=~’~Er—(ua3-—ma)

Jak patrno z rovnice, mé4 tato kfivka s Earou 3 v bod& A styk
2, fddu; abychom ji konstruktivn€ urlili, vedme v roviné& x, = 0
kuleloseéku I majici s plochou IT styk 3. Pédu a prochéze]fci bodem D.
: Rovnice jejf jest

. 2ata, '
——ma2x2~+-mb=x’——5——*‘~x1x3—+-2a’x3x4 =0.
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Vytvotime-li nyni oskulagni hyperboloid dvEma prométnymi
svazky rovin o osich AC, A, D — jak o nich byla jiZ fe€ —
obdrZime mezi paramefry p, » vztah : '

w—m nw—{—% (Bma—uxa,) uv=0.

Vytvofime-li stejnym zpﬁsobem-hyperboloid témito svazky
rovin a kuZeloseCkou /, obdrZime vztah

u'——mxw+%—g{(3ma—uas)yv=0.

Svazky paprskové vytvofujici na roviné x,=0 kuZelosetky
h, I, jsou vazdny stejnymi vztahy; vrcholy jejich jsou body A,D;
paprsku A D prvého svazku pro lim g=oo pfislusite¢ny 5, ¢, obou
kfivek v D o parametrech »y, »;, takZe

2
Y= "Y1.

3

Pong€vadZ parametr » jest imé&rny délicimu poméru pfisludného
paprsku k zdkladnim paprskiim, které jsou zde primé&t pfimky
A, D na rovinu x,=0 s vrcholu A’, a pfimka A D, Ize te€nu kuZelo-
seCky h v D z téchto zdkladnich paprski a teCny kfivky [ v D

sestrojiti dle dvojpomé&ru % Sestrojeni bodu D provede se dle

udajtt shora uvedenych.
Vhodnou volbou soufadnicovych konstant lze rovnice jest&
zjednodusiti ; volime-li jednotkovy bod v priisefném bod& rovin
Xo—ax,=X,—xX,=bx; —ax,
jest a=b=x=1,

*

- La construclion de la quadrigue osculatrice le long d’'une
génératrice de la surface réglée donnée par frois courbes
gauches dont deux sont infiniment voisines.

(Extrait de larticle précédent)

Soit donnée une surface réglée de la maniére suivante: Les
plans tangents ¢ d’une surface quelconque IZ, menés aux points
A d’une courbe 2, coupent une autre courbe 3, de l'espace aux
points A,; les droites AA, sont les génératrices d’une surface
réglée P dont on veut construire la quadrique osculatrice H le
long d’une génératrice donnée. :




132

, On trouve, par une simple analyse synthétique, que la qua-
drique passe par la droite AA,, par la tangente AC conjuguée par
rapport & IT et par la droite A, D, ou D est le point d’intersection
‘de toutes les coniques osculatrices k, menées au point A a la
courbe =2, de sorte que chaque conique k rencontre, en deux points,
une counique k; osculatrice de 2, en A, et coupant AC en C.
Pour trouver, parmi les coniques %, la conique / qui donne la
quadrique osculatrice H, on construit dans le plan osculateut de
3 en A, une conique / telle, qui ait, avec la surface II, en A un
contact du 3¢ ordre et passe par D. Alors, on peut construire la
tangente f; de la conique # en D au moyen de la tangente #; de
la conique / en D.

Soit V le point de l'aréte de rebroussement de la développée
des plans tangents « de la surface II le long de I'élement de X
en A ; les points d’intersection B, 7, U des droites V A, #;, #; avec
la tangente de X en A satisfont a la relation

(BA T U)=1.

Pour faire le calcul nécessaire, on emploie un tetraddre aux som-
mets A (A',), V (4), A, A', ot 4, A’y sont les points de ren-
confre des tangentes des courbes X, X, en A, A, avec les plans
osculateurs de ces courbes en A,, A. L’équation de la surface I
et de la courbe X aux environs du point A peut s’'écrire

Xg 1
Ux, T 2x2

L X Py (X)) Xy _ M X\ G X\
S x4—_6(x4) T x, 2 (x4) +6<x4) e

. 1 | |
(mx?+nx3)+ 57 (asx34a,xix,+apx3)—+....,
: 3 _ .

‘L’élément de la courbe X, en A, est déterminé par I'élément com-
mun des coniques osculatrices £,

X3 —a?x3+b® x34+A(x,—ax,) x,=0, x,—Kx,=0.
On trouve comme équation des coniques & o
—ma*x} +mb2x} —maix, x;+2a2x, x,=0, x,=0.
Le parametre 4 qui'donne la conique & de la quadrique oscu-
latrice H est déterminé de deux maniér/es sous la forme

a 1
/?,=—”72‘—'K— (Kaa —ma).
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