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ktery zde byl podén,-lze v8ak pfece do znaéné miry porovnati ¢eskoslo-
venskou a polskou védeckou préci v rﬁznych oborech matematiky.
V algebfe a v teorii &isel byla zastoupena téméf jen nase védecks prace.
Zv148t8 se zd4, Ze v teorii &isel jest v Polsku m4ilo badatelt. V géometrii
se ukazuje prevaha &eskoslovensks, piitom viak polské geometrické
prace jsou &etné a cenné. Tradi¢nimi obory polské védecké price jsou
matematickd logika, teorie mnoZin a topologie. V téchto oborech se
naprosto nemiizeme méfit poétem praci s Poléky Z teorie mnozin a topo-
logie byly vSak s éeské strany poddny nékteré vyzna.mne a velmi zajimavé
prlspevky Naproti tomu matematické logika se 1 nés téméf nepéstuje.
Dalsim oborem, v némZ Poldci daleko vynikali nad Ceskoslovensko,_
je klasick4 analysa. A to je po mém soudu nejvétsi slabina nasf matemati-
ky, kterou bude tfeba v budoucnosti velmi intensivné odstraniovat.
Obory zastoupené v sekcich 5 A a 5 B, kde velkou vétSinou byla sdéleni
¢eskoslovenska, vynacha.vam v tomto ocenéni, nebot jsou to obory,
které jsou mi znaéné vzddalené.

Na SJezdu byla usporadana rada spoleéenskych podnikii, z nichz
uvddim jen velkou recepci na polském Velvyslanectw v Praze v utery
30. srpna veder.

Sjezd- byl zakonéen v sobotu v 11, 30 hod. zavéreénou schuzi, z niz
byly posldny pozdravné a dékovné telegramy panu presidentu &esko--
slovenské republiky a panu presidentu polské republiky, panu ministru
Skolstvi, véd a umén{ a panu ministru o$wiaty.

Na sjezdu byly projedndny na uZsich schfizkdch riizné konkretni
otazky budouci spoluprace ¢eskoslovenské a polské na poli matematiky.
Zvl143té bylo umluveno, Ze spoletné sjezdy éeskoslovenskych a polskych - -
matematikd budou se konat v obdobich dvou aZ t¥iletych. Polské delegace
pozvala deskoslovenské matematiky na piisti spoleény sjezd do Polska.
Misto a datum bude stanoveno pozdéji. S]ezd se bude viak pravdépo-
dobn& konat v roce 1951. V obdgbich mezi SJezdy maji se konat mensi. -
spoleéne pracovni konference vénované pfesné stanovenym uzdm obo-
rim matematlky :

-

LINEARNI OPERATORY 1I.
MIROSLAYV KATETOV Pra.ha.

Tento &ldnek je prvni 848t referdtu o hla.vnich po;mech a vysledcich .
theorie linedrnich operdtort v HILBERTOVE prostoru. Tato theorie md
éetné aphka.ce (na pf._v theorii diferencidlnich a integrdlnich rovnic):- -
Kromé toho jsou, jak zhdmo, linedrnf operétory zékladnim matematic- -
kym nastm]em kvantové (vinové) mechaniky. - ‘

‘Podévam referdt dosti obifrng. Vychézim od zékladd, uvadim po- *°
drobné definice a vétv a vetsmou také struné dﬁkazy Defmxce a véty' ‘
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.- formuluji pokud mo¥no obecné; k aplikacim se dostdvim -a% pozdéji,

" uvédim viak jiz v této prvni &dsti obas pk iklady Zpisob vykladu je

viude velmi abstraktni. .

. Kroms linedrnich operdtori v HIiLBERTOVE prostoru si viimdm také
linedrnich operdtorti (linedrnich zobrazeni) v normovanych linedrnich
prostorech, nebot &etné véty plati jiz pro tyto obecn&js prostory.

K porozuméni referdtu neni tieba (s vyjimkou nekterych prikladu

- @ aplikacf) zvl4§tnich védomosti kromé znalosti zékladnich pojmii a vy-

sledk theorie metrickych prostort a elementdrnich pojmt obecné theorie
mnoZin (a na-nékolika mistech transfinitni indukce a pnbuznych pojmi;
tato mista lze viak vynechati bez vétsi ijmy pro porozuméni ostatniho
textu a vracet se k nim leda p¥i odkazech). Definice a vety z theorie met-
rlckych prostord cituji z knihy E. Cecra, Bodové mnofiny I; uiivim pro
ni zkratky BM. Na n3kolika mdlo mistech uviddim bez dikazu nékteré
'véty z theorie (normovanych) linedrnich prostortt a odkazuji na knihu

R BANACHA, Théorie des opérations lindaires (zkratka TOL) a autorovu’

préci O nprmovanych vektorovych prostorech, Rozpravy II. t¥idy Ceske aka-

. démie 53, &. 45 (zkratka NVP).

. Z knih o linedrnich operdtorech v HILBERTOV]‘: prostoru lze uvésti

' tyto: J. v. NEUMANN, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik

(1932); M. H. StoNE, Linear transformations in HILBERT space (1932);

. B. v. 8z. Naev, Spekiraldarstellung linearer Transformationen des Hiv-

BERTSCHEN Raumes (1942).
Prvni &4st referdtu, obsaZend v tomto &ldnku, ma p¥ipravny riz.
Zabyvém se v ni normovanymi linedrnimi prostory (§ 1) a jejich linedr-

. nimi zobrazenimi (§§4 a 5) a unitdrnimi prostory, jejichZ specidlnim

" piipadem je HILBERTUV prostor (§§ 2 a 3). Teprve § 6 jednd o nejobecns;-

¥ch vlastnostech lineirnich operétorti. Paragrafy 4 a 5 lze zatim vyne-
chat (aZ na 4,1; 4,2; 4,5; 4,6; 5,1; 5,5; 5,6) a vracet se k nim jen pfi od-

-kazech,

§1. Normované linedrni prostory.

I,1. Oznaéim H; mnoZinu komplexnich disel. Kdyz P je neprazdné.

" . mmnoZina a pro libovolnd z € P, y ¢ P, « € H, je definovédn soudet  + y e P -
. a ndsobek «x e P tak, %e pro libovolns z,9,2z P a «,f z H, plati

) @+ te=z4+ @+ @ rty=y+z @ rty=2+

2=y =2z (4) (af)z=a(fz); (5) (Z-HI) ox + oy (6) (o +

+ pf)x = ax + Bz; (7) 1.2 = =, pak fikdme, %e mnoZina P s danymi
operaceml je komplexnt linedrni prostor. Nahradime-li v této definici H,
mnozinou redlnych &isel, dostaneme definici redlného linedrntho prostoru.

Z¥ejms kazdy komplexni linedrni prostor j ]e zéroveh redlnym lmeé,mim '
.. prostorem.

V celém paragrafu znadf P, prip 5 mdexy, komplexni hneé,mi

prostor V celém &lanku zna#i «, 8,y (pfip. s indexy) komplexni éisla
o 'Pismena m, n znat{ zpravidla ptirozend Efsla.



Kaidé P obsahil]é zfejmé pré.ve jeden ptrvek o tako;ry, texeP=> °

=z + 0 = z. Tento prvek nazyviame nulou (prostoru P) a znadime 0.
Piseme jako obvykle —a misto (—1) .z, y — x misto y + (—=z) a pod
I,2. KdyZ ¢ = LCP a zeL, yeL, xeH, =>4+ yeL, axel,
i‘ikéme, %e L je linedl a piSeme L CC P. — KaZdy linedl je zfejmé linedr-
nim prostorem. Ztejmé plati: priinik neprdzdné soustavy linedli (prostoru
P) je lineal. \
- 13. Jeli M C P, nazveme lmearn{m obalem mnoZiny M a ozna&ime
[M] pranik vech L CC P, L D M. — Snadno se dokdze: je-li M = @,

skl4dé se [M] prévé ze viech D i_yoiai, a; e M; jest [9] = (0).”

1,4. Zobrazeni ¢ P do P, nazyvime linedrnim, jestlize pro z e P,

ye P, o ety platt (1) olz +y) = ¢(2) + y); (2) plaz) = ag(), anti-
linedrnim, jestlize misto (2) plati (2) p(ax) = ap(z).

. JestliZe ¢,, @, jsou linedrni [antilinedrn{] zobrazeni P do P, a & € H,,
pak klademe pro 2 e P (p; + 9,)(@) = ¢1(2) + @o(2), (091 (@) = agy(@).
Zobrazeni ¢, + @, & xg; jsou pak lmearm [antilinedrni]. Snadno se zjisti,
%e mnoZina linedrnich [antilinedrnich] zobrazeni P do P, s timto souétem
a nisobkem je linedrnf prostor.

I,5. Nechtf; (i =1,...,n)agjsou lmearm zobrazeni P do H, a plati:
zeP, filx)=0 (1 =1,. n).—.>g(x)_0 Pak pro vhodnd «i je g =

=Zt lo‘ift
Dtkaz. Necht n = 1. Kdy% f, = 0, zfejmé g = 0. Kdy% f, =!=O bud
aeP, f(a) = 1. Ziejmé a:eP:>fx—fx) a) = 0=-g(x—f(z) . a) =

=0= g(x) = g(a) . f(x),-takie g = g(a) . f. Plati-li véta pro n — 1, bud \

L linedl x € P, pro néz f,(:v) =0@=1,...,n—1). Pak z ¢ L, f,,(:c)

= 0=g(x) = 0, takZe pro vhodné «,, plati z e L= (g — onfn)(x) = 0.

Z indukéniho p¥edpokladu nyni plyne g — anfr = it

1,6. Jestlize P je komplexni [redlny] linedrni prostor a pro kazdé
z € P je definovino nezdporné &slo |z, zvané norma prvku z, tak, %e pro
z € P,y e P plati (1) )|z =0=>2=0; ) [z +y| < 2| + |y| (3) Iocxl
= [ocl ||, fikdme, Ze P s touto normou je komplexni [reding] normovany
linedrnt prostor. Komplexni normova.ny linedrni prostor je zre]mé
(I,1) zdrovei redlnym normovanym linedrnim prostorem.

N\

Klademe.-li proz € P,y e P, kde P je komplexni nebo redlny normo- - .

vany linedrn{ prostor, Q(x y) = |# — y|, pak p je metrika (BM 6,1) v P;

uvazujeme P vidy s touto metrikou, tedy jako metricky prostor; tim -

jsou v ném definoviny pojmy vzdélenosti g(4, B) dvou mnozin{BM 6,5),
uzévéra (BM 8,1), konvergence (BM 7,1), tiplného prostoru (BM 15 1),
‘spojitého zobrazeni (BM 9,1) atd.

Pismeno P (php 8 indexy) znaéi déle v tomto pa.ragrafu vidy
komplexn{ normovany linesrn{ prostor.

1,7. Ptiklad. Spopté komplexn{ funkce na kompaktnim (BM 17,2)

- ) L o D11
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; metnckém prostoru K tvoi normovany linedrni prostor O’(K )s kdyz defx-
nujeme souéet a ndsobek ziejmym zpiisobem a klademe |2| = supy. gl|z()|-

1,8. Necht N a 8 jsou libovolné mnoZiny a necht pro kazdé v e N

]e dén prvek z, e S. Pak fikdme, Ze je ddn soubor {,},.x prvku mnoziny S.

. Prvky z,e8 nazyvéme Cleny souboru, prvky v € N indexy, mnoZinu N

* mnoZinou. indextt; misto {x,},,y piSeme, neni-li obavy z nedorozuméni,

pouze {z,}. Soubor {z,},.y je tedy vlastné zobrazeni mnoziny N do jakési

. .mnoZiny. — Posloupnost je specidlnim ptipadem souboru, kdy N je mno-
Zma pfirozenych &fsel.

"1,9. Necht {z,},.y je Soubor prvki z P. Je-li N #+ @ koneénd, mé
soudet X,.yx, tohoto souboru obvykly vyznam; pro N = @ klademe
,n7, = 0, Obecnd definujeme soudet takto: jestlize s € P a ke kazdému
>0 exnstu]e koneénd K C N tak, Ze pro kaidou koneénow M, K C
"CMCN, ]e |E,,Mx,—-.sl < 2 rlka,me Ze 8 je soulet souboru {x,},,N

_'a znadime jej Z,nx,. Je zre]me, e k danému souboru existuje ‘nejvyse
]eden ta,kovy prvek (t. j. soudet je uréen jednoznadng). Existuje-li rikame,
. ~Ze{z,} je souttové konvergentni. -

: Jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje konetné K C N tak, Ze pro kaz-
dou konednou M ¢ N — K plati |Z,p2,| < ¢, tikdme, Ze soubor {z,},ey

. ]e souétové cauchyovsky. .

, {z,} je v tomto paragrafu vidy soubor prvki z P. .

N l |° Kdyi § = zuNzn = zvuvy” pak o8 -+ ﬂt ftN(‘xx’ +
R ﬂy,) Jsou-li {2, }ves {Ys}rew sSOUCtoVE cauchyovské, je {xx, + By,} soucto-
L7 vé cauchyovsky.

. LIl Je-li {x,},.n souctové cauchyovsky, pak (1) kaZdy soubor {z,}.es1,
- kde M C N, je souétové cauchyovslcy, (2) mnoima v € N takovych, Ze xz, + O,

- je spodetnd.
" Dokédzeme (2). Je- 11 zminéna mnoZina nespoéetna, pak. exxstuje

*& > 0 anekonetnd 7' C-N tak, ze v € T = |2,| > ¢. Je-li K C N koneéna, -
exxstu]e ne T—K. Je est Ix,‘| >e¢, takie {z,} nenf soudtové cauchyovskv

P 1,12, Souétové_konvergentni soubor {z,} je soultové cauchyovsky. Je-h
< <P uplny, pak také kazdy soultové cauchyovsky {z,} ma soudet.

‘Dokdzeme druhé-tvrzeni. Necht {,} je souttovd cauchyovsky. Je- h
-.mno%ina T viech » ¢ N, pro nd% z, + 0, koneénd, mé {z,} zfejms soudet. .

> Je-h nekonedné, existuje podle 1,I't prostd posloupnost {w(n)}n 1 ¥Sech

.v€ M. Polot{me s, = %1%, Snadno se zjisti, %e posloupnost {34} je
cauehyovska (BM.15,1), tedy konvergentnf, nebot P je ﬁplny Bud -
'8 ="lims,. 'Snadno se dokiZe, e s = Xz,. . ,

- Korolér Soubor {x,} ze H,, md soudet kdyZ a jen -chyi 7e .sour!tove

. ;'.ll,l3 Saubor {,} lcowlpleznich Ssel mé soudet kdyi ajen Iaiy! md
ém‘:et armbor {]x,]} — To plyne z 1, I2 a mi,sledulicich nerovnost{ (pro N

~
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koneéne, Zy € Hl) jez lze. snadno odvodxt |Z,,(N.r,[ < va[x,,| < k
. supyen| Syeny|, kde k je pevné kladné élslo

L,14. Kdy¢ |x,|} md soucet, pak {z,} je soutové cauchyovsky.

1,15. Kdyz M C P, nazvu [M] uzavfenym linedrnim obalem mno-

tiny M. Je-li [M] = P, tikdm, ze M je fundamentdlni mnotina (v P).

1,16. Je-li Z mno%ina, znadi cardZ jeji mohutnost. Nejmensi mo-
hutnost fundamentélni mnoZiny v P nazveme (linedrni) dimensi komplex-
niho normovaného linearniho prostoru P a znatime dimP. — Ptiklad

(viz 1,7): dimC(K) je spoéetné rovnd se cardK, je-li K koneén4; ]mak je-

nekoneéna

" 1,17. Mnozina kone¢nych posloupnosti {oi}i=1, «; komplexni &isla,

n pnrozene pevné, s obvyklou definici souétu a nisobku a normou

|{zx,}| ='(Di-1|oi|?)~F, je komplexni normovany linedrni prostor. Zna-

¢ime jej H,. — H, zna,él prostor, obsahujici pouze nulu.

1,18: Kdy% dimP = n je koneénd, pak emstu;e prosté linedrni zobra-:

zent @ prostoru H, na P takové, Ze ¢ a g~ jsou stejnomérné spojitd; P je
tedy uplny-a lokdlné' kompaktni.

Dikaz. KdyZ ay, ..., a, tvofi fundamentdlni mnozinu v P, klademe
@(x) = D1y &a; pro @ = {£;} € H,,. Neni obtizné zjistit, e ¢ m4 Z4dané

vlastnosti. JeZto H, je, jak se snadno zjisti, isometrické (BM 6,4) s Ezy, - :

(VIZBM6 I), plyne z toho (viz BM 9,6,1, BM I5,1,3 a BM |7 10,1) tvr-

zeni.
L19. Je-h Lcc P, pak dlmLé dimP.

Dikaz provedeme pro nekoneénou dimP, nebot jinak plyne z I-,I8.'/’

Bud M C P fundamentélni, cardM = dimP. Bud S mno#ina vech

T = Z, _ 1@, &; Tacionalni, a; e M. Pak S=P.Proze S, n __'1 2,.

bul ¥, » € L, lim|y,, , — x| = 9 (%, L). Bud T 'mnozina vsech Yz,n Snadno .

se zjistd, Ze cardT < card M, T =L.
1,20. Necht @ je redlnd funkce v P takova Zepro ze P,ye P,x e H,

je p(@ + ) < p(@) + p(y), @(ox) = || p). Necht LCC P a necht f je

linedrnd zobrazeni- L do Hy, x € L'=|f(z)| < @(x). Potom existuje linedrni

zobrazent g prostoru P do H, takove’ Ze xeP:>|g(:c)] < q)(x), zel= -

=>g(x) = f(z):

Dikaz. Jeito P j je zéroven realny linedrni prostor, vyplyvé 1hned.
2 véty 1 na str. 27—28 v TOL, resp. véty 1,19 v NVP; e existuje redlné -
funkee p v P takové, %e (1) ze P,y e P, realné :>1p(x + ) = p(z)

+ y(y), ylox) = ap(x); (2) z e L =>yp(r) se rovnd redlné &dsti_f(z);

(3) zeP=|y(@)| < P(2). Pro z¢P poloime g(z) = w(z) ——-np(lx) .
Snadno se zjistf, Ze g je linedrn{ zobrazen{ P do H,. Kdy% z ¢ P, pak pro
vhodné u & H,; |x| =1, je g(ocz) Tedlné, takie |g(x){ lg(az)| = ]w(ax)] <

< 'P(M) ().
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§2 Umté,rni prostory.

, 2,1. Necht R je komplexni linedrni prostor & necht proz e R, y ¢ R
- je definovan wvnitini soudin (z,y) e H, tak, Ze pro z,y,zz R, x.f z H,

plati (1) (x+y,2)= (z,2) + (3, z), =y +2) =y + (x,2); (2)

(02, y) = x(®, 9), (@, py) =B,9); (3) (=.9) = (©,2); @) z+0=>
= (2, y) > 0. Pak #kéme, Ze R s danou opera,ci vnitfniho soudinu je
unstdrni prostor. Pozménime-li tuto definici tak, Ze R je redlny linedrni
prostor, (z,y) je vidy redlné, «, 8 jsou redlnd, mame definici euklidov-
ského prostoru.

Pismeno R, pfip. s indexy, zna¥f naddle v celém ¢&ldnku unitdrni
prostor.

Je-li @ CC R, pak ziejmé Q je rovnéZ unitérni prostor; ikime, Ze je
vnofen do R.

2,2, Ptiklady unitdrnich prostori. (1) Oznatim H mno¥inu vSech
_ posloupnostt {£,}n_1, &, € H,, takovych, te D a1|&al? < 00, se zfejmou

"definicisoudtu a ndsobku a s vnitfnimsoudinem ({£,}, {#a}) = Zn 15,,17,, _
(2) R je mnozina spojitych komplexnich funkei vintervalu{a, b) se zre] -

mou deﬁmm souétu a nisobku a vnitfnim souéinem (x,y) = f z(t).

y(t) dt. (3) R je mnoZina skoroperiodickych spojitych komplexmch

funkci v (——oo o0) se ziejmou definici soudtu a ndsobku a vnitinim sou-
+T

»émem (=, y) = hmT_,wﬁ f x(t) y(t) de.
-7
23. Pro 2R,y ¢ R plati |z, y)f* < (5, )3, ), V(z+y,x+y><
<V o+ Vi v)- »

Dokézeme prvni nerovnost (jeZ je abstraktni formou t.zv.SCHWAR-

7 zovy &ili BURAKOVSKEHO nerovnosti). Zfejmsé staéi pfedpokladat (y, ¥) =
- =1 Bud 1=—(zy). Jest (*x+ 2y, z + Ay) =0, tedy (z,2) +

T4 My, 7) + Az, y) + AL =0, tedy (z, ) — (x, y)(y, ) = 0.

2,4. Kdy? pro z € R polozime |z| = V(x z), pak jsou ztejms splnény

poia.davky (1)—(3) z1,6. Unitdrn{ prostor R uvazujeme vidy s touto
‘normou, tedy jako komplexnl normovany linedrn{ prostor.

- - - 2,5, Polozime-li pro z = {&;} € Hy, ¥ = {n:} € Hy (viz 1,17) (z, y)

= z;,gm., pak se H, sté,vé, unitdrnim prostorem. Dané tim norma se
shoduje s normou podle 1,17.

2,6, Kdy% s = X, .57, 2, € R, a € R, pak (s, a) = Z,.n(z,, a).

2 7. Necht z, ¢ R, (2,,%,) = O pro u == ». Soubor {z,}, je sou(ftové’ ‘
fg:cl}iyov%fl, kdy% a 7en lcdyf e:metuye 2,52, |2 . Existuje-li Zz,, plati
|8 = x' . . .

L
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Plyne z 1,12 (korolér) a rovnosti Z,y|e,|2 = |Z,en,|2, je pro ko-
netnou M vyplyvé ihned z pfedpokladu (x,, #,) = 0.

2,8. Rikime, %e A C R, B C R jsou navzdjem orthogondini a piSeme
A ] BkdyzzeA,ye B=(x,y) =0.KdyZzeR,ye R, 4 CR piSeme
oviem x | A misto (x) | A, x | y misto (x) | (y). Rikdme, ze M C R
je orthogondlni, kdyz xe M, ye M, x =y = (x,y) = 0 a neni 0 e M,
orthonormdlni, kdy% kromé toho z e M = |x| = 1.

2,9. KdyZ M C R je orthonormdlni, x € R, pak soubor {(, 2) . 2}..m je
soutové cauchyovsky a Tl (, 2)|2 < |x)2.

To plyne na zékladé 2,7 z nerovnosti 0< |x — Z,cx(,2) . 22 =
= |2|? — Z,eg|(2, 2)[2, platné pro koneénou K C M.

2,10. KdyZ M CR je fundamentdlni orthonormdlnt mnofina, pak
(1) = Zen(®,2) 5 (2) |2 = Bar (5, 2)[% 3) (2, 9) = Saemt(®, (5 9).

Dukaz. {(z, 2) 2},. je podle 2,9 soudtové cauchyovsky, takze k du-
kazu (1) stadi dokdzat, %e ke kazdému & >0 a kardému konednému
K’ C M existuje kone¢né K tak, e K' C K C M, |z — Z.x(@,2) 2| < e.
Jezto M je fundamentdlni, existuje konedns K takovd, 7e K' C K C M,
a soubor {x.}.x tak, Ze |u| < }e, kde u = x— X, ga,z. Podle 2,9
E&Kl(u7 z)|2§ |u|2< "}[82! t. j- |EZ€K((x’ 2) —lxz) zIZ = ZzeK}(x’ Z)—'
— 0|2 << 162, takze K m4 Zddanou vlastnost, jeito lx — 2ek(2, 2) ZI_<__:
S| 4 [Zoer(xe — (2, 2)) 2| < & Jeito |z — Zxl(z, 2P = | —
— Z,ek(%,2) 2|2, méme zéroveri dikaz (2). — Konelné, je-li LC M
konednd, |u| < ¢, |v| < ¢, kde u = 2 — Zep(x, 2) 2, v = ¥y — Zzer(y, 2)2,
pak podle 2,3 jest |(z,y) — Z..i(®,2)(z,9)| = |(u, v)| < |u||v] < €.
Z toho plyne (3). -

2,11. Je-li A C R orthogondlni, B C R fundamentdint, pak cardd <
< cardB.

Dtkaz. Smime pfedpoklddat, Ze A je orthonormélni. Je-li B ne-
koneénd, bud C mnoZina Z?=lﬁibi, b; e B, B; e H, racionalni. Pro xe 4
bud z; € C, [t —2,| < 4. Proze A, ye A, v +yje |x—y| = V2, tedy -
2z * 2. Tedy card4 < cardC = cardB. Je-li B konedni, je podle 1,18
(viz téz BM 15,2,1) R = [B], takZe pro ka?dé xe 4 je = = Xy poxsyy.
Kdyby card4 > cardB, pak pro vhodnou koneénou D C 4 a vhodn4 4,,
jez nejsou viechna rovna nule, plati 2 .pd,x = 0, coZ je spor, nebot pro
ka?dé y € D dostavime 0 = (ZpepAs®, y) = Ay. :

2,12. Je-li M CR spoletnd neprdzdnd, pak existuje orthogondlni
B C [M] tak, Ze [B] = [M], cardB < cardM. ,

Dikaz provedeme indukei tak, Ze je-li {a,} prostd (koneéns nebo
nekonetn4) posloupnost vSech prvkid z M, poloZime b, = |a,|~1a,, je-li
a, + 0, jinak by = 0, a déle ¢, = @ — D41, bx) b, by = |cu| =1 Ca,
je-li ¢, = 0, jinak b, = 0. Ziejmé (b, b,) = 0 pro m * n, |b,| = 1 pro
b, &= 0. Oznaéime B mnozinu v8ech b, 3+ 0.

2,13. KdyZ2 LCCR,zeR,ye L, x—y | L,iikdme, 7e y je pramét
z na L. Z¥ejm& nemlite miti # na L dva rtizné priméty.
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2 14. Kdyi L cC S CC R, pak hneal viech z € S z _L L, nazveme
ort}mgomlnim doplitkem L v S a oznatime S © L.

2,15. Necht {L,},y je squbor linedli v R a u e N, veN, 7 =f= y=>
.=>L, | L, Necht L CC R se skldd4 pravé ze viech re R, z = X, yz,,
x,eL Pak fikdme, %Ze L je v prostoru R (vnitinim) orthogonalnim

soudtem souboru {L,} a Ze tento soubor je v prostoru R orthogonalmm r0z-
* kladem linedlu'L.

Je evxdentni %e k danému souboru {L,} navza]em orthogonalnich
line4lt v R existuje pravé jeden lmeﬁal L CCR, jeni je jeho souttem v R.
Jsou-li viak L, zdroveii linedly v jiném prostoru R, (na pf. je-li R CC R,),

- miiZe se orthogondlni soudet souboru {L,} v R, hslt od jeho orthogonélni-
- ho soudtu v R,

Jedi L v prostoru R orthogonilnim souétem souboru {L,}, piseme
L = @,vLy; prostor R zde nevyznadujeme, nebot je obvykle patrny ze
. souvislosti. Misto @,—1,2{L,} piseme oviem L, ® L, a pod.
2,16, Necht L CCR. Jestlize y je primétem xe P na L, polofme
= n1(z). Pak n je linedrnt zobmzem LoRO L) na L, a=1(0) = R OL
a plati EZEEER
2,17. Md-li wvgznam z 2,16, pak v = z(u), kdyZ a jen kdyZ |u — v| =
=inf,g|u —2|. Plati |n(u)|* = (u,7(u)) = sup.r, |z|<1|(u 22
Dikaz. Neni-li v = 7(u), pak existuje t e L tak, Ze (u — v, 1) + 0,
tedy pro vhodné « je (v — v, xt) << 0 a pro dostateéne mald ¢ > 0 plati
o je— (v —ext)|P = |(u —v) + eat|? = |u— |2 + 2e(u—v,61) + at2<
T < |u — v|*. Ostatni plynez z e L = |u —z| = |u —z(u)|® + ]n(u — 22,
(2, 2)| = |((u), 2)]
2,18, Necht @vgmLk— L CcCR. Potom (1) 7e i MCN, je lmedl_
S = (—B.,ML uzavienyj v L a je orthogonalni k @sz-—MLw (2) 7e i pro
Ve N A,’C L, fundamentdlni v L,, pak mnoZinové spojent viech A, je fun- .
damentalm v L. — To se dokéze na zdkladé 2,7 a 2,6.

_— 2 19. Necht {R,},‘N je soabor unitérnich prostori. Necht R je
- mnotina viech {z,}, z, ¢ R,, takovych, %e Z,n|z,|* existuje. Zavedeme
.- v R soudet, ndsobek a vnitini soudin takto: je-li x = {,}, y = {#,}, pak -
w2+ y={z,+ 9} (E[z,+y,|3 _existuje, ]ak plyne z |z, +y [t

< 2B 2]y,]3 a 1L,12), az = {az,}, (%,y) = Z,n(2,, 9,) (tento soudet
L " existuje, jak plynez 1,12 az toho, Ze prokoneé¢nou M CN je |Z,‘M(x,, AR
7L Tl ] < E.culx,t + ZuMly,P R je pak, jak sé snadno zjisti,
,'_umté,mi prostor. N azyvéme jej (vnéjsim) orthogondlnim souctem souboru.

{R,} a znadime @s.yR,. Pro konetnou N piSeme-také na pf. R;-@° R, -

T pod Je-li S unitdrni prostor a pro kazdé v e N R =S8, piéeme se, kde*'

&= cardN misto (—B,,NS . .

2,20 Jeli R = @,,NR a 7e-h L, linedl véech {:c,,} € R 8 x,, = 0 pro
* va pak R = @nNL ’
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2,21. Lineérnf resp. antilinedrni zobrazeni (p R do R’ nazyvime
(unitdrné) isomorfnim resp. antiisomorfnim, kdy% pro zeR, yeR plati
(p(), p(y)) = (2, ), resp. (p(z), p(y)) = (¥, z)-

2,22, Kdy? L = @®,~nL, CCR a pro z = Xz, ¢ L, 2, ¢ L,, klademe
@(x) = {z,}, pak g je isomorfni zobrazent L do @yeyLsy.

§3. Uplné unitérni prostory.

3,1. Uplny unitdrni prostor nekone&né dimense nazyvéme (komplez-
nim) HILBERTOVYM prostorem (v ir§im smyslu); je-li jeho dimense spo-
detnd, nazyvéme jej (komplexnim) HILBERTOVYM prostorem v usim
smyslu. Unitdrni prostor dimense » (podle 1,18 nutné tplny) nazyvime
prosté n-rozmérngm unitdrném prostorem. Pismeno H, piip. s indexy,
znadi ddle vidy uplny unitdrni prostor, H, HiLBERTUV prostor v uziim .
smyslu, H,, n pfirozené, n-rozmérny unitdrni prostor (a toH, vzdy prostor
komplexnich &isel). — Poznamendme jesté, Ze prostor He z 2,2, (1) je
skuteéné iplny a mé spoéetnou dimensi, prostor Rz 2,2, (2) ma spodetnou
dimensi, neni viak tplny; prostor R z 2,2, (3) je tiplny a jeho dimense se *
rovna mohutnost1 kontinua.

Je-liRCCH, R =H, i{kdme, Ze H je diplng obal R a oznatujeme H
znakem R.

3,2. KaZdé R mad 4plnyj obal. Jsou-li H(l) H® uplne' obaly prostom R,
pak existuje unitdrné isomorfni zobrazent @ HW na H® takové, fe x € R =
=>op(x) =x. .

Dikaz. Cauchyovské posloupnosti {n}, {¥n} Prvkit z R nazveme
ekvivalentnimi, kdy% lim(z, — y,) = 0. Piifadime nyni ka?dé cauchyov-
ské posloupnosti {z,}, =, € R, jakysi prvek, ktery oznadim A{x,}, a totak,
ze (1) M{zn} = A{yn}, kdyZ a jen kdyZ {x,} a {y,} jsou ekvivalentni, (2)je-li -
limz, = z, je A{x,} = x. Mnoiinu viech A{z,} oznatim H (tim vlastné
predblha.m vysledek ditkazu) a polozim A{z,} + A{yn} = AH{xn + Yn},
o M} = Moxn}, (Man}, Myn}) = hm(x,,, ¥a). Snadno se zjisti, Ze tim
je v H definovén jednozna&né (t. j. tak, Ze na pf. & + n zdvisi pouze na
&, 7, nikoli viak na volb& posloupnost{ {z,}, {y»} takovych, Ze A{x,} =
= £, Myn} = n) soudet, nisobek a vnitinf soudin, spliiujici pislusné pod-
minky, takie H je unitdrnfm prostorem. Je-li posloupnost. {{m} prvki
z H cauchyovské, &, = A{Zm,n}n<1, pak v prostoru H plati limp_s e, i =
= &m. Zvolime-li pro kazdém.index n-= n(m) tak, Ze |Ep— Tm, n(m)‘ <
< m~1, pak se snadno zjisti, Ze {Zm, nim}m=1j€ cauchyovsks & limg, =
= MZm,n(mj}- Tedy H je uplny. Zfejmé R CC H R ="H, takfe H]e ﬂPI'.
ny obal R.’ .

Kdyz H®, H® jsou dplné obaly R, pakproze HD, y ¢ H® poloime
Y = @(z), kdyi prozpeR.zg >z (v H(l)), je >y (v H®). Snadno Se_
znsti %e p m4 ¥4dané vlastnosti.

-
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33. Necht 0 KCR a zeK, yeK =z +y)eK. Jestlite
Zy € K, lim, . |xs| = infzex|@|, pak {x,} je cauchyovskd. .

To plyne z toho, Ze |w,| — 0 = infox|x| a |@n — 2|2 = 2|22 +
+ 2[n 2 — 4|3 (@m + 20)]2 Z 2]Xm|? + 2]2,|2 — 402

3,4. Necht 0 = K C R, K je 4plné a ve K, ye K = 4(x + y) e K.
Potom egistuje pravé jeden prvek x € K takovy, fe y e K = |y| > |x|.

Dikaz. Existuje {x,}, x, ¢ K, takovd, Ze lim|x,| = 6 = inf,g|2|.
Podle 3,3 je {x,} cauchyovské, tedy konvergentni. Je-li z = limz,, je
|| = 6. KdyZ 2’ € K, |2'| = 6, pak podle 3,3 posloupnost {x, 2, z, 2’, ...}
je cauchyovskd, takZze x = z'. _

3,5. Necht L CC R je dplny. Pak kaZdé x € R md priomét na L.

Dikaz. Bud z € R. Bud K mnozina vSech  — u, u ¢ L. Podle 3,4
existuje y e L tak, ze ze L = |x — 2| = |x — y|. Podle 2,17 y je primét
x na L.

Koroldr. Je-li L CCR uplny, L = R, pak existuje xe R, z =0,
x | L. — Stadi zvolit ye R, ynone L a polozit x =y — 2z, kde z je
ptimét y na L.

3,6. K dtkazu nédsledujici véty 3,7 bychom mohli pouzZit principu
transfinitni indukce. PouZijeme vSak jiné véty z obecné theorie mnoZin,
jez je ekvivalentni s vétou o dobrém usporddani, resp. s axiomem vybéru,
a které lze zpravidla pouzivat mnohem jednoduseji neZ principu transfi-
nitni indukce.

ZowrNova véta. Necht Z je mnofina, S je systém jejich &dstt a plati:
kdy? M CZ a K €S pro ka#dou konecnou K C M, pak M €S. Potom ke
kaZdé A € S existuje B € S tak, Ze plati A CBapro BCC,CeSje B=C.

Naznadim zhruba diikaz ZorNovY véty na zdkladé principu transfinit-
ni indukce: polozime 4, ="4, pro & > 0 limitni polozime A = X, ¢4,,
pro &=mn+ 1 isolované zvolime, je-li to moiné, AgeS, 4D 4,,
A + A,; neni-li to mozné, ukonéime transfinitni posloupnost dlenem 4,.
Z toho, ze M C Z patii do S, kdykoli kazd4 koneénd K C M patiido S,
vyplyne, %e kazda A patii do S. Je patrno, Ze posloupnost {4} m4
posledni élen; ten mé zidané vlastnosti.

3,7. Je-li A CH orthonormdlni, pak existuje fundamentdlni ortho-
normdlni BD A. . .

Dikaz. Bud S soustava vSech orthonormélnich ¢asti H. Pak pfed-
poklady ZorNovy véty jsou splnény, takZze existuje orthonormélni
B D A takovi, Ze je-li C D B orthonormélni, je C = B. Kdyby [B] =+ H,
pak podle 3,5 (korolar) existuje z € H, # &= 0, z | B, coZ vede ke sporu.
Tedy B je fundamentélni.

3,8. Kdy? R, jsou dpiné, pak R = @snR, je plny.

Dikaz. Necht {z,}, 2, = {#5,.} € R, Zs,» € R,, je cauchyovskd po-
sloupnost. Jeito |Tm— Tu2 = Zoen|Tm,» — Zn, |2, je kaZdd {z }n-1

D18



cauchyovskd, tedy existuji z, = Hm;,_,mx,,,,. Jeito {x,} je caucﬁyovské,
existuje k tak, Ze je vidy |x,[2 < k, tedy pro kazdou konednou M C N
yent|ta, 2 < k a odtud (pfechodem n— 00) Zyepl2,)2< k. Z toho
snadno plyne: X,.x|,[? existuje, # = {z,} ¢ R. Podobné se nyni dokéze,
Je xz = limz,,. . : _

3,9. Jsou-li L, CC H uzaviené, L = @ L,, pak isomorfni zobrazeni ¢
z 2,22 zobrazuje L na @°L,, takie L je dplny.

Dtkaz. Kdyz {z,} ¢ ®°L,, pak X|z,|* existuje, tedy podle 2,7
{z,} je soultové cauchyovsky, tedy existujex = Xz, e L. Jest p(x) =
= {z,}. Tedy @ zobrazuje L na @¢L,, nadez uplnost L plyne z 3,8.

3,10. Je-lit L CC Raplng, pakR =L ®(ROL), L=RO(ROL).
— To plyne z 3,5 a 2,16. :

3,1l. Necht M CR, M,CR, jsou fundamentdlni orthonormdlni
mnofiny, R, je dplny, p je prosté zobrazeni M do M,. Pak existuje prdavé -
jedno isomorfni zobrazeni ¢ prostoru R do R, takové, Ze x e M = p(x) =
= y(@). -

Dukaz. Pro z € R polozim ¢(z) = 2,a(x, 2) p(2) (viz2,10;2,9a 1,12).
Snadno se zjisti, Ze ¢ mé Zaddané vlastnosti. :

3,12, Jestlize existuje isomorfni zobrazeni R na R,, ¥ikdm, Ze jsou
Ra R, isomorfni. .

'3,13. Kdy? dimH = dimH’, pak H a H’ jsou isomorfni.

Dikaz. Podle 3,7 existuji fundamentdlni orthonormilni M C H,
M CH'. Podle 2,11 je cardM = dimH = dimH’ = cardM’, takZe
existuje prosté zobrazeniy M na M'. PouZijeme nyni 3,11 (na y inap=1).

.§4. Spojitd linedrni zobrazeni.

V celém paragrafu znadi pismeno P, i)i'ip. s indexy, komplexni nor- .
movany linedrni prostor.

4,1. Linedrni nebo antilinedrni zobrazen{ ¢ prostoru P do P, nazy-
vém omezenym, kdy? existuje ¢ takové, Ze x € P = |p(z)| < c|x|. Existuje
pak nejmensi takové ¢ > 0; znadim je |p| a nazyvim normou zobrazeni .
Neni-li ¢ omezen$, fikdm, Ze ma nevlastni normu |p| = co.

Pozndmka. Dile mluvim v8ude jen o linedrnich zobrazenich. Pro
antilinedrni zobrazeni plati obdobné véty. '

4,2. Linedrni zobrazeni je omezené, kdyZ a-jen kdyZ je spojité.

4,3. Ptiklady. (1) Je-li ze C(K) (viz L,7), ye C(K,), kde K, je
pevné zvolend kompaktni ¢dst K, a t e K, = y(t) = z(¢), kladu y = ().
Pak g je spojité linedrn{ zobrazenf C(K) na 0(K,), [p| = 1. — (2) Necht K
Je interval <0, 1>. Necht F je pevné zvolend spojitd funkce ve &tverci

1

0,1> x 0,1). Je-li ze C(K), yeCO(K), yt) = [F(t, ) z(s) ds, Kladu

.
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(x) Snadno se zpstx _Ze y je spojité linedrni zobrazeni C(K) do
<C(K ) [yl = SuPogts_JﬂF(t 8)| ds.
0

- 44. N echt‘ @ je omezend linedrnt zobrazent P do P,. Je-li soubor {z,},
z, € P, souctové cauchyovsky, pak také {p(z,)} je souctove cauchyovsky.
Ma-ls {x,} soulet, pak Ze(r,) = ¢(Zx,).

4,5. MnoZina spojityjch lmearmch zobrazeni P do P, s opemcemz podle
1,4 a normou podle 4,1 je normovany linedrni prostor. Je-li Py #plny, je
tento prostor 4plny. .

Umluva. Oznadujeme tento prostor [P — Pl]

_ Dikaz provedeme pouze pro druhé tvrzeni. Bud {p,}, ¢, € [P — P],
cauchyovska, P, dplny. Pak kazda {g,(z)} je cauchyovska tedy existuje
- Hmy s o@a(z) = (). Jeito {p,} je cauchyovské je sup|g,| = ¢ < 00,
tedy € P = I(pn(x)[ < c|z| pro n=1,2,. = |p(@)] < c|a|. Tedy pe
€ [P — P,] a snadno se zjisti, Ze |gp — (pl 0.

" 46. Jelli LCCP, L =P, P, dplng, ¢ «[L— P,], pak existuje
prdvé jedno y e [P — P,] takové, Ze x e L =>y(x) = (). Jest |p| = Iq;[

4,7. Necht M C [P — P,). Kdy% linedl L téch proks z P, pro né
suprl(p ()| < o0, je husty v P a v sobé 2. kategorie, pak L = P a M 76
omezend.

Pozndmka. Jak se snadno zjisti (Vlz téz BM, cvideni 12, |4)
linedl L 2. kategorie v P, kdy% a jen kdyz je 2. kategorle v sobé a husty
v P. :

Dikaz. Pron=1,2,. . bud B, mnozina z e P takovych, Ze ¢ €
e M =|p(x)| < n. Pak L = Z,, 1Ba, B, jsou uzaviené. Je-li L v sobé
2. kategorie (BM 12,3) a husty v P, pak nékterd B, neni ¥{dka v L, tedy
(BM, cvideni 12,6) neni ¥idk4 v P, takze existuje b eB,ae>0 tak Ze
zeP, |t—bl < e=>xeBp=>pro pe M je |p(x)] < p. Z toho plyne: .
zeP, |z| <e, ¢5M=>i<p(z < 2p, tedy ®eM = |p| < 2pe~!. Ziejms
pak L =.P.-

4,8. Necht pron = 1,2, ... je p, € [P — P,] a necht L je linedl téch
-z € P, pro néZ {gn(x)} je cauchyovskad. Je-li L husty v P a v sobé 2. kategorie, -
- pak L = P a{p,} je omezend. Je-li {pn} omezend, pak L je uzaviené.

Dikaz. Je-li sup|<p,,[ =c¢ < 0, 2 € L, x3, — z, bud ¢ > 0. Pak pro
vhodné k plati pro kaidé » |<p,,(xk) —gn(@)| < clxk—z| < }e. Jeito
zpe L, je |pm(xr) —@a(i)| < 4¢ pro velkd m,n. Z téchto nerovnostf
plyne |pm(®) — @ula)] < € pro velkd m, n. Tedy {@.(2)} je cauchyovska,
eL; tedy L je uzaviené. — Nechf L je husty v P a v sobé 2. kategorie.
Jeito L je 84stf linedlu t8ch z ¢ P, pro nd% {p,(z)} je omezend, odvodi se
z 4,7 (a pozndmky k 4,7) snadno, Ze {@} je omezen4, tedy L je uzaviens,

" L=L=P.

F
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49. Riké,me, %e¢ mnoZina linedrnich zobrazeni M C [P — Pl] je
bodové omezend, kdyZ pro kazdé z € P mnoZina viech ¢(z), p € M, je ome-
zend. Rikdme, Ze posloupnost {ps}, pn € [P — P,], je bodové cauchyovska

resp. Ze bodové konverguje k @ € [P — P,], kdyZ pro kazdé x e P {pn(r)}

je bodové cauchyovskd, resp. konverguje k ¢(z).
4,10. Je-li M C [P — P,] omezend, je bodové omezend; je-li bodové
omezend a je-li P v s0bé 2. kategorie, pak je omezend. — To plyne z 4,7.
4,11. Pro posloupnost zobrazeni ¢, e [P — P,] plati tyto zmphkace

vlastnosti: cauchyovskd => bodové cauchyovskd => bodové omezend; Iconver—

guje k ¢ => bodové konverguje k .

4,12. Konverguji-li gy € [P — Py] bodové k ¢ € [P~ Py}, je ]tp[ < -

< lim|g,|.
4,13. Necht posloupnost zobrazent @, € [P —>P1] je omezend. KdyZ

pro kaédé x ¢ A, kde A C P je fundamentdlni, {p,(x)} je cauchyovskd, resp. -

konverguje k (), kde @ € [P — P,], pak {@,} je bodové cauchyovskd, resp.
konverguje bodové k ¢.

Dukaz provedeme ]en pro prvni tvrzeni. Bud z ¢ P. Kdyz e >0,
pak pro vhodné ye([4] je lpn(z) —@n(y)] < 3¢ pro kaizdé n. Jeito
{®n(y)} je cauchyovsks, je |pm(y) — @a(y)| < L& pro velkd m, n. Z uvede-
nych nerovnosti plyne: pro velkd m, m Je |pm(z) —@alz)] < &. Tedy
{(p,,(z } je cauchyovska.

4,14, Je-li P, uplny, palc kaZdd omezend bodové cauchyovska posloup-
nost zobrazeni g, € [P — P,] je bodové konvergentni.

Diikaz. Je-li suplps| =c< oo a klademe-li pro zeP g(z) =
= limgy (), jest z € P = |p(z)| < c|2|, tedy @ ¢ [P — P,].

‘

4,15, Je-li P.v sobé 2. kategorie, P, uplny, pak kazdd bodové cauchyov- )

skd posloupnost- zobrazent @y € [P—>P1] je bodové Iconvergentni — To
plyne z 4,11; 4,10; 4,14.

4,16. Je-li dimP spoletnd, &imP, koneénd, pak z kaZdé omezené po-
slowpnosti zobrazeni @ e [P — Py] lze vybmt bodové konvergentnd po-
sloupnost.

Dikaz. Podle I,18 j je P, lokéIng kompaktni Z toho se snadno od- -

vodi, e pro ¢ > 0 je mnoZina viech z ¢ P,, |2| < ¢, kompaktni. Z toho

pak plyne, Ze z ka¥dé {p,(2)}, z € P, lze vybrat konvergentni posloupnost. . -

Necht nynf A C P je spoletnd fundamenté,lni Znémou ,,diagondlni*
methodou (uZivé se ji na pt. na za¢dtku dtikazu véty BM 16,7) dokdzeme,

Ze z {@,} lze vybrat posloupnost {p,’} tak, %e z ¢ A => {@a’(x)} je konver-

gentni. Z 4,13, tplnosti P, (viz I,18) a 4,14 plyne nyni tvrzeni.
4,17, Necht ¢ € [P — P,], P je dplny. Pak mnofina viech p(z),
]x] < 1, je bud idkd anebo oteviend v P1 a mnofina tp(P) je bud v sobé
»kategome anebo dplnd.
Dikaz vyneché,vé,me Je proveden (pro redlné normova.né linedrn{

prostory; pro komplexni je viak ste]ny) v TOL, str. 38 a NVP 4,1; 4, 2 o
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" 4,18, Uvddime pitklad bodové konvergentni posloupnosti. Bud
K =(—1,1), P = C(K) (viz LIT). Je-liz e P, ysPa—1<t<1:>
= y(t) = 2(n—t) — 2(0), polozme y = @,(x). Pak ¢, € [P — P], |pn| = 2.
Ziejmé x € P = @yu(x) — 0, takie @, konverguje bodové k 0 e [P — P].

§5. Linearni funkciondly. Slabé kon{rergence.

V celém paragrafu znadéi pismeno P, piip. s indexy, komplexni nor-
movany linedrni prostor.

5,1. Spojité linearni zobrazeni P do H, nazyvame linedrni funkcio-
ndlow v P. Misto [P — H,] piSeme [P —]. Z 4,5 plyne, Ze [P —] je tiplny.

5,2. Pfiklady. Je-li pro ze P = C(K) f(x) = x(ty), t, €« K pevné,
pak f e [P —] a takovd f tvofi fundamentdlni mnoZinu v [P —]. Kdyz
K = {a,b) a f(x) se rovnd pro xe P = C(K) STIELTIESOVU integrilu

b
fx(t) dF(t), kde F je funkce s koneénou variaci, pak f € [P —].
a

5,3. Kdy: L CC P, f e [L —), pak existuje g « [P —] tak, %e x ¢ L =
= g(@) = /() & |g] = il

Plyne z 1,20, kdyZ tam polozime g(x) = |f||z|.

5,4. Kdy? LCC P, ae P, g(a, L) > 0, pak existuje g € [P -] tak, Ze
lgl =1, g(a) = o(a, L) a x e L=>g(x) = 0.

Plyne z 1,20 kdyz tam klademe @(x) = o(z, L) pro x e P a f(xr) =
= wp(a, L) pro x = xa.

Korolar. Jestlize P obsahuje proky rizné od - nuly, pak platz
(1) Ke kadému a € P existuje f € [P —]tak, Ze |f| = 1, f(a) = |a|; (2) je-li
K mmofina fe[P —] takavych, Ze |f| =1, pak pro ze P plati |x| =
= supralf(@.

5,5. Kdyfx e Raproue R jef(u) = (u,z), pak f e [R =] alf| = |2|.
Obrdcené, ke kaZdému f € [R ->] existuje pravé jeden prvek x e R takovy, Ze
u € R = f(u) = (u, ).

Dukaz. Prvni tvrzeni plyne z toho, Ze |(u,z)| < |u||x| a pro
Uy > je |(n, )| — |tn| || = 0. Bud f € [R —]. Bud L = f~! 0), L uzé.-
‘véir LvR.Z35 (korolar) plyne, %e existuje ze R tak, Zez | L, |2| =

= |{|- Snadno se zjisti, ze pro vhodné & € H, mé & = xz 74dané vlastnosti.

5,6. KaZdémufe [R —>] prifadme (podle 5,5) p(f) € R tak, Ze (u, o(f))=
= f(u) pro kaZdé u e R. Pak [R —] s vnitinim soulinem (f,g) = (p(g),
@(f)) je %plny unitdrni prostor a @ je jeho unitdrné antiisomorfni zobrazent
#a R, — To plyne z 5,5.

Pozndmky. 1. Snadno se zjisti (podle 5,5), Ze norma, zavedens
v [R =] touto definici vnitiniho soudinu, se shoduje s normou podle 4,1.

2. Obdobné véty plati pro antilinedrn{ funkciondly (t. j. spojitd anti-
linedrn{ zobrazeni R do H,).
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57. Kdy: M C R a linedl L téch z € R, p}‘a néZ supyen|(, y)| < oo,
je v sobé 2. kategorie a husty v R, pak-M je omezend, L = R. — To plyne
z 4,7 a 5,5.

5,8. Necht A C P. KdyZ linedl L téch (pe [P -], pro néZ p(4) je
omezend, je v sobé 2. kategorie a husty v [P —], pak A je omezend, L =

=[P ]

Obdobné jako v 4,7 dokizeme: pro vhodnd ¢ >0, p >0 plati
pe[P—], |p|<e, 2ed=|p) < 2p. Podle 5,4 (koroldr) je pak
xed = |z| < 2pel. Ziejmd pak L = [P —].

5,9. Nechtz, e P (n = 1,2, ...), L je linedl v¥ech ¢ € [P —], pro néZ
{q) x,)} je cauchyovska Je-li L v .sobé’ 2. kategome a husty v [P —), pak {x,}
je omezend. Je-li {x,} omezend, pak L je uzavieny.

Prvni tvrzeni plyne z 5,8 (viz téZ pozndmku k 4,7), druhé se dokéze
obdobné (s vyménénymi tlohami ¢ a x) jako druhé tvrzenf 4,8.

5,10. Rikéme, %e A C P je slabé omezena, kdyZ kazda f(A4), f e [P —],
je omezeni. Rikdme, %e posloupnost prvkd z, € P je slabé cauchyovska,
resp. slabé konverguje k x € P, kdyZ kazda {f(za)}, f € [P —], je cauchyov-
ska, resp. konverguje k f(z).

5,11. Pfiklady. (1) V prostoru H, z 2,2 plati: prvky Ty = {Em,n},, 1
konverguje slabé k = = {&,}, kdy% a jen kdyZ {z,} je omezend a pro
kazdé n je limyom,n = &n. (2) V prostoru C’(K ) (viz 1,7) plati: z, kon-
verguji slabé k z, kdyz a jen kdy% {x,} je omezend, z,(t) — x(t) pro kazdé
te K. (3) Kdyz K 0,13, z, € C(K), x,(t) = t", pak {x,} je slabé cau-
chyovskd, ale neni slabé konvergentni.

5,12. MnoZina A C P je slabé omezend, kdyz a jen kdyZ 7e omezend.

To plyne z 5,8, 4,5 a toho, Ze tplny prostor je v sobé 2. kategorie
(BM 15,8,2).

5,13. Pro posloupnost proki :c,,eP plati tyto implikace vlastnosti:
cauchyovskd = slabé cauchyovskd => slabé omezend <> omezend; konver-
gentni => slabé konvergentni => slabé cauchyovskd.

5,14, KdyZ x, € P konverguji slabé k z € P, pak |z| < h_m_lx,,| .

Dukaz. Bud 11m|x,,| =c< 0. Pak fe[P —)] = |fx)] < c|f| takze
podle 5,4 (koroldr 2) je |2| < c.

5,15. Necht posloupnost proki zn, e P je omezena. Necht pro kaidé
feM, kde M C [P —]je jundamentalni {f(n)} j& cauchyovskd, resp. kon-
verguje k f(z), kde x  P. Pak {x,,} je slabé cauchyovskd, resp. slabé kom)er-
guje k . ‘

Dukaz provedeme pro druhé tvrzeni. Bud sup|z,| = ¢ < co & bud
€ >0. Bud fe[P —]. Pro vhodné g e [M] je |f(z,) —g (za)] < & pro
kazdé n, déle |f(x)— g(z)| < . Jeito g(x,) —> g(z), je pro velkd n
lg (n) -|— g(x | < %e Z téchto nerovnosti plyne pro. velkéd n | f(a:,,) —

—fl)} <e. .
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5,16. Kdyi zpe P kom)erguﬂ slabd k ze P, palc emstu;l Ok tak e

hmn-mZk 1%24T, = T. -
Dikaz. Bud 4 C P mnotina viech Zn. Kdyby d = o(=, [4]) >0,
pak by podle 5,4 existovalo f € [P —] tak, e f(¥) = daze[4] = f(z)=
To viak je ve sporu se slabou konvergenci {zn} k z. Tedy o(z, [A]) = 0
.z &ehoZ plyne tvrzeni. E
5,17.. Necht @ je spojité linedrni zobrazent P do P,. Kdy z,e Pa
{@n} je 8labé cauchyovskd, resp. slabé konverguje k x €' P, pak {p(xn)} jeslabé
“cauchyovskd, resp. slabé konverguje k ¢(x).
Dikaz. Kdyz pro fe[Py—+], ze P polozim g(x) = f(p(x)), pak
'g € [P —], takie je-li {r,} slab& cauchyovska, je {f(e( x,, )} cauchyovské.
pro kazdé f e [P —]. :
-~ 5,18, Je-li dim[P —] spoleind, pak z kaZdé omezené posloupnosti-
prokd x, € P lze vybrat slabé cauchyovskou posloupnost.
Dikaz. Bud M C[P ] spoéetné fundamentéln. ,,Dmgonalni“
- methodou (vxz dikaz 4,16) ukdZeme, Ze z {x,} lze vybrat {x,, } tak, Ze
fe M = {f(za)} je cauchyovské Z 5,15 plyne, Ze {z,'} ]e slabg cau--
"~ chyovska.
5,19. Slabé cauchyovskd posloupnost proki z H je slabé konvergentni.

Dikaz. Bud {,} slab® cauchyovské. Podle 5,13 je sup|xz,| = ¢ <oo.
Podle 5,5 pro kazdé ye H posloupnost {(z,,y)}, tedy téz posloupnost
{(y, #,)} je cauchyovskd. Kdy%Z polozim f(y) = lim(y, z,), pak- [/(y 1<
< ¢|y|; takZe f € [H =], tedy podle 5,5 pro vhodné z ¢ H plati: y e H =
= (y, x) = f(y) = lim(y, z,), takZe {z,} slabé konverguje k z.
5,20. V prostoru He, lze z kaZdé omezené posloupnosti vybrat posloup-
nost slabé konvergentni. ’
To plyneé z 5,18 a 5,19, nebot podle 5,6 je dim[H,, —] spodetnd.
- 5,21. Rikdme, %e posloupnost zobrazeni @, e[P — P,] je slabé
. bodov¥ cauchyovskd, resp. slabé bodové konverguje k ¢ e [P — P, kdy% pro -
ka?dé z ¢ P- posloupnost {p,(z)} je v P; slabd cauchyovskd, resp. slabé
. konverguje k ¢(x). :
. Umnluva. Slovo ,,bodov"‘ zpravidla vynechévame a Fkédme pouze,
- Ze {@a} je slabé cauchyovskd, resp. slabé konvergu;e
~ Poznidmka. Je tfeba rozlifoyat mezi privé definovanymi pojmy
' a_pojmem slabd cauchyovské, resp. slabd konvergentni posloupnosti
" {®n}, P € [P — P;] ve smyslu definice 5,10 (s [P — P,] misto P).Konver-
g genci v tomto smyslu se ted nezabyvé,me

. 5,22, P¥{klad. Bud K =0, 13, pro te K bud p,(t) = tV"——t"

’ Zfe;mé t'e K'=>pn(t) - 0. Defmup @a [P = P, kde P = C(K), takto:
“je-li ¥ = @u(z), potom pro ¢ € K, je y(t) = 2(yx(t)) — 2(0). Ziejmé z € P,

e K =>x(ypu(t)) — 2(0) > 0, takie (viz 5,11, (2)) kaidé {@a(x)}, ze P,

: konvergu]e slabd k 0, tedy {%} konverguje slabé k 0 ¢ [P — P]. Bud
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a(t) = tprote K, takze a € P. Snadno se zjist{, ze lim,_.q |@n:(@) —@a(a)| =
=1, tak¥e {p,(a)} neni cauchyovskd, {p,} neni bodové cauchyovsks.

5,23. Pro posloupnost zobrazeni ¢, e [P — P,] plati tyto implikace
vlastnosts: bodové caucByovskd = slabé cauchyovskd => bodové omezend;
bodové konvergentni = slabé konvergentnt => slabé cauchyovskd.

* 5,24, KdyZ zobrazent gy € [P — Py] konverqujt slabé k ¢ [P — Py],
pak |p| < lim|p,|. — To plyne z 5,14.

5,25. Necht {@n}, pn € [P — P;], je omezend. Necht pro kaZdé fe M,
zed, kde M C [P, —], A C P jsou fundamentdlni, posloupnost {f(pn(x )}
je cauchyovska, resp. konverguje k f(p(x)), kde ¢ € [P — P]. Pak {p,} je
slabé cauchyovskd, resp. konverguje slabé k ¢.

Diikaz vynechdviame, nebot je v podstaté kombinaci dukazi vét
4,13 a 5,15.

5,26. KdyZ dimP, dim[P; —] jsou spoletné, pak z kaZdé omezené po-
sloupnosti zobrazent @, e [P — P,] lze wvybrat slabé cauchyovskou po-
sloupnost.

Dikaz. Podle 5,18 lze z kazdé {@,(z)}, kde xz e P, vybrat slabs
cauchyovskou posloupnost. Necht 4 C P je spoéetna fundamentélni.
,,Dlagonahli“ methodou (viz dikaz 4,16) dokdZeme, Ze z {p,} lze vybrat
{pa'} tak, Ze pro ze A je {@,' ()} slabg cauchyovska t. j. pro f e [P, =],
ze A je {f(pn'))} cauchyovskd. PouZijeme nyni 5,25.

5,27. Slabé cauchyovskd {p,}, kde @, € [P — H], je slabé konvergentnt.
— To plyne z 5,19; 4,7 a 5,14.

5,28. Je-li dimP spoéetnd, pak z kadé omezené posloupnosti zobrazeni

@n € [P —> Hy) lze vybrat slabé konvergentni posloupnost. — To plyne
z 5,26 a 5,27.

§6. Linedrni operdtory.

V celém paragrafu znaéi P, pfip. s indexy, komplexni normovany
linedrni prostor.

6,1. Necht jsou dany P, P, a linedrni zobrazeni A linedlu L CC P
do P,. Pak ¥ikdm, 7e je dén linedrni operdtgr z P do P,. Linedrn{ operdtor
je tedy vlastng trojice (P, P,, 4), kde 4 je linedrni zobrazeni L-CC P do
P,. Zpravidla vSak nerozliSuji mezi timto operdtorem a zobrazenim A
" a znadim je stejné. Linedl L nazyvdm oborem operdtoru 4 a znaéim jej
DA. Nazyvém nékdy P’ prostorem argumenti,, P, prostorem hodnot operé.-
toru 4. Misto A(z), kde z e DA, pisi zpravidla Az. Mnozinu vSech Az,
kde z ¢ M C P, znadim A(M). Je-li P = P,, ¥kém, %e A je linedrni ope-
ritor v P nebo Ze A je vnitint linedrnt operdtor. Misto linedrni operdtor
Hkdm v&tdinou pouze operitor, protoie jinymi operdtory nez linedrnimi
se zde nezabyvime.

62 Piiklad. BudK (u,b), P =C(K). Pro ze P, yeP bud
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y = Az, kdy% a jen kdyZ pro kazdé t e K je z(t) = fy(t) dt + z(a). Pak
' . .a

"A je linedrni opertor v P, D4 = P, A(P) = P, A neni omezené. »
-6,3. Kdyz A je operator z P do P,, A’ je ‘operator z P’ do P/,

P'CC P, P/ CCP a mnozina viech dvojic (x, A’z) je ¢4sti mnoZiny

vSech dvojic (x, Ax), Fikdme, Ze operdtor A’ je édsti operdtoru A a pisi

A'CA. Jeli P’ = P, P/= P,, iikdme, e A’ je zifent A, A je roz&i-

feni A'. ~ ‘

6,4. Nasobek x4 operdtoru 4 definujeme oviem podle 1,4. Je-li
{4,},en soubor operatorti z P do P,, pak definuji soudet tohoto souborn

-— operdtor 2,.y4, z P do P, takto: (£4,) z = Z,.y4,z, kdykoli pravi
strana m4é smysl. Tato definice je zfejmé ve shodé s 1,4. Ziejmé D(Z4,) C
C chN DAV .

Poznédmka. Kdyz D4, = P, A, jsou omezené, t. j. 4, ¢ [P — P,],
pak miZe existovat také soudet X4, ve smyslu 1,9, ktery je tfeba roz-
liSovat od souétu ve smyslu 6,4. KdyZ jde o operitory a neni feden opak,
jedné se vzdy o soulet podle 6,4. '

6,5. Necht 4 je operator z P do P, B je operator z P; do-P,. Jejich
soutin AB je operdtor z P do P,, definovany takto: (AB)x = A(Bx),

" kdykoli pravé strana md smysl, t. j. x e DB, Bre DA.

6,6. Jestlize operator 4 z P do P; je prosty (BM 2,6), definuji
inversni operator A—1 z P, do Ptakto: y= A"z < z.= Ay.
6,1, Operitory O z P do Py, I v P definuji takto: z¢e P=0x =0 ¢
€ P,, Iz = x. Nazyvime je nulovym, resp. jednotkovym operatorem
(z Pdo P,,resp. v P). . '

. 6,8. Kdy# A je operdtor z P do Py, A,,v € N, jsou operdtory z P, do P,,
pak (ZA,) A = X(4,4). KdyZ A;.jsou operdtory z P do P,, A je operdtor
z Py do Py, pak A(Qr-14:) D Di-144;. -

6,9. Rikéme, e operitor 4 z P do P, je uzavfeny, kdy# plati: jestlize

- "zpe DA, limz, = z € P, limdz, = y e Py, pak z e DA, y = Aux.

- Zfejm& A je uzavieny kdyZ a jen kdyZz mnoZina viech (x,Ax),

. x € DA, je uzaviend v kartézském soudinu (BM 6,2) P a P, (jako metric-

kych prostori). ,
6,10. P¥iklady uzavienych operdtori. (1) M&jme prostor H

.z 2,2,(1).. Pro &= {£,} e Hy, ¥ = {n} € Ho poloime y = Az, kdyz

nn = n&y pro kaidé n. 4 je prosty uzavieny neomezeny operitor, DA je
tedy (viz ddle 6,18) v sob& 1. kategorie; A(He) = Hey, A1 je omezeny. —

" (2) Bud L, mnozina viech mé¥itelnych (sr. BM 21,4) komplexnich funkef
‘ b .
. v daném intervalu (a, b), — 00 < a < b < ‘o0, takovych, Ze [lz(t)|? dt <

A

v o L -

. . . ) : a
.. < 00; pfi tom povaZujeme dvé funkce za stejné, kdyZ se lisi pouze na
mnoiné nulové miry. Definujeme v L, souet a ndsobek evidentnim *
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zplisobem, vnitini soudin jako (z, y) = f x(t) y(t) dt. Snadno se zjistf, ze

L, je unitdrni prostor; lze dokéazat, Ze je uplny a mé spoéetnou dimensi.
Polozme nyni pro xel, yely, y= Az, kdyz (1) pro kazdé t e (a, b) je

z(t) = z(c) + fy t)dt, kde ce(a,b) je pevné, (2) lim,_,x(f) =0,

. C
lim,_,5%(t) = 0. Operitor A je uzavfeny a neni omezeny. DA se skldda
ze vSech absolutné spojitych funket v (a, b), spliiujicich podminku (2)

. b b
a takovych, Ze [|az(f)|*dt < oo, f|a'(¢)2dt < co; DA je v L, 1. kate-
a a

gorie. :
6,11, Operdtor A md uzaviené rozdifent, kdyZ a jen kdyZ ploti:
jestlize x,, e DA, limz, = 0, limdx, = y, pak y = 0.

Dikaz. Podminka je zfejmé nutnd. Je-li splnéna, kladu pro r e P
y = Bz, kdykoli existuji z, ¢ DA tak, Ze limz,, = z, limAx, = y.Snadno
se zjisti, Ze B je linedrni operiator, B 4. Necht 2, e DB, limz, = z,
limBz, = v. Z definice operadtoru B plyne: pro kazdé n existujex, e DA
tak, Ze |x, — z,| < n~1, |Ax, — Bz,| < n~!. Mdme limz,-= 2, limAz, =
= v, tedy v = Bz. Tedy B je uzavieny.

6,12, Je-li A prostyj uzavieny operdtor, pak A1 je téf uzavieny.

6,13. Je-li A omezeny operdtor z P do P, a je-li lineal DA uzavieny
v P, je A uzavreny. _

Dukaz. Kdy% z, e DA, limz, = x, lim4x, = y, pak x ¢ DA, tedy
podle 4,2 limAx, = Az, y = Ax. .

6,14. Necht B je omezeny operdtor z P do Py, DB je uzaviené v P
a necht A je uzavieny operdtor z Py do P,. Pak operdtor AB je uzavieny.

Dikaz. Necht z, ¢ D(4B), limx, = z ¢ P, limA Bz, = y ¢ P,. Pak
z € DB, takie lim Bz, = Bz, z &ehoZ plyne hmA(an) ABz,y.= ABx

6,15. Jsou-li A, B omezené operdtory z P, do P,, resp. z P do P, pak
AB je omezeny a jest |AB| < |4||B|. :

6,16. Necht A, B 7sou operdtory z P do P, A 7e uzavieny, B je ome-
zeny, linedl DB je uzavieny. Pak A 4 B je uzaviens).

Dikaz. Kdyz z,e D(4 + B) = DA . DB, limz, = z, lim(A +
+ B)x, =y, pak z e DB, limBx, = Bz, tedy limAx, = y—Bx y—
— Bx = Az, y = (A + B) x.

6,17. Omezeny opemtor AzPdo uplného P1 je uzavteny, kdyt a jen
kdy? linedl DA je uzavreny :

Dikaz. Kdyz 4 je uzavreny, z, € DA, x, — z, pak {Ax,,} je cau-
chyovska, tedy ex1stu]e Y= hmzn, z toho plyne x ¢ DA, takie DA je
uzavieny. Kdyz DA je uzavieny, x,e¢ DA, x,—> =, Axn—>y, pak
ze DA a méme x,,-—x—>0 z GehoZ plyne Axu—Ax—>O Az =y,
takie A je uzavieny.
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6,18. Kdy% A je uzavfeny operdtor z wplného P do 4plného P,, pak
bud A je neomezenyj a DA je v s0bé 1. kategorie anebo A je omezenyj a DA
je uplnyg.

Dikaz. Pro z e DA poloime [2|’ = || + |4a]. Linedl DA s touto
normou je normovany linedrni prostor, oznatime jej P’. KdyZ {z,},
zy € P, je v P’ cauchyovska, pak zfejmé jsou cauchyovské téz {z,} v P
a {Ax,,} v P,, takZe existuji z = limz, (v P)ay = hmAx,, (v P;). Jest
y = Az, z &eho? plyne lim|x, — | = 0. Tedy P’ je uplny Identické
zobrazeni @ prostoru P’ na DA CCP je zre]me omezené linearni zobra-
zeni. Tedy podle 4,17 bud (1) obraz mnoZiny viech x ¢ P/, |x| <1, je
v DA iidky, takie DA je 1. kategorie v sobé a p—1 neni spopte anebo
(2) zminény obraz je v DA otevieny, takie zobrazeni ¢—! je omezené

“a DA je tiplné.

V piipadé (1) nemize A byti omezene, nebof pak by pro zy € DA
platilo |a:,,| 0= |Ax,,| = 0= (2| = |2, + [A:cnl — 0, takZe ¢=1 by
bylo spojité, coZ je spor. V piipadé (2) platl pro z, e DA implikace -
|#n| = 0 = |zp|" — 0 = [Ax,,l — 0, takZe 4 je spojité.

- 6,19, KdyZ opemtor AzPdoP,je uzavreny a A(P) CC P, je lokding
Icompaktm, pak- A je omezeny.

Diukaz. Predpoklade]me ze A neni omezeny. Pak existuji, jak se

snadno zjistf, z, ¢ DA tak, %e limz, = 0, |4z,| = 1. Z pfedpokladu se

" ihned odvodi, %e mnoZina y € Py, |y| < 1, je kompaktni; z toho plyne, Ze

-existuje vybrana z {Axz,} konvergentni posloupnost {Azy'}. Jeiy =

= limAz,’, je |y| = 1, y = A0 = 0, coZ je spor.
- 6,20. KdyZ A je uzavienyj operdior z P do Py, {x,},ey je soubor prvlcu

' zP z = Xz,, y = LAz, pak y = Ax.

Dukaz. Z definice souétu souboru vyplyva: ex1stu]1 koneéné mno-
'imy K» C N tak, %e pro kazdé n je K® C K»+! a.polo ime-lis, = an'wn
ty = X, gndz,, jest lims, = =z, lim¢, = y. Jeito zre]me tn = A3, mame
y= Az
6,21. Pro v ¢ N bud A, linedrnf operator z R, do R,’. Vnéjdim ortho-

" gondlnim soudtem souboru {4,} nazvu operitor 4 z R = @;R, do

= @R/, definovany tak, %e pro z.= {r,}e¢R, y = {y,} e R’ je

-y = Az, kdy% a jen kdy% ve N =y, = A,x,. Pileme 4 = @sey4s;.

~ je-li N koneéné, pifeme na pt. 4; @°4, misto @w1,24, & pod.

6,22." Necht A je linedrni operé,tor z Rdo R’ anecht prove N je 4,

" Tinedrni operétorz L, CC Rdo L, CC R’.Necht R je(v R)orthogondlnim
.. soudtem souboru {L,}, R’ je (v R’) orthogonalnim souttem souboru {L,'} . -

- ..anecht proze R,y e R’ jey = Az, kdy% a jen kdyZ x = Xr,,y = Z4,7,.

2

-* _Pak ¥kéme, %e operétor A ]e (vnitFnim) orthogonalnim souétem souboru

{A,} a pifeme A4 = @®,4,.
- Z¥ejmé plati: kdyi prov e N L, je linedl v R, L, je linedl v R 4,je

~ Qperétor z L,do L,/ a kdyi R je orthogoné.lnim soudtem souboru {L-}.

.
R
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R’ je orthogonilnim soudtem souboru {L,’}, pak existuje pravé jeden
operator 4 z R do R’, ktery je orthogonilnim soudtem souboru {4,}.
MizZe oviem — za uvedenych predpokladi — existovati operdtor A’
z jakéhosi R, do R,’, ktery je odlisny od A4 a je rovnéZ orthogondInim
soudtem souboru {4,}.

‘ 6,23. Priklad. V prostoru H, z 2,2, (1) bud pro k =1, 2,... Iy
line4l viech {&,} e Hy, &, =0 pro n == k. Je-li 4 operdtor z 6,10, (1)
apron =1, 2, ... I, je jednotkovy operdtor v L,, jest A = @, nl,.

6,24. Necht A = @5 A,, kde A, je z R, do R,’. Bud pro ve N L,
linedl {x,} € R takovyjch, Ze x, = 0 pro p = », L, linedl {y,} € R'takovych,
Ze y, = 0 pro u & v. Polofme y = Ay, kdy% a jen kdyf & = {x,} € L,
¥ ={yS el y,= A, Pak A = @y 4,.

6,25. Bud A operdtor z R do R’, A, (pro v € N) operdtor z L, do L,’.
Bud A = @ A,. Pologme A° = @* A,. Bud @, resp. p linedrnt zobrazent R
do @¢ L,, resp. R" do @®° L,’, definované v 2,22. Potom A® je roz§ifenim
pAp~—1. Jsou-li R a R’ dplné, je A° = pAp—1.

6,26. Necht A je operdtor z R do R" @ pro v € N necht A, je operdtor
2 L,do L,'; necht A = @ A,. Necht A, je z R do R', y = A, x, kdykoli
y = Az, kde z je primét x na L,. Potom A = Z,.yA4,’ (soudet ve smyslu
6,4). . o

6,27. Necht A je operdtor z R" do R”, B je operdtor z R do R’ a pro
ve N A, je operdtor z L,' do L,”, B, je operdtor z L, do L,'. Necht A =
= ®4,, B= @ B,. Potom ABC ® 4,B,.

Necht A je prosty operdtor v R, A = @ A4,. Pak A= = @ A,~ .

6,28. Kdy: A = @ 4,, pak |A| = sup|4,].

6,29. Kdy? A = @ A,, pak plati: A je uzavieny, kdy% a jen kdyz
kazdy A, je uzavieny.

Dikaz. Necht kazdy A, je uzavieny. Bud y, = Axn, Ty, = ZyTny,

= 3,4,y Tn — T = X8y, Yp —> Y = LY, Pak |y, ——y]z = X,|4,%py —
— y,,] |2y — #|? = Z,|n, — 1,2, takZe pro kazdé v je x,, —> z,, A,Tp, —>
— ¥y, tedy y, = 4,2, y = Ax.

6,30. Necht A je operator z R do R’. Rikdme, %e {L,} rozklddd ortho-"
gondlné operdtor A4, jestlize existuji 4, C A a operdtor B z R do R’ tak,
%e L, je prostor argumentii operitoru 4, a jest A CB, B= @ 4,.
Jestlize 4 je operdtor v R a lze volit 4, tak, Ze jsou vnitinimi operdtory,
fikdme, Ze {L,} (orthogondlné) invariantné rozklida A.

Piiklad. Nechf & (i, k = 1, ..., n) jsou komplexni &sla, x g = g
Necht pro {&}e H, (viz 2,5 a L17), {5} e H, je {5} = A{&}, kdyZ
7 = Zpoixle. Pak mnoZina f takovych, %e pro vhodné z 40 z H, je
Az = fx, je koneénd. Je-li {#;}{—; prostd posloupnost vSech takovych f,
L; linedl viech z, pro né% Az = B, pak {Li}i=; rozklddé mvanantne
operstor 4.
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Poznimka. Lze ukdzat, Ze smysl definice 6,30 se nezméni, kdy%
v ni misto ,,operdtor B z R do R’ pi§eme pouze ,,operdtor B*. ’

6,31. Jestlize {L,} rozklidd invariantné vnitiné operdtory A, B v R,
pak rozklddd také operdtor A + B a je-li A prosty, téZ operdator A—1.

6,32. Necht A je operitor v R. Rikdme, ze L CC R je invariantni
vzhledem k A, kdyz A(L) C L a kazdé x € DA mé primét y na L, y ¢« DA.

6,33. Kdyf L; (i = 1, ..., n) jsou invarianini vzhledem k A a L; | L;
pro i ==, pak L = ®¢=1, L je té% invariantni vzhledem k A. — Plyne
z toho, Ze je-li z; projekce = na L;, je Lx; projekce x na L.

6,34. Kdy% {L,} invariantné rozklddd vnitini operdtor A, pak kaZdé L,
je tnvariantnt vzhledem k A. -

6,35. Necht A je operdtor v R. Necht R = @,y L, a pro kaZdé v jsou
L, a R © L, invariantni vzhledem k A. Pak {L,} rozkladd A invariantné.

Dikaz. Budy = Ax. Prov e N bud «, primét na L,, 2, = v — x,.
Pak x, € DA, z, je primét xna R © L,, tedy z, e DA, takie Ax = Az, 4
+ Az, a jest Ax, ¢ L,, Az, | L,. Tedy Az, je pramét y na L,. Z toho
plyne y = X Ax,. — Oznadime-li 4, operator v L, takovy, ze v = 4,u,
kdy# a jen kdyZ u € L,, v = Au, mdme y = X A4,x,. Z toho snadno plyne
AC @ A4,, z tehoz vyplyva tvrzeni.

"~ 6,36. Necht A je prosty operdtor v R. Nechf LCC R a RS L jsou
invariantnt vzhledem k A. Pak jsou invarianini téZ vzhledem k A—1.

Dékaz. Bud ze DA-! a bud  — A1z, takie ze DA. Bud
primét x na L, v=2—u. Pak ue D4, ve DA a mime z = Ar =
= Au + Av, ptidemz Au e L, Ave R © L, takie Au je primét Ax na L
Avjeprimét Azna R © L.Z toho plyne tvrzeni, nebot je-liz € L, je Av=,
=0,tedy v = 4—14v = 0,7 = ue L,aobdobné proze RO Ljex =ve
¢eRO L. .

6,37. Necht A4 je linedrni operator v R. Jestlize x ¢ DA, y e DA =
= (Az, y) = (z, Ay), tikdme, Ze A je hermiteovsky operitor.

'6,38. Necht 4,B, A, pro ve N jsou hermiteovské operdiory v R.
Potom Z,.yA, je hermiteovsky operdtor; je-li A prosty, je A—' hermiteovsky;
je-li AB = BA, je AB hermiteovsky.

: DokéZeme jen jedno tvrzeni. Je-li AB = BA, pak pro xe DAB,
ye DAB jest Bre DA, ye DA, xe DB, Aye DB tedy (ABz,y) =
= (Bz, Ay) = (z, BAy) = (x, ABy).

6,39. Kdy% A je operdtor v R, 4 = @ A,, kde A, jsou vnitini operd-
tory, pak A je hermiteovsky, kdyZ a jen kdyZ A, jsou hermiteovské.

Dikaz. Bud ze DA, ye DA. Necht 4, je operitor v L, Pak
x = Xx,, x,¢L,, y=2y,, y,eL, Ar=2XA,x, Ay= XAy, takie
méme podle 2,6 (dx,y) = X(4,2,, y) = (4,2, ZYu) = Z(4,7%,, Yy) =
= Z(x,, Aryv) = Z(x: Avyv) = (=, Ay)

6,40. Necht A je hermiteovsky operdtor v R, L CC R je tnvarianini
vzhledem k A a jest L C DA. Potom téZ R © L je invariantni vzhledem k- A.
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Dikaz. Bud 2 € DA, u primét z na L. Pak u ¢ DA, takie v = x —
—ueDA4,vjeprimét rna RO L. Jelize RO L, vre DA, pakye L .
. DA =4z, y) = (z, Ay) = 0, takie Ax | L.DA. Plati viak LC L .
. DA, nebot jellize L, e > 0, existujet e DA tak, ze |z —t| < ¢ a zfejmé
pak |z —s| < ¢, kde s je primét ¢ na L, takie se L . DA. Z toho plyne
Az | L, Aze RO L.

6,41. KdyZ A je hermiteovsky operdtor v R, pak

SUP|g =1, y|=1 | (A%, y)| = supjz—|(42, 2)|,
kde oviem x,y probihaji linedl DA.

Dukaz. Bud ze DA, ye DA, |2| = 1, |y| = 1. Pak pro vhodné «,
|| = 1je (Ax, xy) redIné, tedy, jak ihned plyne z toho, Ze pak (4x, oy) =
= (Aay, x), plati: 4(Az, ay) = (Au, u) — (4v,v), kde u =2 + «y,
v=2x—oy. Tedy 4/(47,y)| < |(Au,u)| + [(4v,v)] < 4 supj,_q|(42,
x)|. Z toho plyne tvrzeni. '

6,42. Kdy% A je hermiteovsky operdtor v R a AR C DA, pak |A| =
= Sup|y|—1|(4a, @)|.

Dikaz. Necht ¢ >0, xe DA, |¢| = 1, |Ax| > c. Ziejmé existuji
zn € DA tak, Ze |z,| = 1, limz, = |Az|~14x, tedy lim|(4z, z,)| = |42],
takze pro velkd n je |(Ax, z,)| > c. Ve spojeni s 6,41 plyne z toho tvrzeni.

6,43. Piiklady hermiteovskych operatori. (1) Bud A operdtor
v prostoru H,, z 2,5 a 1,17, definovany takto: pro¢, k = 1, ..., njea; € H,
A{&x} = {Zaoixéi}i- A4 je hermiteovsky, kdyZ a jen kdyZ prolibovolnd
i, k je o = &g (2) Je-li 4 operator z 6,10, (2), je i4 hermiteovsky.

’ *

Linear operators I. This is the first part (§§ 1—6) of an expository article
on the theory of linear operators (in HILBERT space, mainly.) Normed linear
and unitary spaces, linear mappings and general properties of linear operators
are considered. Headings of the paragraphs: § 1. Normed linear spaces. § 2. Uni-

tary spaces. § 3. Complete unitary spaces. § 4. Continuous linear transforma-
tions. § 5. Linear functionals. Weak convergence. § 6. Linear operators.

BIRACIONALNi TRANSFORMACE A JEJICH ZOBRAZENI.

LUCIEN GODEAUX, profesor university v Liége (Belgie).
Z francouz$tiny prelozil Dr Josef Metelka.
Souhrn z prednések, ¢tenych p. Lucienem Godeaux, profesorem na universitd
v Liége, v kvétnu 1948 na Karlové université v Praze.

Tento ¢ldnek jest propracovénim jisté poznamky, kterou jsem uve-
Fejnil v roce 1942 a kde jsem zobrazil pary bodd, odpovidajicich si rovin-
nou biraciondlni transformaci, na body jisté plochy [2].*)

*) (isla v zévorkéch odkazuji na seznam literatury, uvedeny na konci.

D31



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T16:23:53+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




